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En el MUESTREQ ALEATORIO estudiamos una poblacion X
5 bcon funcion de masa P (o funcion de densidad f).

El objetive es estudiar la caracteristica numérica X de una poblacion.

* Si la caracteristica X es de tipo discreto, es considerada como una
variable aleatoria cuya distribucién viene dada por una funcién de masa P.

* Si la caracteristica X es de tipo continuo, es considerada como una

variable aleatoria cuya distribucion viene dada por una funcion de densidad f

o~

Una muestra aleatoria de tamafio 'n' de una peblacion X |
con funcién de masa P (o funcion de densidad f) es un
vector aleatorio (Xl Wl S Xn) donde:

* La distribucion marginal de cada X, viene
dada por P (o por f)

* X;.X3z. - .Xjsonindependientes

LY

Segun lo expuesto, la funcién de masa P (o funcion de densidad f)

de la muestra aleatoria (Xl* Koy, =0 5Ky ) viene dada por:

CASO DISCRETO: P(X{,X5, --- ,X,) = P(x;) P(x;)

CASO CONTINVO: f (xy, x5, -+ .X,) = f(x;) £(xy)
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La funcion de masa P ( o la funcidn de densidad f) es desconocida,
si fuera conocida no habria ningin problema.

El primer objetivo es obtener informacion sobre P (o ) a partir de

las observaciones muestrales (Xl Mgy mem R

Para ello, tenemos que simplificar de alguna manera, los datos muestrales
obtenidos. Esta necesidad nos conduce a la definicien de ESTADISTICO.

Un Estadistico es una funcion real T de la muestra aleatoria (Xl* Xo,

En consecuencia, un Estadistico es una variable aleatoria T (X1~ Xo.

Algunos de los Estadisticos mas utilizados son: la media muestral, la varianza
muestral y la cuasi-varianza muestral.

# ® g Propiedades Estadisticos

Sea (X;, X5, ==+ ,X, ) una muestra aleatoria de una poblacion X con

esperanza Ly varianza o°. Entonces:

E(X)=n E(sz) = &°

S 2
o | -

Blo?)= =6 V(E) = =
n Il
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o =(INFERENCIA PARAMETRICA

En muchas ocasiones aunque la funcién de masa P, o de densidad f,

no es conocida perfectamente, la poblacion sometida a estudio se adapta

aun determinade modelo de probabilidad (binomial, Poisson, normal, ete),

donde lo Unico que falta por conocer es el valor de algin parametro - p de la binomial,
i de Poisson, etc. -

En estas situaciones nos enfrentamos a un problema de Inferencia Paramétrica.

El parametro cuyo valor desconocemos (puede ser de una o varias dimensiones) lo denotames por 8,

siendo & (espacio parametrico) el conjunto de todoes los posibles valores del parametro 6.

Cuando la caracteristica que estudiamos es de tipo discreto, la funcion de masa se representa por P.a

Si es de tipo continuo, su funcién de densidad se representara por I

La funcion de mesa ( o de densided) de la variable aleatoria se expresa de la forma:

Py (xq.xg, -+ . %) =Py (xy) By (x3) -+ Py ()
fp (%1, xg, - . %g) =Tg () ) (x3) - £ (x,)
La Inferencia Paramétrica se divide en tres partes - dependiendo de la naturaleza del problema que

deseemos resolver y del tipe de solucion quedemos -
Estimacion Puntual, Estimacion por Intervalos de Confianza y Contraste de Hipotesis.
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- Cuando tenemos una muestra aleatoria (X1, X5, ==+ , X, ) de una poblacién X
con funcion de masa Py (o funcion de densidad £ ). es importante buscar estadisticos

1 sencillos que conserven toda la informacién sobre 8 que lleve la muestra (X, X5, --- . X, ) .

= Esta cueshon or'lglnn la necesidad de de finir ESTADISTICOS SUFICIENTES.

Sea una muestra aleatoria (X1, X5, -+ ,X_ ) de una poblacién X
con funcion de masaPy (o funcidn de densidad ;5 ). [ ESTADISTICO SUFICIENTE]
Un estadistico T es suficiente para 8 cuando: 4

Py (X1, X2, == »X,) =8 |T (X1, X3, -+ ,X,),0 | h (%1, X5, -+ ,X,)

fo (X1, X0, . X,) =8| T (X1, X5, ==+ ,X,), 0 | h(Xq, X5, =+, X,)
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Una muestra aleatoria (XP Kig, == Mo ) de la poblacién tiene como
Estadistico

ol
Suficiente. | .o f, (X):_IBA s1 xe(0,1) 6=0

{ 0 en el resto

|
_‘ Y Hallar un estadistico suficiente.

Para encontrar un estadistico suficiente T,

hay que factorizar la funcion de verosimilitud

de la forma: L(8)=g(T, 0) h(xy, x5, --- . X, )

L=}

Hacemos:

L(B) = fa(x)) f(xy) - f(x,) =
= fox?)foxg ) - (ox7Y) =

= 0" (x.X,, -~ ,X

En consecuencia,

1= (X1~ Koot o Xn) es un estadistico suficiente
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Veamos si el estadistico

Estadistico Suficiente en la distribucion

A

de Poisson: P(X=k) = Ee 2

H H H
L) o[ 2 |22 ) {“ ;

X4 X 5! Xy

Sx,
_ ;J,l_i=1 e—ﬂ?x
X X! e x|

Vemos que la verosimilitud de la muestra L{X, A) -

funcion de densidad conjunta de la muestra - admite
una descomposicion factorial, denominada tambien

descom posicion de Fisher-MNeyman:
L(X,0) = g(T.0). h(xy, x5, ==~ . X,)

-

> x;
g(T.0) = Aist ™"

h(xq, X5, - ,X, ) =
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JSESTIMACION PUNTUAL

Sea una muestra aleatoria (Xl Dy PR Xn) de una poblacion X con una distribucion dada
por la funcién de masa Py (o funcion de densidad f3), donde 6 es un pardmetro cuyo valor

se desconoce - B dentro de un conjunte ® (espacio paramétrico) -

El objetive en la Estimacion Puntual es decidir, en funcion del medelo aceptado para la poblacion

y la muestra obtenida, cual es el valor de O que nos parece mas acertado.

En otras palabras,

<« Se trata de elegir un punto del espacio paramétrico /) para utilizarlo como estimacion de 8 »

-

Generalmente se estima O [g(@): E}], aungue en

algunos casos se podria estimar alguna funcién de 6 Es un estadistice que tiene como objetivo

(per ejemplo, 6° ). Por este motive se habla de / S Sprexmaces Joimdsipasidleialvarlorce g(6)
estimadores puntuales. *'r’;(h
8 LI
Un estimador puntual de g(@) es una funcion T que a cada posible muestra
(Xl oL ) le hace cur‘r‘esp-ondér‘ una estimacién T (X1~ X2 S0E % Xn) ;
de g(0).

T(Xy. X5, --- . X, ) esuna variable aleatoria (o vector aleatorio, en el

supuesto de que 2(B) tenga mas de una dimension).

Se utiliza indistintamente T = T (xl.xz. .Xn) K
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Un estimador puntual de 2(8) es una funcion T que a cada posible muestra (Xl N B LE e o )

| lehace corresponder unnesfimuciénT(qu K, ©== .Xn) de g(8).

|I Jf Con esa definicion entran todos los estimadores. Para eliminar a los no deseados,
' con el ERROR CUADRATICO MEDIO medimos la efectividad de cada estimador.

Un ejemplo: <« Entre los estimadores T4 (Xl.X} .Xn]=f y Tg(Xng‘ ~Xn)=5

‘W; parece razonable pensar que proporcionara estimaciones que se acercan mejor al valor del
X \ L pardmetro - es de esperar que la media muestral se parezca mas a la esperanza O de la poblacion - >>
\\ . " Unestimador T serdmés efectivo cuanto mas pequefio sea su ERROR CUADRATICO MEDIO
b L] Kd ) ) s
- .,-ﬂ-._-._‘-_.
“al - DISCRETO

?}# S Z[T(X1~X2~ . x,) — g(8)F Py () Py (x3) - Py (xy,)

E. {(T—g(@))z} = < CONTINUO
I[T(X1~X2~ e 25 = g(e)]z fg (x1) fg(xz) - T (x5)dxpdxy - dxy

El ERROR CUADRATICO MEDIO puede expresarse

tambien de la siquiente forma:

= V,(T) + (Sesgo(T))’

Sesgo(T) = Eq(T)—g(6)
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* ESTIMADORES INSESGADOS

Un estimador es INSESGADO o CEMNTRADO cuando su valor probable coincide

con el valor del parametro a estimar. Es decir, cuando se verifica: Eq.(T)= a(0),
En un estimador INSESGADO el error cuadratico medio es la varianza del estimador

.-f_'_"' 1

f‘* N En caso contrario, el estimador se dice SESGADQ, y a la desviacion entre su valor
/(\ probable y el verdadero valor del parametro se la denomina SESGO.

Si (X,,X5, -=- ,X, ) es una muestra aleatoria de una poblacién X que
sigue una distribucién no rmalN (1L, G) con @ = (1L, G ), se tiene:

Ty(x{, X5, --- ,X, ) =X es un estimador insesgado de 2{(6) =L, puesto que E4(X) =]

To(xy, x5, - .XH}ZS}% es un estimador insesgado degg(e) c* , puesto que E@(i) G

i — / ¢ IMPORTA EL TAMARNO

- ‘ DE LA MUESTRA >
"

Fo— -
= Lalégica nos induce a pensar que cuante mas grande sea el nimero de observaciones,
—

i _j mas proxima estara la estimacion T(Xl. L. ) del verdadero valor de g(6)

Un estimador es consistente paraestimar 2(0) cuando verifica las propiedades:

lim E4(T)=g(®) voe® lim Vy4(T)=0 v6e®

1 —m n—m
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METODO CONSTRUCCION

ESTIMADORES

Mctodo de los Momentos

Metodo de Maxima Verosimilitud

METODO DE LOS MOMENTOS ...

Si(Xy, X5, - , X, ) es una muestra aleatoria de una poblacién X con funcisn

de masa Py (o funcién de densidad £y ), siendo el parémetro 68 =(61,6,, --- . 6, ).

El estimador esta formado por los valores (91. By, --- .0, ) que se obtienen al resolver

en .05, --- .0, elsistemade ecuaciones:

1
E, (x) 1 El métode presenta inconvenientes - puede ocurrir que
g e 9% )
g n ' la estimacion obtenida corresponda a valores que estan
=]
fuera del espacio parameétrico.
1
1‘\: 1 ]:':_ - - I H -~ " . afe
E&(X i % El metodo mas utilizado es el de maxima verosimilitud.
n :
11
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METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

Si (X, X5, -+ ,X, ) es una muestra aleatoria de una poblacion X con funcion de

.6,)

s ) que maximizan lo que
llamamos funcién de verosimilitud de la muestra (X1, X5, . X, ) obtenida:

masa Py (o funcion de densidad fy ), siendo el parémetro 6 =(84, 65,

El estimador esta formade por los valeres (_81.. By, -

{PE(XI)PE(XE) - ,Pg(x,) DISCRETO
LB )= 00636, 5005, 08 % ]

{fﬁ(xl)fﬁ(xz) - fo(x,) CONTINUO

La estimacion de maxima verosimilitud siempre es un valor del espacio parameétrico.

La funcion de verosimilitud expresa la probabilidad (o densidad) que los diferentes

valores de O dan a la muestra obtenida - En consecuencia, maximizamos esa probabilidad (o densidad).

Muchas veces la forma mas sencilla de encontrar el estimador de maxima veresimilitud es considerar

la funcion [lt}g L(E')] - el logaritmo de L(8), ya que se maneja mas facilmente y presenta los mismos
maximos y minimos -.
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En el sistema de ecuaciones adjuntos se despejan

los valores (E'l, 05, --- .0, )

SlogL(B)
960,

0
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