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Contraste de Hipotesis

RELACION: INTERVALOS CONFIANZA - CONTRASTE HIPOTESIS

Intervalo de confianza para la media p de una distribucion
normal N(u, o) de varianza conocida:

N(p, o) s s
( error A X -2z —SuSi+Z —
di tral a a
el S 2 n > n
L (W=1 x =+ 2z, 21 z, 2 <X-p<z, 2
1-a - - o T fa S AT H = £y
2 n 2n 2N

Hipétesis sobre la media de una poblacién con o2 conocida : REGION DE RECHAZO

Ho: p=py Hp:I p#pg R={ ‘i—uo‘ > ZaIZ%} bilateral (compuesta)
n
Ho: pn=pno Hi:I py>py R={Y—u0> Za%}unila‘reml(simple)
n

Zg="Z1-q
—~

Ho:> u=pno H;: py<po R=<¢ X—-puy < Zl_a% unilateral (simple)

Intervalo de confianza para la media p de una distribucidn normal
N(u, o) de varianza desconocida con muestras pequefias n < 30

N
(”’: G) ( error
media muestral > >
muestral ————|no% = (n-1) sk
— Sy — {_ +t Oy }
X + t > = X *+
a o
=, — | — =, — _
2(n1)./n > > 2(n1),/n 1
SX _ Ox
] n n-1
_ S _ S S — S
X -t < pnsXx+t X t L <X-p<t X

|Y—u|2t;,(n_1) \/F

Hipdtesis sobre la media de una poblacién con o2 desconocida : REGION DE RECHAZO

— S
Ho: m=py H;: p=#p, R={ ‘X—uo‘ > ta/2;(n—1)T;} bilateral (compuesta)

— S
Ho: p=po HiI py>py R={x—po > ta;(n_l)T;}unila’rer‘al(simple)

to;n="tl-g;n
——

— S
Ho: p=pny HiI pi<pyg R=9 X-p, < tl—a;(n—l)T; unilateral (simple)
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Contraste de Hipotesis

Intervalo de confianza para la diferencia de medias (u, — p,) de dos distribuciones
normales N(u,, o,), N(u,, 6,) con varianzas poblacionales conocidas:

/_\N(”“Gl) . N(Hzrcz ( error
/ ‘/ diferencia muestral

muestral

[+3 (3
X =N i V=N ,72 — = — +
X [”lfﬁ] y (”2 Jn_2] oMy —p2)=9 X-y) = Z%
- o . )
e R T e de donde,
1 2
2 2 2 2
o7 05 _ o7 05
(R-Y) =24 (|42 < (=) S R=Y) 42, (|42
5 |\Na N 5 |\Na N3
2 2
_ o7 05
(K=D=a-n2) |27, [+ 2
> 1 N2
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Contraste de Hipotesis

Contraste de igualdad de medias de dos poblaciones normales con varianzas conocidas:
REGION DE RECHAZO

-

2 2
_ 1 G, .
Ho: Hy=p, R=4|X=-V)-0|>2zy, [—+—= bilateral
n
1 2
( o2 2
Ho: p,—po =K R=4|X-V-K[>Z4/p,]—+—2 bilateral
n; np
( 2 2
) S — O 2 .
Ho: puy—p, <k R=<X-Y-k>z, |—+—= unilateral
n, n;
o ci o5 .
Ho: puy—p,2k R={X-y-k<z,,.]—+—= unilateral
n, Ny
o cf o} .
Ho: i<, R=4¢X-y>z . |—+—F= unilateral
n, N
Zo="21- 2 2
H.: > < O3 2 .
01 Uy =Ho R=4X-y > Zz,, P unilateral
1 2

CONTRASTE HIPOTESIS

Contraste de la media de una poblacién normal N(u, 6) con varianza c° conocida:
a) CONTRASTE BILATERAL o DE DOS COLAS
Hipdtesis nula: Hy 1 p = pg Hipotesis alternativa: H; 1 p # pg

Como la hipétesis alternativa es p # p en la decisién que hayamos de tomar deberdn
ser vdlidos los valores de p mayores o menores que p, por lo cual el contraste debe
ser bilateral o de dos colas.

.., [ Si|X|<k se aceptalahipétesis nulaH, (Region Aceptacion)
Regla de decision § .| _ . .
Si|X|>k serechazala hipétesis nulaH, (Region Rechazo)

De otra parte, en la distribucién del muestreo X ~ N(u, %J que bajo la hipotesis nula
n

X ~ N(uo, %] , con lo que la variable . /\/_ es N(O, 1).

El valor critico k se calcula mediante el error de significacién a:
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Contraste de Hipotesis

K}

simetria N(O, 1)
:|

o= P[Rechazar Ho/ Hgy es cierta: =P||X|>k/ N[uo, LJ] = P[

o o
= — 4 =
2 2

=P|I%<—K]u{%>KI=P:%<—K}+P[i;\/uﬁo > K

La region critica serd

En otras palabras,

Se acepta Hg si MSZ 2
ol 2
. [ X -

Se rechaza H, si %>zm/2

b) CONTRASTE UNILATERAL o DE UNA COLA
Hipotesis nula: Hy 1 pu = pg Hipotesis alternativa: Hy 1 pu; > pg

Como la hipétesis alternativa es pu, > p, en la decisién que hayamos de tomar solo son
vdlidos los valores de p, mayores que pg, por lo cual el contraste debe ser unilateral o
de una cola.

Si X <k se aceptalahipodtesis nulaH, (Region Aceptacion)

Regla de decision < _. _ nates i6
egla de decisio {SI X >k se rechazala hipdtesis nulaH, (Region Rechazo)

De otra parte, en la distribucién del muestreo X ~ N[u, LJ

n

Bajo la hipdtesis nula:

L0 SRS S ) I )

HOvﬁ

<= Bajo la hipdtesis alternativa:

g k Iy

b . sonly. o
RA. R.C. R RN

Para hallar el valor critico K recurrimos al Error Tipo I:
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Contraste de Hipotesis

X_
a=P[ETI]=P[Rechazar Ho/ Hg escierta]=P[i>k/N[uo,LH=P{ Ho }

)]l "

La region critica serd

En otras palabras,

Se acepta Hg, si

X - o

o/ n” "

Se rechaza H si

Contraste de igualdad de medias de dos poblaciones normales con varianzas
conocidas

a) CONTRASTE BILATERAL o DE DOS COLAS
Hipdtesis nula: Ho: p, —pn, =0 Hipdtesis alternativa: Hyzp, —p, #0

Si |[X-Y|<k noserechazaH, — (RA)

La regla de decisién sera: . _
9 {SI |X-y|>k serechazaH,  (RC)

¢ Laregidn critica de dos colas |[X-¥y|> k es funcién de la diferencia de las medias

muestrales. En esta linea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:

_ c _ c ) . .
X ~ N[ul, Fl] y ~ N[uz, FZ] con lo cual, la diferencia de medias muestrales,
1 2

2 2

rd . . . JR— JR— G 6
bajo la hipétesis nula Hy : p; —p, =0, se distribuye: X -y ~ N|O, n—l + n—2
1 2

El valor critico k se determina mediante el error tipo I:

o =P (ET I) = P(Rechazar H, |H, cierta) = P[ [X - ¥| > k /Ho : gy —p, = 0] =
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Contraste de Hipotesis
(X-y)-0

>K [ =
V@3 /) +(0%/ny)

=P X-y <-K|u X-y >K || =
J©2/n)+(s%/n,) J©%/n)+(e%/ny)

X - o
y _o,

=P X-y < +P Xy > K @
J 62/ N+ 6%/ ny) J(@2/nD)+(6%/ny) 2 2

(simetria)

La regidn critica es

i y c 2 c 2
- — 1 2
> > >Z42 P R=1|(X=-Y)[>2Z4p PR
\/(01/n1)+(02/n2) 1 2
. rd . . ? - y
En otras palabras, se acepta la hipétesis nula Hy si: = x| = < Zy/2
\/ (01/ nl) + (02/ n2) estadistic o
A teodrico
estadistic o
observado
. ’ . M) | i B y |
se rechaza la hipétesis nula H,, si: = = > Z4/2
\/ (G 1/ nl) + (0' 2/ n2) estadistic o
v tedrico
estadistic o

observado
b) CONTRASTE UNILATERAL o DE UNA COLA
Hipotesis nula: Ho:p, —pu, =K, Hipdtesis alternativa: Hyzp, —p, > K,

L la de decisié . |SI (X-y)<k noserechazaH, — (RA)

aregla de decision serd“ 15i (x—y) > k se rechaza H, — (RC)
¢ Laregion critica de una cola (X-Yy) > k es funcion de la diferencia de las medias
muestrales. En esta linea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:

n,

% ~ N %1 | § &N 92 lo cual, la dif ia de medi |
X = Ny, F .Y =N|p,, T , con lo cual, la diferencia de medias muestrales,
1

2 2
X-Y ~=N(Q;-n,)), n—1+n—2 , bajo la hipétesis nula Hy: p, —p, =K,
1 2
2 2
Gy O©
X-y = N[K,, .[—+—=
° n n;
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Contraste de Hipotesis
El valor critico K se determina mediante el nivel de significacion o

a =P (ET I) =P (Rechazar HO‘HO cierta)=P[(i—V)> K/Hg:py —psy =Ko] =

_ (X-Y)-K, N k —K, bl g k -—K,
J@3/n)+(e%/ny) | (63/ny)+(6%/ny) J @3/ n) +(6%/ny)

k -K, _,
\/(0'21/”1)"' (Uzz/nz)

con lo cual, el valor critico se despeja

Comprobando después si se verifica o no la evidencia empirica (X-y) > k

(-9 K,
\/(sz./nl)+ (Gzz/nz)

De otra parte, la regién critica z

por tanto, la regién de rechazo: R = [(i -V -K, >z, \/(czl/nl) + (622/n2):|
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Contraste de Hipotesis
CALCULO DEL ERROR TIPO I, DEL TIPO II Y POTENCIA, DADAS LAS HIPOTESIS SIMPLES

Ol = probabilidad de rechazar la hipétesis nula H, siendo cierta (Error Tipo I)

B = probabilidad de aceptar la hipétesis nula H, siendo falsa (Error Tipo IT)
1—B = probabilidad de rechazar la hipétesis nula H, siendo falsa (Potencia Contraste)

= Los errores estdn relacionados, al disminuir el uno aumenta el otro:
o =P(Error TipoI)=0 > Rechazar siempre H; < 3 =P(Error Tipo II) =1

B =P (Error Tipo II)=0 ~ Rechazar siempre H, < o =P (Error Tipo I)=1

Un contraste deberia buscar simultdneamente el nivel de significacion o mds bajo
posible y la potencia 1 - mds alta posible.

Fijado el nivel de significacién, se determina la regién de rechazo cuya potencia es
mayor entre todos los contrastes cuyo tamafio sea el fijado a priori.

La dnica posibilidad para conseguir que un contraste mejore su potencia 1 -3, sin
aumentar el nivel de significacién o , es incrementar el tamafio de la muestra.

Al aumentar el famafio de la muestra, varia la ley de distribucion del estadistico de
contraste, y generalmente disminuye la varianza. Generalmente, las propiedades del
contraste mejoran.

Region de rechazo
(Error Tipo I)

Regidn de
aceptacion

Aceptacidn incorrecta
de la hipétesis nula
(Error Tipo IT)

Rechazo correcto
de la hipétesis nula

Antes de la universalizacién del ordenador se utilizaban como mds representativos los
valores del 1%, 5%, y 10%. La metodologia mds razonable es tomar un nivel de
significacion oo de acuerdo con la experiencia y después obtener el llamado p-valor.
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Contraste de Hipotesis
nivel de significacion OL méas pequefio posible que se puede escoger, para
el que todavia se rechazaria la hipotesis nula H g con la muestra actual.

p—valor = {

Si a<p-valor —» Se aceptaHg
Si a2 p-valor — SerechazaHg

El p-valor es el menor o que permite aceptar la hipétesis alternativa H;.

El p-valor tiene la ventaja de permitir que se decida que hipotesis se acepta, esto no es
posible cuando se indica sélo el resultado del contraste (si se acepta o se rechaza H,

conun a fijo.

En otras palabras, los CRITERIOS GENERALES para los CONTRASTES:

¢ Calcular una cantidad experimental Q,, a partir de los datos
¢ Calcular una cantidad tedrica Q, a partir de las tablas

Si Qexp <Q, = Se acepta Hy Si Qup 2Q, = Serechaza H,

EL NIVEL MINIMO DE SIGNIFICACION (P-valor) es el error de la primera
region critica de rechazo. Es decir, el drea que deja a la derecha la cantidad

experimental Qc,,

P-valopr Region c~r'|1'|ca
Aceptar I-Io de tamafio «
Regidn critica
R.A. de tamario « B
dla P-valor
Clexp: eaniidad experimentsl Qexp Qa Qexp: cantidad experimental Qa Qexp
Q(x = cantidad tedrica (tablas) Qon = contidad-tednica (tablas)
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Contraste de Hipotesis
CALCULO DEL NIVEL DE SIGNIFICACION. POTENCIA DEL CONTRASTE.

1. - La edicion de un libro se considera buena si el nimero medio de erratas por pdgina
no supera el 0,1 (H, ). Dadas las pruebas de imprenta, se eligen 10 pdginas al azar, y se

rechazan las pruebas si se observan 2 6 mds erratas. Se supone que el nimero de
erratas por pdgina sigue una distribucion de Poisson.

¢Qué nivel de significacidn tiene el contraste? ¢Con qué probabilidad se aceptara un
libro si realmente tiene una media de 0,2 erratas por pdgina?

Solucidn:

Se tiene una muestra aleatoria (X, X,, -+, X,), de tamano 10, donde X = ‘nimero de
erratas por pdgina’, con X € P(%).

Nos interesa el nimero medio de erratas por pdgina = E(NUmero erratas por pdgina) =
=E(X)=A.

La region de rechazo de la hipdtesis nula:

10
R = {Ndmero total de erratas en diez pdginas > 2} = [Z X > 2}
i=1
10
El nivel de significacion: a = P[in > 2‘ Hy: A< 0,1}
i=1
Considerando que se verifica la hipdtesis nula (H, : 2 = 0,1), tenemos que
10
> X ~P(L=10.0,1=1), con lo cual:
i=1

10 10 10 10
o P[in > 2] :1} :1_Pﬁ[zxi < z} :1_[Pﬁ(zxi _0)+P_ (XX =1)} _
i=1 i=1 i=1 i=1
-1-[0,3679 + 0,3679]=0,2642

Por otra parte, un libro que tiene generalmente una media de 0,2 erratas por pdgina, es

10
un libro para el que A =0,2, con lo que > X, ~P(L=10.0,2 =2), por tanto la
i=1

probabilidad de aceptar un libro en estas condiciones es:

10 10 10
P{ZX,. <1n= 2} - [Pk_z O X =0)+P_,(>X = 1)} - 0,1353 + 0,2707 = 0,4060
i=1 i=1 i=1
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CALCULO DEL NIVEL DE SIGNIFICACION. POTENCIA DEL CONTRASTE.

2.- Enuna piscifactoria se desea contrastar la hipétesis nula de que el porcentaje de
peces adultos que miden menos de 20 cm es, como maximo, del 10%. Para ello, se foma
una muestra de 7 peces, rechazando la hipétesis nula si se encuentra mds de un pez con
longitud inferior a 20 cm. Se pide:
1. Nivel de significacion del contraste.
2. Calcular la potencia del contraste si en realidad hay un 20% de peces que miden
menos de 20 cm.

Solucidn:

1) Sea el pardmetro p = 'Proporcidn de peces adultos que miden menos de 20 cm'’, en
una muestra aleatoria (X;, X,, -+, X,), con X € B(1, p)

La region de rechazo de la hipotesis nula:

R = {Ndmero de peces con longitud inf erior a 20 cm, entre 7 > 1}

Considerando que se verifica la hipétesis nula (H, : p=0,1), tenemos que la muestra

sigue una distribucion binomial B(n =7, p =0,1), con que el nivel de significacion:

a=P[B(n=7,p=01)>1]=1-P[B(n=7,p=0,1)<1]=
1-(P[B(n=7,p=0,1)=0]+P[B(n=7,p=0,1)=1])=1-[0,4783 + 0,3720] = 0,1497

2) Potencia = P(Rechazar H, ‘HO falsa) = P(Rechazar H, ‘Hl cierta)

La potencia del contraste, cuando p = 0,20, donde la muestra sigue una distribucién
binomial B(n=7,p =0,2), viene dada por:

Po=P[B(n=7,p=0,2)>1]=1-P[B(n=7,p=0,2)<1]=
-1-(P[B(n=7,p=0,2)=0]+P[B(n=7,p=0,2) =1])=1-[0,2097 + 0,3670]=0,4233
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CALCULO DEL ERROR TIPO I, DEL TIPO II Y POTENCIA.

3.- Sea una variable aleatoria X procedente de una poblacion con densidad de
probabilidad N(u, 5). Efectuadas dos hipétesis sobre el valor de p

Hoip=po=12 Hy:p=p, =15
mediante un muestreo aleatorio simple de tamafo 25, se contrasta la hipotesis H,
respecto de la hipotesis H,, estableciéndose que si la media muestral es menor que 14

se aceptaria la hipétesis nula. Determinar:
a) La probabilidad de cometer el error tipo I
b) La probabilidad de cometer el error tipo IT
c) La potencia del contraste

Solucidn:
Sea la variable aleatoria X= N(u, 5)

Las hipétesis sobre la media poblacional (contraste unilateral):

Ho Hy

Ho T po = 12
H, :p, =15

bl

12 14 15
1oL

R.A. R.C.

X <14 se aceptaH, regién aceptacion (R.A.)

Regla de decision { X >14 no se aceptaH, regién critica (R.C.)

La distribucién de la media muestral x , de tamafio 25, con la varianza poblacional

o2 =25 conocida:

_ c 5

X (S N y T T—) = N 12 y, T T/—) =
(n 0 \/ﬁ) ( \/E)

o 5
F) = N(15, E) = N(15, 1)

a) Error TipoI: a=P(ET I)=P(RechazarH,/H, cierta)

Hy N(12, 1)

Hy: XeN(u,,

o =PET I)=P(X214 [H,:p,g =12)=P(22#)=P(z22)=0,0228

H, se rechaza cuando es cierta el 2,28% de los casos
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Ho Hy

N(z.9 N(15, 1)

«=00228

x|

12 14 15

b) Error Tipo IT: B =P(ET Il) =P (Aceptar H, / H, falsa)

B=PET II)=P(§<14‘H1:ul =15)=P(z<¥)=P(z<—l)=P(z > 1) =0,1587

H, se acepta cuando es falsa el 15,87% de los casos

N(12, 1) NG5

6-0,1587

Xl

12 14 15

c) Potencia del Contraste: Potencia = P (Rechazar H, ‘Ho falsa) =1-
1-PB = P(Rechazar H, |H, falsa) = 1- 0,1587 = 0,8413

H, se rechaza cuando es falsa el 84,13% de los casos

Resaltar que es mds grave cometer un Error Tipo I (o) que un Error Tipo IT (§3).
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Contraste de Hipotesis
4.- Las latas de mejillones de una determinada marca indican que el peso escurrido de
dicho producto es de 250 gr. No obstante, un consumidor estd convencido de que el
peso escurrido medio de dicho producto es menor que el que indican las latas. Si el peso
escurrido sigue una ley normal con desviacion tipica 9 gr.

a) Determinar, si existe, la mejor region critica para contrastar la mejor region
critica, con un nivel de significacién del 5% y muestras aleatorias simples de
tamatiio 100.

b) Tomar una decisidn acerca del rechazo o no de la hipétesis nula a partir de una
muestra aleatoria simple de famafio 100 en la cual se ha observado un peso
escurrido promedio de 245 gr.

c) Determinar la funcién de potencia del contraste.

Solucidn:

a) Sea la variable aleatoria X = "peso escurrido de las latas de mejillones"

Se trata de un contraste unilateral: H, Hy

Ho:p=250 H;:p<250
p< 250 k n=250
RC. - RA

X >k seaceptaH, (R.A.)

la de decisién del SR
La regla de decisién del muestreo {xsk se rechazaHy (RC.)

La variable aleatoria X en el muestreo, bajo la hipdtesis nula, sigue una distribucién

N{zso, J%}

El valor critico k, bajo la hipdtesis nula, se determina con el nivel de significacion a:

a =P(ET I) =P (Rechazar H, /H, cierta) =P (x < k /H, cierta) =
X — 250 < k — 250 _plr< k — 250 _ 005
0,9 0,9 0,9

=P[§sk/N(250;O,9)]=P[

observando las tablas de la N(0O,1), y considerando que z, = -z,_,, se tfiene:

k — 250

=-196 — k =248,52
0,9

La region critica mds potente, para muestras de tamario 100, es X < 248,52
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H H

1 o]
b) Dado que X =245 < 248,52, el peso |
escurrido promedio se encuentra en la % = 245
region de rechazo de la hipdtesis nula. <250 K-24852 =250 .
RC. R.A.

c¢) La funcidn potencia del contraste se establece como:

P(@:P(is248,52)=P[isk/|\|(u; 9 )}:p[i—usms,sz_u}:

4 100 0,9 0,9

24852 —

=P[zs }
0,9 i <250
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5.- Sea una variable aleatoria X procedente de una poblacién con densidad de
probabilidad N(u, 4). Se quiere contrastar la hipétesis nula Hy : p = u, =10 frentea

la hipdtesis alternativa H; : p = p, =12, con un nivel de significacién o = 0,05, con un

muestreo simple de tamafio 25.

Determinar:
a) La probabilidad de cometer el error tipo IT
b) La potencia del contraste

Solucidn:
Sea la variable aleatoria X~ N(u, 4)

Las hipétesis sobre la media poblacional (contraste unilateral):

Ho Hy

Hytpy =12

Xl

R.A. R.C.

X <k seaceptaH, — region aceptacion (R.A.)

Regla de decision { _ i6n criti
egla ae decisio {X>k no se aceptaHoH region CI’ItICB.(R-C.)

La distribucion de la media muestral x , de tamafio 25, con la varianza poblacional

c? =16 conocida:

—_ c 4

Hyo: XeN ,—1—)=N(10, ——)= N(0;0,8
0 (Ko \/ﬁ) ( \/2—5) ( )
4

725

a) Para hallar el valor critico 'k' recurrimos al Error Tipo I:

(o

H, : ieN(ul,\/ﬁ)zN(ll )= N(12;0,8)

a = P(ET I) = P(Rechazar H, / H, cierta) = 0,05

@ =PET 1)=P(X >k [Hg:po=10)= ° ion) 1 2.08)
=P(z> k_10) = 0,05
8 @z005 | )
B 10 k=11,316 12
ko 810 -1645 = K=11316 i w
: R.A. R.C.
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Error Tipo IT: B =P(ET Il) =P (Aceptar H, / H, falsa)

%) =P(z<-0,855) =

=P(z > 0,855) = 0,1963

B=P(ET Il)=P(X <11,316 ‘leul =12)=P(z <

N(10: 0.8) ——

1- P =0,8037
B = 0,1963 -

X

10 k=11,316 12

b) Potencia del Contraste: Potencia = P (Rechazar H, ‘HO falsa) =1-
1-B =P (Rechazar H, |H,, falsa) =1- 0,1963 = 0,8037
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6.- Un agricultor sabe que el peso en kg. de las patatas sigue una distribucién N(u,1).

Una muestra de patatas dio un peso medio de 330 gramos. Con la muestra se realizé un
contraste, con un nivel de significacién del 5% y una potencia de 0,6406, en el que la
hipétesis nula era p = 0,4Kg vy la alternativa p = 0,3 Kg. Se pide:

a) <¢Cudl es el tamafio de la muestra utilizada por el agricultor?.

b) Qué hipétesis fue aceptada

Solucidn:

a) Sea la variable aleatoria X = 'peso en kg. de las patatas". X ~ N(u;1)

Hipétesi b | Ho:ipo =04
ipdtesis sobre p: H,:p, =03
. o2 Hl HO
Regla de decision:
Si X >k — R.A:AceptoH,
Si X<k + R.C:Rechazo H, 0.3 k 0.4 b
RC. R.A.

La distribucién de la media muestral, bajo la hipdtesis nula, sigue una ley N[0,4; %]
n

e A partir del nivel de significacién, se tiene:

o = P (Rechazar H, ‘ Hy cierta) =P(X < k ‘ H, cierta) = P(X < k | u=0,4) =

=P{i—0,4 k—o,4}=0’05 vow . k=04 _

Vin =1 {n Vin

-1,64

e Por otro lado, como la potencia del contraste es 0,6406:

Potencia = P (Rechazar H, ‘ H, falsa) = P (Rechazar H, ‘ H, cierta)

La media muestral, bajo la hipétesis alternativa, sigue una ley N[O,B; %} con lo cual,
n

Potencia = P [X -03 k- 0’3} = P{ k- 0’3} - 0,3594 voy , K-03 _ 0,36

NCIRETNCY I TN TN
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04 164
Jn
Resolviendo el sistema: - Jn=2/01 > n=400
K—03= 0,36
k Jn

Con el famafio muestral n = 400, es decir, el famafio de la muestra de patatas utilizada
por el agricultor es de 400 patatas.

Se determina el valor critico k: k-04 _ -164 ——» k=0,318

1/ 400 -

b) La region critica es de la forma X < 0,318, lo que significa que se rechazard la

hipétesis nula cuando el peso medio de la muestra de patatas sea igual o inferior a 318
gramos. En consecuencia, se acepta la hipotesis nula de que el peso medio de las patatas
es de 400 gramos.
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CONTRASTE UNILATERAL DE LA PROPORCION. HIPOTESIS SIMPLES.

7.- Un laboratorio farmacéutico quiere lanzar un nuevo medicamento para la
hipertensidn, llamado Hipotensil. El director de dicho laboratorio cree que la eficacia
del medicamento seria de un 95%, medida ésta como la proporcién de pacientes a los
que se les suministray que experimentan una mejoria. Sin embargo, el inspector de
sanidad del Ministerio no es tan optimistay opina que la eficacia es sélo del 85%. Para
analizar la eficacia del medicamento antes de su comercializacion, se selecciona una
muestra aleatoria de 500 pacientes, a los que se les administra Hipotensil, de los cuales
mejoran 467. ¢ Tiene razén el director del laboratorio?.

Suponga un nivel de significacion del 5%.

Solucidn:
Sea la variable aleatoria X ="eficacia Hipotensil'~ B(1, p)

Las hipétesis sobre la proporcién (contraste unilateral):

H H

1 4]
Ho: po = 0,95
H,: p,= 0,85 "
0,85 k 0,95 P
RC. - RA. .

p >k Nos hazaH, (R.A.
Regla de decisién para el valor critico k {E Zk S: r:C:Czaa,j: ((I)Q.C(.) )

in TCL.
La distribucién en el muestreo del estadistico p = i=1n ~ N[p, %} en
consecuencia:
0,95.0,05

500

Bajo la hipétesis H, : p, ~ N{O,85:1/%} - N(0,85; 0,01597)

Se determina el valor critico k a partir del nivel de significacidn o :

Bajo la hipétesis H, : p, = N{O,95; } =N(0,95: 0,00974)
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k-0.95, o oo

0,00974
0,95 -k
0,00974
Observando en las tablas de la normal N (0; 1), resulta:

o =P(ETI)=P(Rechazar HO‘ H, cierta) = P(p<k)=P(z<

—P(z> )=0,05

0,95 -k
000072 ~ 164 -0,95 - 4 .1,645) =
0,00974 ,645 = k=0,95 — (0,00974 .1,645) = 0,9339
Hl H0
% ol )
0.85 k=09339 095 P
RC. . RA. *

Comparando el valor critico k =0,9339 con el valor del estadistico muestral p

(evidencia empirica), p = % =0,934, se tiene:

p=0,934 >0,9339, por lo que no existe evidencia empirica suficiente para rechazar la
hipotesis H,. Es decir, se acepta la hipétesis H, concluyendo que el Hipotensil es

eficaz en un 95% de los casos.
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8.- Se trata de determinar si en una ciudad el 20% o el 30% de las familias dispone de
lavavajillas; para dilucidarlo se foma al azar una muestra de 400 familias de la
mencionada ciudad y se adopta el criterio de si en la muestra hay menos de 100 familias
con lavavajillas, se rechaza que el 20% de las familias poseen el mencionado
electrodoméstico. Se pide:

a) Nivel de significacién del test.

b) Potencia del test.

Solucidn:
a) Sea el pardmetro p = "proporcion de familias con lavavajillas"

Al realizar un contraste sobre una proporcion, partimos de una muestra aleatoria
X, X5, -+ ,X,)) de tamafio n = 400, donde X ~B(1; p).

Para calcular la probabilidad interesa conocer la distribucion del pardmetro muestral

n
in . L .
~ i 1 sila familia tiene lavavajillas
p ==— donde x; = _ . ) N

n 0 sila familia no tiene lavavajillas

Al ser el famafio suficientemente grande (N = 400) y estar definido p como suma de
variables independientes segln una distribucidon de Bernouilli B (1; p), se puede
aproximar la distribucion muestral de p como :

En el contraste: La hipétesis nula Hy:p = 0,2 y la hipétesis alternativa H,:p # 0,3

Por el lema de Neyman-Pearson, la regla de decisién del muestreo (p = % = 0,25):

p < 0,25 se aceptaH, (R.A.)
p > 0,25 serechazaH, (R.C.)

Con la hipdtesis nula Hy:p=0,2: p = N{O,Z ) ‘/%0008} =N(0,2;0,02)

El nivel de significacion o, bajo la hipétesis nula, se determina, mediante el valor
critico k = 0,25:
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a =P (ET 1) =P (Rechazar H, /H, cierta) =P (p > 0,25 /H, cierta) =
p-02 S 0,25-0,2
0,02 0,02

= P{ﬁ >0,25/N(0,2; 0,02)} = P{ } =P[z>2,5]=0,00621

b) | Potencia del Contraste: Potencia =P (Rechazar H, ‘ Ho falsa)=1-

Error Tipo IT: B =P(ET Il) =P (Aceptar H, / H, falsa)

0,3.0,7
400

Con la hipétesis alternativa H;:p=0,3: p = N{O,S, } =N(0,3; 0,0229)

p-03 _025-03
0,0229 ~ 0,0229

B=P(ET 1)=P[p <025 /N(0,3;0,0229)]= P{ }: P[z<-21822]=

=P[z>21822]=0,0144

En consecuencia, Pot =1 - p =P (Rechazar H, ‘ H, falsa) =1- 0,0144 = 0,9856
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CONTRASTE UNILATERAL DE LA VARTANZA CON MEDIA POBLACIONAL CONOCIDA.

9.- Las especificaciones de un tipo de bdscula aseguran que los errores de los pesajes
siguen una distribucién N (O, 6). Se quiere contrastar la afirmacion sobre la dispersion

que es igual a la unidad, frente a una hipotesis alternativa de que es el doble. Para ello
se realizan 5 pesajes en las que el error cometido resulté ser:

1 0.9 -0,2 14 -0,7

Para un nivel de significacién del 5% se pide enunciar una regla de decisién (obtener la
region critica) e indicar que hipdtesis resulta aceptada.

Solucidn:
Sea la variable aleatoria X = 'Errores en el peso’ XeN(0,0c)

2
- 2 - i »
Hyto1=4 RA RC

Hipétesis sobre o : {

Si 62 >k — R.C:RechazoH,

Regla de decisién: < =~
Si o5 <k = R.A:AceptoH,

Ho
2 2 2 2 2
) no n-1)s Go-Yn
Por el Lema de Fisher: —* = = ~y2, conlocual, of~—>"""= Xa
c c n 5

La determinacién del valor critico k a partir de a (Error Tipo I):

a = P (Rechazar H, ‘ H, cierta) = P(c2 > Kk ‘ H, cierta) = P(c2 > k ‘ c?=1)=
XZ
2
=P ?“ >k| =P(y% >5k) = 0,05 — L PeAN_, 5l = 9,488 = k = 1,898

1 1808 4 °x
RA RC

+

Comparamos el valor critico (k =1,898) con la evidencia muestral, siendo:
X; 1 0,9 -0,2 14 -07 X = in/5 = 0,48
x? 1 0,81 0,04 1,96 0,49 2xi2/5 = 0,86

o? = (Xx2/5) - (I x,/5)* = 0,6296
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06296 _ o2 Como o} =0,6296 < 1,898 nos situamos en la regién de
L1 1898 4 " geeptacién (R.A), no pudiendo rechazar la hipétesis de que la
RA  RC dispersién sea 1, con un nivel de confianza del 95%.
IT Método

5
Si > (x;—-p)* >k serechazaH, (RC.)
Regla de decisidn =t
Si Y (x;-p)® <k seaceptaH, (R.A.)

i=1

Para calcular el valor de la constante k, determinando la region critica de forma éptima,
se parte del nivel de significacion o:

5
a = P (Rechazar H, /H, cierta) = P{Z(xi —u)? >k /H, cierta}
i=1

5
El estadistico Y (x,—u)? en el muestreo, bajo la hipétesis nula, donde las variables
i=1

X_ —_—
aleatorias independientes x; ~ N(u,5,). En consecuencia, — s sigue una N(0,1)
Co
zn: [xi -~ MT _ 2 Recuerda que xi = X2 + X3+ --- + X2 variables aleatorias
i=1] Go N(O, 1) independientes entre si

A partir del nivel de significacién o (Error Tipo I):

2
5| X.—
a = P(Rechazar H, /H, cierta) =P Z{ ' 2”} > L/H0 cierta|= P[xgz k]= 0,05
c

i=1
K=9%50s:5 =11,07

5
El valor muestral del estadistico Y (x;—0)* = 4,3 verifica que
i-1

5

> (x;—0)? = 4,3 <11,07 =k, lo que conduce a ho rechazar la hipétesis nula de que la
i=1

poblacidn sigue una N(0,1), advirtiendo que se halla en la region de aceptacion.

CONTRASTE UNILATERAL DE LA VARIANZA CON LA MEDIA POBLACIONAL CONOCIDA.
POTENCIA DEL CONTRASTE.
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10.- En una poblacién N(5, 6) se quiere contrastar la hipétesis nula Hy : 6° = 65 = 2

frente a la hipétesis alternativa H; : 6° = 62 = 3, con un nivel de significacién
a = 0,025, con una muestra aleatoria simple de famafio 10:

51 6.2 4 2,8 29 5,6 37 34 25 5,2
Hallar la potencia del contraste.

Solucidn:

) 62> ol
Hy:07 =3

Hipétesis sobre o2 :{

10
Si Y (x;-p)® >k serechazaH, (RC.)
Regla de decisién =
Si Y (x;—n)? <k seaceptaH, (RA.)

i=1

Para calcular el valor de la constante k, determinando la region critica de forma éptima,
se parte del nivel de significacion o:

10
o = P (Rechazar H, /H, cierta) = P[Z(xi -n)? >k /H, cierta}

i=1

10
El estadistico Y (x;—u)? en el muestreo, bajo la hipétesis nula, donde las variables
i-1

aleatorias independientes x; siguen una ley N(5,,/2).

En consecuencig, 72 sigue una N(0,1). Por tanto, ), ? =2

i=1

(Recuerda gue xi = X2+ X3+ - + X2 variables aleatorias N(O, 1) independientes

entre si)

A partir del nivel de significacién a (Error Tipo I), calculamos el valor critico k:

. 10 Xi_5 ? k 2 k
o = P(Rechazar Hy /H, cierta) =P| X > > = Pl x1o0 2 5= 0,025

4l 2

= Xg,ozs;lo = 20,483 = k =40,966

| =~

2
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’, . 10 2
Por otra parte, el valor muestral del estadistico ) (x;-5)° = 22,6
i=1

10
Siendo Y (x;—5)? = 22,6 < 40,966 =k ho se rechaza la hipétesis nula de que la

i=1

poblacién sigue una N(5,,/2).

La potencia del contraste:

1 - p = Potencia = P (Rechazar H, ‘HO falsa) = P (Rechazar H, ‘Hl cierta)

1-P = P{xfo > LZ /H, cierta}= P{xfo > @} = P[Xfo > 13,655]= 0,267

G,

Abscisas Areas

4,865 - 15,987 0,90 - 0,10 2,322.0,80
X = 0,10 + =272 _ 0,267
13,665 — 15,987 X — 0,10 11,122
IT Método
2
o Ho s 05 =2 =
Hipétesis sobre o° :{ 079 oi> o i K 3,
1:071=3 R.A R.C

2

. Si >k — R.C:RechazoH
Regla de decision: { _ Ox 0

Si 62 <k — R.A:AceptoH,

2 2 2 .2
. no (n-1)s G5 X1
Por el Lema de Fisher: —* = = ~y%, conlocual, o%= OTH
o (o}

En el muestreo, bajo la hipétesis nula 65 = 2, con tamafio muestral n = 10, se tiene:

Ho

2 .2 2

o2 ~ Oo-Xn-1 _ 29
X n 10

La determinacidn del valor critico k a partir de o (Error Tipo I):

a = P (Rechazar H,, ‘ H, cierta) = P(c2 > k ‘ H, cierta) = P(c2 > k ‘ c?=2)=

Santiago de la Fuente Ferndndez 120



Contraste de Hipotesis

2 .xz

2
=P >k|=P(2 >5k) = 0,025 Tablas x” Pearson , 5k =19,023 — k = 3,8046

Comparamos el valor critico (k = 3,8046) con la evidencia muestral o2 = 1,5204
Como o4 =1,5204 < 3,8046 nos situamos en la regién de aceptacién (R.A), aceptando
la hipétesis de que la varianza es 2, con un nivel de confianza del 97 ,5%.

De otra parte, la potencia del contraste sera:
Potencia = P (Rechazar H, ‘HO falsa) = P (Rechazar H, |H, cierta)

En el muestreo, bajo la hipétesis alternativa o = 3, con tamafio muestral n = 10, se

H1
——
2 2 2

. Go- Y 3.
tiene: o2 ~ 201 Xo
n 10

3 .xz

Potencia = P > 3,8046 /H, cierta|= P[xg > 12,682] = 0,252

Abscisas Areas
4168 - 14,684 0,90 - 0,10 2,002.0,80
Xx =010 + —— = 0,252
12,682 — 14,684 x — 0,10 10,516

CONTRASTE UNILATERAL DE LA VARTANZA CON MEDIA POBLACIONAL DESCONOCIDA.
POTENCIA DEL CONTRASTE.
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11.- En una poblacién con distribucion N(u, ), con un nivel de significacién del 1%,
para contrastar la hipétesis nula H, : 65 = 25 frente a la hipétesis alternativa

H, : 67 = 36, se toma una muestra aleatoria de tamafio 16, con varianza igual a 27.

Hallar la potencia del contraste.

Solucion:
Ho 1065 =25

2 2
c; >0
H, :62 =36 0

Hipétesis simple sobre o? : {

16
Si Y. (x;—X)* >k serechazaH, (RC.)
Regla de decisidn =

Si Y. (x;-X)* <k se aceptaH, (RA.)

i=1

Por el Lema de Fisher-Cochran:

2 (X =X%)?
(n-1).s% _n o _ "TThn _ 2 -x)? ~ 2
02 0_2 o_2 02 n-1
16
2 (% -X)?
bajo la hipétesis nula, se tiene: =L ~ 135

S
Para calcular el valor de la constante k, determinando la regién critica de forma éptima,

se parte del nivel de significacion o:

16
a = P (Rechazar H, /H, cierta) = P|:Z(Xi -X)? 2k /H, cierta}
i=1

16

Z(xi_7)2 k k
a =P(Rechazar H, /H, cierta) =P| =.L———> —-/ H, cierta |= P{x; > —} =0,025
Gg oy 25
K 2
or = Xoosiis = 27,488 = k =687,2
16 >
Z(Xi _X) 16
Por otra parte, el valor muestral ¢ = Ile =27 = Y (x;—-X)? =432
i=1

Siendo 432 < 687,2 conduce a no rechazar la hipdtesis nula de que la poblacién sigue
una N(u,5), advirtiendo que se halla en la regién de aceptacion.
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La potencia del contraste:

1-B =Potencia = P(Rechazar H, / H, falsa) = P(Rechazar H, / H, cierta)

. . , _ 687,2 )
1-B=P|{>.(X;—X)° >k /H,cierta|=P|x35 = 26 =P[x15 219,09]=0,287
i=1
Areas Abscisas
0,90 - 0,10 8,547 — 22,307 010, 3217.080
x=0,10 + ——— =0,
X - 0,10 19,09 - 22,307 13,76
IT Método
L Hy o2 =25 c:
Hipétesis sobre c?:¢ © "9 62> 635 25 ko 36
H,:0? =36 RA  RC

Si 6% >k — R.C:RechazoH,

2

Regla de decision: ¢
Si o5 <k — R.A:AceptoH,

2 2
i no n-1)s
Por el Lema de Fisher: —= = = ~y5, conlocual, o

c c n

~
~

2 2
2 Og-Xn-1
X

En el muestreo, bajo la hipétesis nula 63 = 25, con tamafio muestral n = 16, se tiene:
Ho

2 2 2
5 Oo-Xn1 25%1s
oy ® =
n 16

La determinacidn del valor critico k a partir de a (Error Tipo I):

a = P (Rechazar H, [H, cierta) = P(c% > k ‘ H, cierta) = P(c2 > k ‘ c?=2)=

2
—p 25 K15

2
>k|=P 02, > 20 K =001 —Lre=r , B - 30,578 1 k = 47,778

Comparamos el valor critico (k = 47,778) con la evidencia muestral o2 =27
Como o2 =27 < 47,778 nos situamos en la regién de aceptacién (R.A), aceptando la

hipotesis de que la varianza es 25, con un nivel de confianza del 99%.
De otra parte, la potencia del contraste sera:

Santiago de la Fuente Ferndndez 123



Contraste de Hipotesis
Potencia = P (Rechazar H ‘HO falsa) = P (Rechazar H, ‘Hl cierta)

En el muestreo, bajo la hipétesis alternativa ¢35 = 36, con tamafio muestral n = 16, se

Hi
f_/%
2 2 2
. C5-Ano1 36.
tiene: 62 » — X201 = X15
n 16

36 'Xis

Potencia = P > 47,778 /H, cierta |= P[xfs > 21,235]= 0,162

Abscisas Areas
8,547 - 22,307 0,90 - 0,10 1,072.0,80
Xx=010 + — =0,162
21,235 - 22,307 x - 0,10 13,76

CONTRASTE UNILATERAL DE LA VARIANZA DE UNA POBLACION CON MEDIA POBLACIONAL
CONOCIDA Y DESCONOCIDA. POTENCIA DEL CONTRASTE.
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12.- El retraso de salidas de vuelos sigue un normal N(u , ). Los responsables de un
aeropuerto afirman que el retraso medio es de 30 minutos con una desviacién tipica de
5 minutos. A pesar de ello, una organizacion de consumidores manifiesta que se muestra
de acuerdo de que los retrasos sigue una ley normal con media 30 minutos, pero que la
desviacion tipica es de 15 minutos. Se pide:
1. Contrastar con un nivel de significacion del 5%, la hipétesis nula
H,: o =5 minutos frente a la alternativa H,: ¢ = 15 minutos, a partir de una

muestra aleatoria simple de vuelos cuyos refrasos se adjuntan:
32,3 36,4 35,2 389 39,3 38,4 515 36,4
29,3 39,2 434 30,2 37,4 42,6 40,1
2. Calcular la potencia del contraste anterior.
3. ¢Cambia la decision fomada en el apartado (1) si el retraso medio hubiera sido
desconocido?

Solucidn:

Ho 1065 =25 5

1. Hipétesis sobre o2 : 62> o2
P {Hl:cf=225 oo

Las hipétesis nula y alternativa son simples, con media poblacional conocida. El lema de
Neyman-Pearson conduce a la regla de decision:

15
Si Y (x;—p)* >k serechazaH, (RC.)
Regla de decision =

Si Y (x;—p)? <k se aceptaH, (RA.)

i=1

Para calcular el valor de la constante k, determinando la regién critica de forma dptima,
se parte del nivel de significacion o:

15
a = P(Rechazar H, /H, cierta) = P[Z(xi —pu)?> 2k /Hy:63 =25 cierta}

i=1

15

El estadistico Y (x;—p)® en el muestreo, bajo la hipétesis nula, donde las variables
i=1

aleatorias independientes x; siguen una ley N(30,5).

2
X;—30 N
En consecuencia, — s sigue una N(0,1). Por tanto, Z[IZ—SM} =2
i=1

A partir del nivel de significacién a (Error Tipo I):
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. 15[x,-307° _ «k . , K
a = P(Rechazar H, /H, cierta) =P| )’ > — /H, cierta|=P| x15= —= [ = 0,05
i1l S 25 25

2“—5= 13.05:15 = 24,996 = k = 624,9

15
Por otra parte, el valor muestral del estadistico Y (x;—30)? = 1393,02

i=1

15
Siendo Y (x;-30)% =1393,02 > 624,9 = k se rechaza la hipétesis nula, el retraso

i=1
medio de la salida de los vuelos no sigue una N(30,5).

n
Z(Xi -p)?
Adviértase que la regién de rechazo de la hipétesis nula: R =< =2———— > 4% |
Co
15
A -30)?
en este caso, R = IﬂT =55,72 2 x5 05 15 = 24,996 la regién de rechazo se

verifica, con lo que no se acepta la hipétesis nula, esto es, el retraso medio de salida de
los vuelos no sigue una ley normal N(30,5).

2. La potencia del contraste:

Potencia = P (Rechazar H ‘Ho falsa) = P (Rechazar H, ‘Hl 102 =225 cierta) =1 -

1-B=P xfg,zLZ/Hl cierta |= P[XfS > 624’9} = P[xfs 2 2,777]= 1
o 225

3. Como se desconoce el valor de la media poblacional las hipdtesis son compuestas, no
pudiéndose aplicar el lema de Neyman-Pearson.

En consecuencia, para obtener la regidn critica es necesario utilizar el test de razon de
verosimilitud, que conduce a la regla de decisién:

15
Si Y (x;—X)* >k serechazaH, (RC.)
Regla de decisidn s
Si Y (x;-X)? <k se aceptaH, (R-A.)

i=1
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15

2 > (x;=%)?
X i=1

. n G . . 1 .
Por el Lema de Fisher-Cochran —* ~ x%_; , bajo la hipétesis nula: 5~ e
(o)

Para calcular el valor de la constante k, determinando la regién critica de forma dptima,
se parte del nivel de significacion o:

15
a = P(Rechazar H, /H, cierta) = P[Z(xi ~X)*>k /Hy:05 = 25}
i=1

15
206X K K
a=Pp[E_ > I P{xﬁz —} -=0,05 = —-=23,685 = k=0592,125
25 25 25 25
15
Z(Xi _i)z 15
De otro lado, el valor muestral ¢2 = IﬂT =28,2264 = Y (x;—X)° = 423,396
=

15

Siendo Y (x;-X)? = 423,396 < 592,125 =k no se rechaza la hipétesis nula, por
i=1

tanto, se cambia la decisién que se tomé en el apartado (1).

n
Z(Xi -X)?
Adviértase que la regién de rechazo de la hipotesis nula: R = “16—22 Lo: (D) [ -
0
15 —2
Z(Xi —X)
en este caso, R = th =16,94 > 5% 5. 14 = 23,685 la regién de rechazo no

se verifica, con lo que se acepta la hipétesis nula, esto es, el retraso medio de salida de
los vuelos sigue una ley normal N(30,5).

CONTRASTE UNILATERAL DE LA MEDIA CON VARIANZA DESCONOCIDA. CALCULAR Y
REPRESENTAR LA FUNCION DE POTENCIA.
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13.- El directorio de uno de los grandes operadores de Internet estd considerando la
posibilidad de ofrecer tarifa plana a sus clientes. Segun sus conocimientos sobre el
tema, sabe que estd trabajando con una variable aleatoria que se distribuye como una
normal. Mantiene la hipétesis de que los hogares que tienen Internet se conectan con
una media de 5 horas mensuales. No obstante, existen otros estudios que sostienen que
el tiempo de conexion es mds alto. Para evaluar, a un 10% de significacidon, dicha
hipotesis, el directorio decide encuestar a una muestra aleatoria de 30 hogares,
obteniendo una media de 5,34 horas de conexidon, con una dispersion de 7,24 horas.

a) Formular el contraste a realizar.

b) Determinar la mejor region critica del contraste.

c) ¢Se puede rechazar la hipdtesis nula?

d) Calcular y representar la funcion de potencia. ¢Qué representa la funcién de

potencia?. Para facilitar los cdlculos, suponer que el tamafio muestral es 300

hogares.

Solucion:
Sea la variable aleatoria X = ‘conexion a Internet por hogares’ X=N(5, o)

a) Las hipétesis sobre la media poblacional 1 con 6 desconocida:

Ho:ppo=5
Hipdtesis sobre u:{ o-Ho AN

Hyipy >S5 R.A RC
Se trata de un contraste unilateral, siendo H, compuesta.

Si
Si

>k — R.C:RechazoH,

X
X <k +— R.A:AceptoH,

b) Regla de decisién: {

En el muestreo de una poblacién normal con varianza desconocida, y desviacion tipica

. X—u — c
muestral o, , la variable: =t ., > X= p+t_, —=—
X Gx n-1 | n-1 /—n _1

n-1
c) Determinacion de k a partir del nivel de significacion o:

a = P (Rechazar H ‘ H, cierta) = P(x > k ‘ H, cierta) = P(x > k ‘ Lo =5)=

(6] 7,24 (k-5). v29
P +t._,——2=>Kk =5|=P|5+t;p., ——— > k| =P|t,g >
|:u0 nlm |P~0 ] |: 301m i| |:29 7.24

:|= 0,10

En las tablas de la t de Student: tg4,.,0 =1,311 , con lo cual,
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(k-5).429 _ 1311 o kogyL31L724 o
7,24 V29

Comparando k con el valor del estadistico muestral X, = 5,34

El valor X, = 5,34 < 6,76, no pudiendo rechazar H,, por ——t——
5 534 k=676

RA  RC

v

lo que tiene razon el Directivo, el tiempo medio de y
conexién es de 5 horas.

» Alternativamente, con el estadistico de contraste (valor experimental), la region
de rechazo R viene dada por la expresién:

_ S _ c
— 7,24

R=4534-5> 1311
V29

rechazo, no existe evidencia significativa de rechazar la hipdtesis Hycon un nivel de

=[0,34 > 1,763] , no cumpliéndose la regién de

confianza del 90%.

Una forma andloga de enfocar el problema consistiria en aceptar la hipétesis H, cuando

el estadistico experimental fuera menor o igual que el estadistico tedrico, es decir:
estadistic o experimental

—_—— estadistic o tedrico
. X — U —
Se acepta H, cuando se verifica: t,; = - < ty.n1
X
n-1

5,34 -5

En este caso, t,g = W = 0,2537 < 1,311 =t4,4.,9, Se acepta la hipétesis H,

d) Potencia = (1-B) = P(Rechazar H, |H, falsa)
La hipdtesis H, es compuesta (existen infinitos valores tal gue u > 5), se construye una

funcidn, es decir:

Hyipy >S5 p 1-P
Distintos valores

Region
Decj;sién
B = P(ET II) = P(Rechazar Hl‘Hl cierta) = P (Aceptar H, ‘ Hy falsa) = P(X < k‘ H,)
En el muestreo de una poblacion normal con varianza desconocida, y desviacion tipica

muestral o, la variable: (X — u)/\/ll = t,,_,, siendo la muestra n =300, la
n —_

distribucion se aproxima a una N(O, 1)
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k=6,76
k). Jn—l} =

Ox

B=P(§<k|Hl)=P[ul+tn_1% < k|H1} =P{tn1
{ (6,76 —p,). \n—-1
=Plz<

=z
n>30

} , en consecuencia:
(e}

X

6,76 — ;). Vn-1 ~5,5). +/
B= P{z < ha)- NI } = P[z 676255 299} =Pz < 3]=0,9986
oy 7,24
= H,:p, =6
B = P{z 6:76-6). ”299} =Pz <1,82] = 0,9656
7,24
* Hytp, =7
B= P[z 676-7). ”299} =P[z < -0,57]=0,2843
7,24
= H;:p, =8
B = P{z 6:76-8). ”299} =P[z < -2,96]=0,00154
7,24
1-p
Hy:p; >5 B 1-B
5,5 0,9986 0,0014
6 0,9656 0,0034
7 0,2843 0,7157
8 0,0015 0,9985

w

55 6 7 8

A medida que se alejan las hipotesis H, y H, aumenta la potencia del contraste. Es

decir, cuanto mds alejadas se encuentren las hipétesis para contrastar, mayor serd la
probabilidad de que se rechace H, cuando sea falsa, algo deseable (constante a y k).

14.- El propietario de un automadvil sospecha que su vehiculo tiene un consumo medio de
combustible en carretera superior a los 5,6 litros /100 Km., que es lo que el fabricante
indica en su publicidad. Para apoyar empiricamente su sospecha observa el consumo
medio en 11 viajes seleccionados aleatoriamente entre todos los que realiza en el afio,
obteniendo los siguientes resultados:
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6.1 6,5 51 6 59 5,2 5.8 53 6,2 59 6,3
Se pide:
a) ¢Estdn fundadas las sospechas del propietario a un nivel de significacion del 1%?
b) ¢En cudntas ocasiones deberia observarse el consumo medio para que con un nivel
de confianza del 99% se detectase un consumo medio de 5,9 litros/100 km.?

Solucidn:

a) Suponemos que el consumo medio del automavil sigue una distribucién normal
N(u, o), ambos pardmetros desconocidos, y mientras el fabricante afirma que
Hy:p =5,6 el propietario del vehiculo cree que H,: p >5,6.

Se trata, pues, de un contraste unilateral, donde H, es compuesta.

Reala de decisién: Si X <k — R.A:AceptoH, 5 56 k >5’6_
€glade decision: 1 o % Sk > R.C : Rechazo H,, " RA  RC

En el muestreo de una poblacion normal con varianza desconocida, desviacion tipica
X—u

X-p = =1,
s/ /n o /n-1

Bajo la hipétesis nula, con los datos muestrales (X =5,8454, s, =0,4612), el

muestral (o, ), cuasidesviacién tipica (s, ), la variable:

0,4612

i

El valor critico k, bajo la hipétesis nula, se calcula a partir del nivel de significacién a:

muestreo sigue una distribucion tlo[5,6 ; } =1,0,(5,6;0,1390)

a = P (Rechazar H, ‘ H, cierta) = P(X > k ‘ H, cierta) = P(X > k ‘ Lo =56)=

[?—5,6 k—5,6] [ k—5,6} k-5,6
=P > = 10>

=001 = = 2,764
0,1390 ~ 0,1390 0,1390 0,1390

de donde, k =5,9842 . Siendo X = 5,8454 < 5,9842 no se puede rechazar la hipotesis
nula Hy, con lo que se acepta las afirmaciones del fabricante sobre el consumo medio

del automdvil.
b) En esta ocasidn se plantea la cuestion P(X > k /p = 5,9)

o . . b X =5, .
Donde el tamafio muestral es desconocido, y donde el estadistico / # 1,5 ho sigue
s n

©

Q‘

un t-Student con 10 grados de libertad.
Por tanto, recurrimos a la siguiente estrategia:
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X-59+0,3

PX>k/p=59)= P{ /\/_>2,764/p.=5,9]=P[ SX’/\/;’ >2,764}=

X

L_ /3—9 . /\/— 2,764} -p EX—/—?/% > 2,764 — Sxo/_jﬁ} - 099

o bien, P|: <2,764 - 0,01

03 |_
o \/_ s /\n
Nos encontramos en un punto donde no se pueden utilizar las tablas de la t-Sudent
porque no conocemos el tamafio de la muestra. Para ello, suponemos que el tamafio es
suficientemente grande para que pueda ser aceptable la aproximacién de la t mediante

la distribucion normal.
Con la aproximacién normal, y con la simetria de la N(O, 1):

0,3
Plz<£2,764-———|=0,01 = 2,764 - -2,327
[ sx/ﬁ} s /J_

2
5,091).s
5001 {i}

0,3
s n 03
Otra vez en un callején sin salida, aln es necesario conocer la cuasidesviacién tipica de
una muestra sin saber su tamafio. Podemos dar una salida, suponiendo que la
cuasidesviacion tipica de esta nueva muestra es igual a la obtenida en la muestra
anterior s, = 0,4612. En este caso,

2
_ [(5,091)(.)(;),4612)} _ 61255

Para mayor seguridad en el logro de nuestro objetivo, redondeamos con el entero
inmediato superior, esto es, el famafio de la muestra es 62.

CONTRASTE UNILATERAL DE LA MEDIA CON VARIANZA CONOCIDA.

15.- El nimero de averias de un determinado tipo de avion se considera una variable
aleatoria con distribucion de Poisson de media 2 averias al mes. El equipo de
mantenimiento intenta reducir esta media incorporando algunas mejoras. Para
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comprobar si con estas medidas se reduce el ndmero medio de averias, se decide
observar el nimero medio de averias en los 25 meses siguientes a la introduccién de las
mejoras. Si el nimero medio de averias en esos 25 meses fue de 1,5. ¢Qué decision
debe adoptar el servicio técnico a un nivel de significacién del 1%?. ¢Y si el servicio
técnico relaja su nivel de exigencia al 85% de confianza?. ¢Cambiaria su decision?.

Solucidn:
n—coo

i
Sea la variable aleatoria X = 'Nimero de averias al mes’ X eP( =2) - N(2, \/E)

En la muestra de tamafio h =25 meses L = X =1,5averias. La distribucién en el

muestreo, bajo la hipdtesis nula H,, X =~ N[u, i} = N[z, L}

Jn V25

Hyo:p=2
Es un contraste unilateral, donde se plantean las hipétesis: { 0 ] " }
H, 1 n <2 (compuesta)

Si X >k no serechazaH, — (RA)

donde la regla de decisidn, existe k § ..
onde la regla de decision, existe {SI X <k serechazaH;, — (RC)

Se determina el valor de k considerando el nivel de significacion o.:

k-2

727125

= P[z > ﬁ] ~001 > 2K _232-7,,, — k=134

727125 \N2/125

Se advierte que (1,5 > 1,34), cae en la regién de aceptacion, con lo cual se acepta la

o = P(Rechazar HO‘Ho cierta) =P(X<k /Hy:p=2)= P[z < } =0,01 =

hipotesis nula, esto es, con un nivel de significacion del 1% se afirma que las averias
mensuales se mantienen siendo 2, y en consecuencia, las mejorias no son operativas.

Si a = 0,15 se replantean los cdlculos: =104=24,5 b+ k=171

2-k
\2/25
Como 1,71 < 1,34, cae en la region de rechazo, con lo que no se acepta la hipétesis nula,
y se concluye que las mejoras son operativas.

CONTRASTE UNILATERAL DE LA MEDIA CON VARTANZA POBLACIONAL DESCONOCIDA.

16.- La concentracién media de dioxido de carbono en el aire en una determinada zona
no es habitualmente mayor que 355 p.p.m.v (partes por millén en volumen). Se sospecha
que esta concentracion es mayor en la capa de aire mds proxima a la superficie.
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Para contrastar esta hipétesis se analiza aire en 20 puntos elegidos aleatoriamente a
una misma altura del suelo. Los datos recogidos tienen una media muestral de 580
p.p.m.v y una cuasidesviacién tipica muestral de 180.
Suponiendo que las mediciones siguen una distribucién normal, ¢podemos afirmar a un
nivel de 0,01, que los datos proporcionan suficiente evidencia estadistica a favor de la
hipétesis de que la concentracion es mayor cerca del suelo?.
Indicar razonadamente si el p-valor es mayor o menor que 0,01

Solucién:

Tenemos una muestra aleatoria (X, X,, --- ,X,) de tamafio n = 20, donde la

variable aleatoria X = "concentracion de diéxido de carbono en puntos cercanos al
suelo" sigue una distribucién normal X ~ N(u; o) con varianza poblacional desconocida.

Deseamos comprobar si hay suficiente evidencia estadistica a favor de que
u > 335. Para ello, planteamos un contraste con la hipétesis nula Hy : u < 335 frente a

la hipotesis alternativa H, : n > 335, con un nivel de significacion a = 0,01

En esta linea, nos encontramos ante un contraste unilateral (una cola) para la media
poblacional con varianza poblacional desconocida.

Se rechaza la hipétesis nula si se verifica la regién de rechazo:

S
R :{i_u0>ta'(n—l)_x}

donde,
X - po =580 - 355 = 225

= 2,539 V180 =102,19

20

Como R = {225 >102,19 } SI se verifica la condicién de rechazo, por tanto,
RECHAMOS la hipétesis nula Hy.
En consecuencia, existe suficiencia estadistica (con un nivel de significacién 0,01) para

concluir que la concentracion media de diéxido de carbono es superior a 355 cerca del
suelo.

X
ta;(n—l) =1 0,01;19 ﬁ

Por otra parte, el p-valor se interpreta como el apoyo que los datos proporcionan a la
hipotesis nula Hy,.

En otras palabras, Cuando el p-valor < a = SE RECHAZA H,

Como hemos rechazado H, con a = 0,01, el p-valor < 0,01
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CONTRASTE BILATERAL DE LA PROPORCION.

17.- Un dentista afirma que el 40% de los nifios de 10 afios presentan indicios de caries
dental. Tomada una muestra de 100 nifios, se observé que 36 presentaban indicios de
caries.
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Contrastar la hipétesis del dentista para un nivel de confianza del 90%.

Solucidn:
Sea el pardmetro p = "proporcién de nifios que presentan indicios de caries dental".

Como siempre que queremos hacer un contraste sobre una proporcion, partimos

de una muestra aleatoria (X, X,, -+ ,X,) de tamafio n =100, donde X ~B(1; p).
n
Xj TCL.
La distribucién en el muestreo del estadistico X = p = i=1n ~ N{p, %}

Recurrimos al contraste de la hipétesis nula Hy: p = 0,40 frente a la hipétesis
alternativa H,: p # 0,40, con un nivel de significacién o = 0,10

La Hipétesis nula se rechaza cuando se verifica la regién de rechazo:

R={ ‘Y—po‘ > Zgj2q —pO(ln_pO) }

% —po|=|p-0.40] - 2_0,40‘ = 0,04

donde,

100

1- -
Zaj2 M = Z0,05\/ 0.40 (]:_LOOOAO) = (1,64) . (0,0489898) = 0,08

por tanto, R = {0,04 >0,08} NO se verifica la condicién de rechazo y aceptamos la
hipotesis nula H,. En consecuencia, con un nivel de significacién de 0,10, se puede

afirmar que el 40% de los nifios presenta indicios de caries dental.

18.- En los dias previos a unas elecciones municipales, el candidato de un partido
politico estd convencido de obtener el 60% de los votos electorales. No obstante, su
partido encarga una encuesta entre 100 votantes potenciales, resultando que el 52% de
ellos dijeron tener intencién de votar a dicho candidato. Con un nivel de significacion
del 5%, se pide contrastar:

a) Hy:p=0,60 frentea H,;:p=0,50

Santiago de la Fuente Ferndndez 136



Contraste de Hipotesis

b) H,:p=0,60 frentea H;:p = 0,60
c) Potencia del contraste efectuado en el apartado (a).

Solucidn:
a) Sea la variable X ="% de votos al candidato"

Nos encontramos ante un contraste de hipotesis nula simple frente a una hipdtesis
alternativa simple: H,: p = 0,60 frentea H,:p = 0,50

HI. HO
Regla de decision:
p >k SeaceptaH, (R.A.)
’[5 <k Serechaza HO (RC) 050 k 0,60 5
- RC. . RA. "
e, ~ x 1 vota Si
La distribucién en el muestreo de p = —— )" x;siendo Xx; =
100 = O vota No

donde se conoce E(B) =p y que V() = @

Al ser el famafio suficientemente grande n =100 vy estar definido p como suma de
variables aleatorias independientes, segln una distribucién de Bernouilli B(1,p) se

puede aproximar la distribucién exacta de p ~ N[p A/P.@-p)/n ]

0,60.(1 - 0,60)
100

Bajo la hipétesis nula: p » N{O,6O \/ } = N(0,60; 0,049)

El valor critico K se determina, bajo la hipétesis nula, por el nivel de significacién:

a =P(ET I) =P (Rechazar H, / H, cierta) = 0,05

a=PET )=P(P<k |[Hyp=06)=P [po—oo:;o < ko‘ooégo} —p {z < _ko-ooégo} 0,05

k=080 _ ;645 1 k=05186
0,049
En consecuencia, como la proporcion M s
muestral fue p = X =52/100 = 0,52,
se encuentra dentro de la regién de : i
.z . . 0,50 05186052 060
aceptacion de la hipétesis nula. - [ —
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b) En este caso, se trata de un contraste bilateral con hipétesis nula simple frente a
una hipdtesis alternativa compuesta: Hy:p = 0,60 frentea H,:p # 0,60

Regla de decision:
‘6‘ >k SeaceptaH, (R.A.)
‘ﬁ‘ <k SerechazaH, (R.C.)

= —

Bajo la hipotesis nula: p = N(0,60; 0,049)

Para determinar el critico K, bajo la hipétesis nula, hos apoyamos en el nivel de
significacién:
o =P(ET I) = P(Rechazar H, / H, cierta) = 0,05

p-060 _K-060

o =P(ET )=P(|p|<K ‘Ho:p=0,6)=P{| 5049 |~ 0049

:| = 0,05

P - 0,60 > (0,049) (1,96) = 0,696
P - 0,60 < —(0,049) (1,96) = 0,504

La regidn critica: p = 0.60

‘ >1,96=Z49,5 &

Como P = X =52/100 = 0,52 se encuentra
en la regidn de aceptacion, se acepta la s 05y |
hipétesis nula. 0,508

Il

|

Il
X

c) | Potencia del Contraste: Potencia =P (Rechazar H, ‘ H, falsa) =1-

Error Tipo IT: B =P(ET Il) =P (Aceptar H, / H, falsa)

Con la hipétesis alternativa H,:p =0,50: p = N[O,S;J%} =N(0,5; 0,05)

B=P(ET I)=P[p>05186/ N(05;0,05)]=P [p —0.5 05186 - 0’5} -

0,05 0,05
=P (z > 0,372) = 0,35496

Abscisas Areas
0,008) (0,0037
037-038 | 03557-03520  x=03520+" 3; . ) _ 0,35496
0,372-0,38 x - 0,3520 '

Potencia=1-f =1-0,35496 = 0,6450
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¢ También se podia haber realizado por la definicién de potencia de un contraste:

Potencia = P (Rechazar H, |H,, falsa) = P[p < 05186 / N(0,5; 0,05)] =

_p|P=05_05186-051_ 4 (372)=1-P(z>0372) = 06450
0.05 0,05

19. - El duefio de los cines CINEFILON considera que, dado el aforo de la sala, una
afluencia diaria a la misma del 85% seria éptima, en el sentido de que los clientes se
sientan cdmodos y para que a la vez no haya pérdidas econémicas. Durante un periodo de
tiempo, se analiza la afluencia a los cines, observdndose que, en media, se ocupan 171 de
las 200 butacas. ¢Con qué confianza podrd afirmar el duefio de CINEFILON que la
asistencia a sus cines es 6ptima? ¢Qué pasaria si el duefio quisiera estar mds seguro de
su decisién, y ampliar el nivel de confianza al 99%?
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Nota: La regla de la decision adoptada es que si hay una desviacion inferior al 5% de Jla
cantidad dptima, se aceptaria la hipdtesis de que la afluencia es, efectivamente, dptima.
Solucidn:

Sea la variable aleatoria X = '% asistencia diaria a los cines CINEFILON' , X ~ B(1, p).

- En el contraste bilateral se establecen las hipétesis:

Hy :po = 0,85 H, :p; #0,85

- En el muestreo, la proporcién que acude a los cines (200 butacas) en un dia (p =§),

bajo la hipétesis nula, por el TCL (Teorema Central Limite), sigue una distribucién

P.q 0,85.0,15 _
Nlp, /22 =Nl085, =2 | -N(0,85:0,025
|:p/ n i| |: ’ ’ 200 ( ’ )

- Se determina (1-a) a partir de los valores criticos, considerando que una desviacién
inferior al 5% de la cantidad éptima significa que 0,80 < p < 0,90

o = P(Rechazar H,/H, cierta) = | 1-a=09544
_p[[080-085 ) (  090-085)|_ __ |
“ 7 0,025 0025 )| 0028 0,0228
—P[-2 > z]+ P[z > 2]=2.0,028 = 0,0456 o O 088 . .

El nivel de confianza: 1-oa =1-0,0456 = 0,9544
o Siel nivel de confianza [1-a]=99% = a =1% (mayor exigencia).

El valor critico k se determina a partir del nivel de significacion o = 0,01

. k, —0,85 k,—0,85
a = P(Rechazar H,/H, cierta) =P|| ——>z |U|z<———||=0,01

0,025 0,025
_ 11— =99%
k-0,85 k, = 0914 RA
0025 |~ 2°7 = Zooes = k,=0786  ©2=0005 . @/2:0005
0,025 =0, /220005 | e
078 080 0851 09 0914
RC. 0,855 — 3 RC.
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Comparando los valores criticos k con el valor del estadistico muestral (evidencia

empirica) p = % = 0,855, se observa que cae dentro de la regién de aceptacion (R.A.),

concluyendo que se acepta la hipétesis nula siendo éptima la afluencia a los cines
CINEFILON.

CONTRASTE BILATERAL DE LA VARIANZA CON MEDIA POBLACIONAL CONOCIDA.

20. - En una poblacién N(10, ¢) se desea contrastar la hipétesis nula Hy : 6% = 3
frente a la hipétesis alternativa H, : 6% # 3 con un nivel de significacién del 5%. En una
muestra aleatoria simple de famafio 4 se obtuvieron los resultados:

10 8 12 14

Solucidn:
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T Hp:0°=3
Hipétesis compuesta sobre ¢?:¢ © "~
Hi:o” %3
Como la hipétesis alternativa es 6® # 3 en la decisién que tomemos deberdn ser vdlidos

valores de o® tanto mayores o menores que 3, por lo que el contraste debe ser
bilateral o de dos colas.

IN

Si |2 (X - n)?

i=1

>k — R.C:RechazoH,

Regla de decision:
(x; —p1)?

M-

Si <k — R.A:AceptoH,

I
[y

4
En la distribucién en el muestreo del estadistico > (x; —p)?, las variables aleatorias
i=1

independientes x; se distribuyen N(10,c); bajo la hipotesis nula N(10,\/§):

2 2
4 X; — 4 (x; —10
2[ ' H] = 2[ ' ] = x5 (suma de 4 variables aleatorias N(0,1), independientes entre sf)

i=1\ Co i=1 \/§

Fijado el nivel de significacién a. (Error Tipo I), se halla el valor de la constante k:

x,-10Y >k /H, cierta =P[‘Xi‘2k]=
e

= P[(xis kl)u(xizkz)]= P[xiskl] + P[xizkz] =a;+a, = 0,05

4
o= P[Rechazar Ho /Hg cierta] =P Z[
i=1

Plx2 <k |=1-P[x2 2 ky]=1-0, = 0,975 = Kk, = %2475, = 0,484
P[Xi > k2]= az = 0,025 = k2 = X(2)1025 14 = 111143

Region de rechazo:
(x5 < 0,484) U (x5 > 11,143),

con lo que la region de aceptaciénes ;
el intervalo [0,484 ; 11,143]. 0/! i\ >
0484 11,143 72
4
Z(Xi —10)2
El estadistico muestral, bajo la hipdtesis nulg, % =8, perteneceala

region de aceptacidn, concluyendo que la varianza de la distribucidn es 3.
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Andlogamente,

Y (x, — )

Considerando la regién de rechazo: R = HTeE [le_q/z; n> Xi/z;n]
0

4
El valor del estadistico muestral > (x; —n)® = 24, bajo la hipétesis nula resulta:
i-1
4

> (X —p)? ) ,
' ‘0= ., =0,484
- - 2% _ 8. Los valores tabulares son Xlz‘“’z' n Zx 0.975: 4

o 3 Xas2;n =X0025; 4 =11,143

La regién de aceptacion de la hipétesis nula es el intervalo [0,484 ; 11,143].

4
2 (X - n)?

Al pertenecer el valor muestral del estadistico =2 =8 alaregién de

2
Go

aceptacion, se concluye que la varianza de la distribucion es 3.

CONTRASTE BILATERAL DE LA MEDIA CON VARIANZA POBLACIONAL CONOCIDA.

21.- En una poblacién N(u, 5) se quiere contrastar la hipétesis nula Hy : p = 18 frente
a la hipétesis alternativa H, : p # 18, con un nivel de significacién a = 0,01, con una
muestra de tamatio 10:

16 12 15 16 20 25 14 18 17 22

Solucidn:
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Ho:p =18
En el contraste se establecen las hipé‘resis:{ o-H Como la hipétesis alternativa

Hy:p=#18
es p # 18 en la decision que hayamos de tomar deberdn ser vdlidos valores de p tanto
mayores o menores que 18, por lo cual el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

Si |X|>k serechazaH, (RC.)

Regla de decisié
egla de decisidn {Si X| <k seaceptaH, (RA.)

R.C.

10
2 Xi

La muestra de tamafio 10, con media X = =L = 17,5 siendo la varianza poblacional
conocida 6® = 25, bajo la hipétesis nula sigue una distribucién N(18, %), con lo que

X —18
5

J10

El valor de k se calcula mediante el nivel de significacion a. = 0,01:

la variable es N(O,1).

X —-18
5

J10

> K| =

o = P (Rechazar Hy|H, cierta) =P (|X|> k) =P

X -18 X -18 X -18 X -18
5 5 >K||=P 5 <-K||+P 5

V10 V10 V10 10

>K||=0,01

La region critica sera:

_ 5
X > 18 + — (2,575) = 22,07
X -18 A/10 ( )
5

>2,575=2,,5 =Zg,005 = 5
X < 18 - —O (2,575) = 13,93

N J10

En consecuencia, la region de aceptacion: 13,93 < X < 22,07

10
xi
Como la media muestral X = =— =17,5 estd contenida en la regidn de aceptacidn, no

se rechaza la hipétesis nula p = 18, con un nivel de significacion de 0,01.
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7/ -/ —_— 6
Andlogamente, la regién de rechazo: R ,cchazo = { X = po| > Zgp5 - —}

Jn

R rechazo = {|17.5—18| > Zo,05 i} = { 17,5 -18| > (2,575).

J10

5

J10

} ={05> 4,071}

No se verifica la regién de rechazo, en consecuencia se admite la hipétesis nula p = 18,
con un nivel de significacion de 0,01.

CONTRASTE BILATERAL DE LA MEDIA CON VARIANZA POBLACIONAL DESCONOCIDA.

22.- En una poblacién N(u, o) se quiere contrastar la hipotesis nula Hy : p = 2 frente
a la hipétesis alternativa H; : u # 2, con un nivel de significacion o = 0,01, con una
muestra aleatoria simple de tamafio 15:

2,1 2,25 3,01 2,92 2,98 3,08 3.8 3,95
2,75 2,74 3,16 2,56 3,15 2,65 3,12

Solucidn:
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En la muestra se obtiene:

15 15 —2 S 712
in Z(Xi_x) Z(Xi_x)
Xx=1EL_=-2048 oi=E——-02264 si=EL_— -0,2426
15 15 14
o, =0,476 s, = 0,493 n=15

Como la hipétesis alternativa es p # 2 en la decision que hayamos de tomar deberdn ser
vdlidos valores de p bien sean mayores o menores que 2, por lo cual el contraste debe

ser bilateral o de dos colas.
Regla de decisién:

Si |X|>k serechazaH, (RC.)
Si |X| <k seaceptaH, (R.A.)

R.C.

R.C.
En el muestreo de una poblacién normal con varianza desconocida, y desviacién tipica
X—p _X-p
= =T,

muestral o, la variable
c Sy

Jn-1 yn

Con el nivel de significacion a = 0,01 se determina la regién critica:

. — X—-u
=P(Rech HqolH ta) =P k /H)) =P||—F——F——|>K/u=2|=
o = P(Rechazar 0‘ o Cierta) =P (|X| > o) [Gx/m > m ]
X-2 X-2 X-2
0,476/ 14" HO,476/1/14 ) KJU(O,476/,/14 >K]]
T14
+ 220,01

2

— P L < _K + P L > K — g
| 0,476/,/14 0,476/, 14 2
t14 tig

> 2,977 = ta/2;(n—l) = t0,005;l4l con IO CUCll,

La region critica es: _x-2
0,476/ 14

2077 = |X> 2% 2,977.(0,476/./14) = 2,378
X < 2 — 2,977.(0,476/,/14) = 1,622

X -2
0,476/./14
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La region de aceptacién serd: 1,622 < X < 2,378

Se observa que el valor del estadistico muestral X = 2,948 no se encuentra en la

region de aceptacion, por tanto, se rechaza la hipétesis nula y se acepta que la media
de la distribucién poblacional es distinta de 2.

Adviértase que rechazamos la hipétesis nula si se verifica la regién de rechazo:

t0,005;14
R ={ ‘Y—uo‘ > ta/z;(n—l)ST:]} = |2’948_2| > 2977 0\’/‘%3 B { 0:948 > 0’379}

verificandose la regidn de rechazo, con lo cual no se acepta la hipdtesis nula,
concluyendo que se acepta la hipétesis alternativa de que la media de la distribucién
poblacional es distinta de 2.

Una forma andloga de enfocar la cuestion consiste en aceptar la hipotesis nula
Ho 1 p =2 cuando el estadistico experimental fuera menor o igual que el estadistico

tedrico, esto es:
estadistic o experimental

_ estadistic o tedrico
— f_/%
X=Ho

t,, = s/—\/ﬁ < T2
X
_|X-wo| _[2,948 - 2|

= = =7
s,/Jn  0,493/,15

El valor tabular del estadistico tedrico: t,,,.(n_1y = too0s:14 = 2,977

El estadistico de contraste: t,, 447

Como t,,_, =7,447 > 2,977 =ty 40s.14 Se rechaza la hipdtesis nula, concluyendo que la
media de la distribucidn poblacional es distinta de 2.

23.- Se recibe un envio de latas de conserva de las que se afirma que el peso medio son
1.000 gr. Examinada una muestra de 5 latas se obtiene un peso medio de 995 gr. con una
cuasivarianza s = 19,6. Al nivel de confianza del 95%, ¢se puede aceptar que el peso

medio son 1.000 gr.?
Solucién:

Tenemos una muestra aleatoria (X, X,, --- ,X,) de tamafio n =5, donde la variable

aleatoria X = "peso de una lata de conserva", suponemos que sigue una distribucion
normal X = N(u; o) con varianza poblacional desconocida.
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Deseamos ver si resulta aceptable que p = 1000. Para ello, planteamos un contraste

con la hipétesis nula Hy : p = 1000 frente a la hipétesis alternativa H, : p # 1000, con
un nivel de significacion o = 0,05

Adviértase que como la hipétesis alternativa H; : p # 1000, en la decisién que hayamos

de tomar deberdn ser vdlidos valores de p tanto mayores o menores que 1000, por lo

que el contraste debe ser BILATERAL o de dos colas.
En esta linea, se rechaza la hipétesis nula si se verifica la region de rechazo:

_ S,
R ={ ‘X—Ho‘ > ta/2;(n—1)ﬁ}

|X — po| =]995-1000| =5

donde,

N196 g

S S
ta/2;(n—1)T:] = to,025;4T:] =2,776 \/E

Como R #{5>55} NO se verifica la condicién de rechazo, ACEPTAMOS la hipétesis
nula H,. En consecuencia, con un nivel de significacion de 0,05, se puede afirmar que el

peso medio son 1000 gramos.

CONTRASTE BILATERAL DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS CON VARTANZAS POBLACIONALES
CONOCIDAS.

24 .- El andlisis laboral que la U.E ha realizado para toda Europa, sefiala que en Espafia,
el salario mensual de los varones, en algunos sectores econémicos, supera en mds de 100
euros el salario de las mujeres que desempefian las mismas tareas.

El Ministerio de Trabajo espaiiol decide considerar el salario mensual como una variable
aleatoria normalmente distribuida con desviacién tipica de 39,6 euros para los
trabajadores masculinos y de 36 euros para las trabajadoras de dichos sectores, siendo
el salario de cada poblacién independiente del de la otra. Para tratar de verificar lo
publicado, se elige una muestra aleatoria simple de 500 trabajadores y de 700
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trabajadoras, obteniéndose unos salarios medios mensuales de 1.500 y 1.370 euros
respectivamente.
¢Esta fundamentada las conclusiones de la U.E al 1% de significacion?

Solucidn:

Sean las variables aleatorias, respectivamente, X = 'Salario mensual de los varones' e
Y = 'Salario mensual de las mujeres’, donde X ~ N(u,, 39,6) e Y =~ N(u,, 36).

X =1.500€ n_ =500
En las muestras se obtuvieron los resultados:
y=1.370€ n =700

- En el contraste se establecen las hipotesis:

Ho :puy —pny =100 Hy tpy —py >100 (compuesta)

L la de decisié , |St (X-Yy)>k serechazaH, (RC)
a regla de decision sera: 4 _. ~
9 ! Si (X-Yy) <k no serechazaH, (RA)
- La diferencia de medias muestrales (X —Y), siendo las varianzas muestrales
conocidas, bajo la hipétesis nula, sigue una distribucién:

<N

2
(&)
N[(ux - u‘y); —=+

Ny

3‘0

2 2
]sN[lOO; \/39’6 36 ]=N(100; 2,23)

+
y 500 700

- Se determina el valor de k mediante el nivel de significacién o:
k —100

o = P (Rechazar HO‘HO cierta) =P(X -y >k /Hy i p, —p, =100)=P|:Z> 523

i|= 0,01

k=100 _ 5 30- Zoor > k=1052¢€
2,23 ’
La evidencia empirica X -y =1.500-1.370 = 130 €. Se advierte que 130 > 105,2,
cae en la region de rechazo, con lo cual no se acepta la hipétesis nula, esto es, con un
nivel de significacion del 1%, se afirma que con el mismo trabajo las diferencias salarias
entre hombres y mujeres en algunos sectores econémicos espafioles son superiores a
100 euros mensuales.
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25.- Con un nivel de significacion del 4,72%, se desea contrastar la hipétesis nula de
igualdad de medias de dos poblaciones N(p; ,4)y N(u,, 4,5). Paraello, se han

tomado dos muestras aleatorias simples e independientes, respectivamente,
obteniéndose los siguientes valores:

x. | 204 102 73 128 134 94
y; | 198 97 146 157 84

Solucidn:

Ho:pyi—p,=0

En el contraste bilateral se establecen las hipétesis ]
Hitpy—po#0
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Si [ X-y|>k serechazaH
Regla de decisién = § _. |_ X| °
Si [Xx-y|<k seaceptaH,

Para analizar el contraste, se realizan los cdlculos muestrales:

6 5
in Zyj
>?=":16 -12,25 yzﬁj -1364 n,=6 n,=5

La regidn critica de dos colas |x—y|>k es funcién de la diferencia de las medias
muestrales. En esta linea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:

_ (o) _ (o) . . .
X ~N|u,, —L 1,¥~N TP —2 |, con lo cual, la diferencia de medias muestrales,
SYALE! ALY

bajo la hipétesis nula Hy : p; —p, = 0, se distribuye:

2 2 2 2
(¢} (o}
X-y~NO, |[—+—2]| = N[O, %+4’: ] = N[0, 2,59]

Se determina el valor de k mediante el nivel de significacién o:

a = P(Rechazar HO‘H0 cierta) = P[|i—y| >K/Hpipg —py = O] =

_ p[ | XN =0 p| [ XY o ko[ 22Y sk =
2,59 2,59 2,59
p| XY . _k|l+pP[ XY 5k :g+g:0,05 por simetria N(0, 1)
2,59 2,59 2 2
A X-y X-y>5,17
La region critica es a4 >1,995=24003 H _ y
, ’ X-y< =517

En consecuencia, la region de aceptacién: —-5,17 < x -y <5,17

La evidencia empirica [X - Y| =]12,25 - 13,64| = 1,39, valor que ho se encuentra en la

region de rechazo, por lo que se acepta la hipdtesis nula de igualdad de medias, con un
nivel de significacion del 4,72%.

Andlogamente, la regidn de rechazo de la hipétesis nula H,:
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2 2 2 2
- o o o 4 4
R={[K-V|>2gp | ot +2 b s R={[12,25-13,64|> (1,995) | = + 22
n, n, 6 )

La regién de rechazo de la hipétesis nula no se cumple, R = {1,39 > 5,17 |, se concluye
que existe igualdad entre las medias poblacionales.

Cdlculo de z gy34:
Abscisas Areas
198 - 199 0,0239 - 0,0233 0,01.0,0003
x=199 + ———=1,995
x — 1,99 0,0236 - 0,0233 0,0006

26.- Una empresa dedicada a la fabricacion de articulos deportivos dispone de dos
madquinas para el inflado de balones. La presién en kg a la que son inflados los balones es
una variable aleatoria X con distribucién N(a.; 0,25).

Se desea contrastar con un nivel de significacion del 5%, la hipétesis de que los balones
inflados con las dos mdquinas tienen igual presion media. Para ello, se foman dos
muestras aleatorias simples de balones con las siguientes presiones de inflado:

Méquinal | 3 5 6 4 3 5
Méquina2 | 5 4 3 7 6 5 4 7 4

¢Cudl es el resultado del contraste?
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Solucidn:

Sean las variables aleatorias X = 'presion en kg que son inflados los balones en la
madquina 1' e Y = 'presidn en kg que son inflados los balones en la mdquina 2',
respectivamente, las variables aleatorias siguen distribuciones N(a, ; 0,25) e

N(a, ; 0,25).
La presién media con que son inflados los balones en las mdquinas respectivas se

distribuyen con pardmetros: X » N|:0L1 ; %} e Yy~ N|:a2 - %}

e RE]

Se desea contrastar la hipétesis nula de que las presiones medias de inflado con ambas
madquinas son iguales: Hy : a; = a, frente a la hipétesis alternativa H; : a; # a.,

Como la hipétesis alternativaes o, # a, en la decisidén que tengamos que tomar deben
ser vdlidos valores mayores o menores que a.,, con lo que el contraste debe ser

bilateral o de dos colas.

Si |[X-y|>k serechazaH, (RC)

La regla de decisién serd: § .. _
9 'S {SI X - y| <k no serechazaH, (RA)

Para analizar el contraste se realizan los cdlculos:

6 9
_Xi _Zyj

- En las distribuciones del muestreo X =~ N[al, %} y ~ N|:0L2 , %} , con lo cual,

Je Vo

la diferencia de medias muestrales, bajo la hipdtesis nula Hy : o, = a,, se distribuye:

2

2 2 2

(¢) (¢)

X-y~NO, |[Lt+22]| = N[O; \/0’25 L 025 ]=N(O; 0,13)
n, n, 6 9

- Se determina el valor de k mediante el nivel de significacion o :

a =P(Rechazar HO‘HO cierta) = P[|>?—)7| >K/Hyip, = O] =
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_p| [ X =0 Cp| [ XY ko[ XY sk 2p] XY k|4 p| XY ok
0,13 0,13 0,13 0,13 0,13
= %+ % = 0,05 por simetria N(0, 1)
. e X-y X -y > 0,255
La regidn critica es uSnd | >1,96 =25 05 > _ {
, ’ X-y < -0,255

En consecuencia, la regién de aceptacion: — 0,255 < X-y < 0,255

La evidencia empirica [X — ¥| = |4,33 - 5|= 0,67, valor que se encuentra en la regién de

rechazo, por lo que no se acepta la hipdtesis de que los balones inflados con las dos
mdquinas tienen igual presién media.

* Andlogamente, la region de rechazo de la hipétesis nula Hy:

2 2 > 5
(o)

Se verifica la regién de rechazo de la hipdtesis nula, R = {0,67 > 0,255}, concluyendo
que los balones inflados con las dos mdquinas ho tienen igual presién media.

CONTRASTE BILATERAL - UNILATERAL DE DIFERENCIA DE MEDIAS CON VARIANZAS
POBLACTIONALES CONOCIDAS.

27 .- Una empresa ubicada en Madrid tiene dos conductores para trasladar a los
empleados a Segovia. Los conductores deben anotar la duracién de cada trayecto. En
una muestra aleatoria simple de 50 partes de incidencias por conductor, el conductor A
registra un tiempo medio de trayecto de 62,30 minutos con una desviacién tipica de
10,325 minutos, mientras que el conductor B tiene un tiempo medio de trayecto de
60,02 minutos con una desviacion tipica de 8,625 minutos.
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El tiempo medio empleado por el conductor A en el trayecto sigue una ley normal
N(u, , 9) y el empleado por el conductor B se distribuye segun una ley N(u, , 8). Con un

nivel de significacion del 5%, se pide contrastar:
1. Hoipy =n, frente a Hyizp, #p,

Solucion:

1. Para realizar el contraste bilateral planteado (Hy: p; = p,) se recurre al test razén

de verosimilitud, ya que, en este caso el lema de Neyman-Pearson no proporciona una
regidn critica dptima.

La regla de decision que proporciona el test de razon de verosimilitud es:

Si [Xx-y|>k serechazaH,

Reala de decisidn = -7
egla de decisio {SI |X_y|gk se aceptaHg,

La regién critica de dos colas [X-y|> k es funcién de la diferencia de las medias
muestrales. En esta linea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:

X ~ N[ul, Fl] Y ~ N[Mz , FZ] , con lo cual, la diferencia de medias muestrales,
1 2

bajo la hipdtesis nula, se distribuye:

2 2 2 2
%x-y~No0, [S2+%2| = N|o, (2 +8 | - N[o, 1,7]
n, n, 50 50

El valor de k se determina a partir del nivel de significacién a = 0,05
o = P (Rechazar HO‘H0 cierta) = P[|i—y| >K/Hg:py -y = O] =
= P[|z|> k—O} =P[(z< —LJU(Z>LJ:| =P[z< —L] + P[z >L] =0,05
1,7 1,7 1,7 1,7 1,7

. k k
or consiguiente: P| -— < z £ —
YPp 9 { 1,7 1,7

}=0,95=1—a
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[k
17 =196 =2,,5 =Zg 025
por simetria N(O, 1) 1 es decir, k=3,3377
-k
17 =-196=-2,,,=-Zg 025

La regién criticaes |X -y|> 3,3377.
En consecuencia, la regién de aceptacion: —3,3377 < X -y < 3,3377

La evidencia empirica [X - y| = |62,30 - 60,02 = 2,28, valor que no se encuentra en la

region de rechazo, por lo que se acepta la hipétesis nula de igualdad de medias, con lo
que los dos conductores emplean en promedio el mismo tiempo en el trayecto Madrid-
Segovia, con una fiabilidad del 95%.

2 2

~ 14 o ’, . — — (e} 1 (¢} 2
Sefialar que la regién de rechazo de la hipétesis nula: R =<5 X -y| > z 5 =
1 2

2. La hipétesis nula planteada es Hy: puy —u, > 2, en este caso, la region critica que se

2 2
(o}
desprende de la razén de verosimilitudes R =y X -y -k < -z, % + n—2
1 2
en este caso, zy o5 = 1,645
9% 8?2
R=1{62,30-60,02-2< -1,645 | + - = {0,28 < —2,8013}

50 50

Como la region de rechazo no se verifica, se acepta la hipétesis nula formulada.

CONTRASTE BILATERAL DE LA DIFERENCIA DE PROPORCIONES.

28.- Muebles Quintana realiza un estudio sobre la satisfaccién de sus empleados en
distintas secciones. En una muestra aleatoria simple de 100 trabajadores de barnizado
60 se encuentran satisfechos y de otra de 200 trabajadores de cortado se
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manifestaron satisfechos 125. (Existen diferencias en los porcentajes de trabajadores
satisfechos de ambas secciones, con un nivel de significacién del 5%?

Solucién:

Sean las variables aleatorias X = ‘trabajador de la seccidn de barnizado’ e Y =
‘trabajador de la seccion de cortado’, respectivamente, las variables aleatorias toman el
valor uno si el trabajador estad satisfecho, y el valor cero en caso contrario.

Las dos variables aleatorias siguen una distribucién de Bernouilli de pardmetro p

desconocido.

Las proporciones muestrales obtenidas son: p, = % =0,6 ﬁy ;gz =0,625

Se contrasta la hipdtesis nula de que no existen diferencias entre las proporciones de
trabajadores satisfechos en ambas secciones, es decir, H, : p, =p, . frente ala

hipétesis alternativa de que si existen diferencias, esto es, H, : p, # p, . El contraste

debe ser bilateral o de dos colas.

Si
Si

- k serechazaH, (RC
La regla de decisién sera: { Px Py‘ > o (RC)

b, — py‘ <k no se rechaza H, (RA)

La diferencia de las proporciones muestrales (p, —p,), teniendo en cuenta el tamafio de

las muestras (TCL), bajo la hipdtesis nula, podemos considerar que siguen una

distribucién N!O, \/P*‘ G Py } _ N{O, \/0'6' 04,0625 0375 } - N[0; 0,06]

n n 100 200

X Y

Se determina el valor de k mediante el nivel de significacién o:

a = P(Rechazar H,

_ﬁy)_o .
0.06 ‘>K]‘
6)(_6 6)(_6 px ﬁ ﬁx_ls\ OL (0
_p Y y Y p y _a, o _
H 006 K}U[ 0.06 >KJ] [OOé < K} {006 >K} 2 T3 7005
Py — py>01176
py< -0,1176

py >k/H,:p, - py_O] P[

Pu Py

L .. iti
a region critica es O 06

>1,96 = 20025:{

Regién de aceptacién de la hipétesis nula: -0,1176 < p, —p, < 0,1176
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La evidencia empirica (estadistico observado) o § i e
A A N(O. 1 *=0.95
P, —P,|=]0,6-0,625|=0,025 se encuentra en la
region de aceptacion, por lo que se admite la 0,025 0,026
hipotesis nula, es decir, no aparecen diferencias  , --19 0 z =196
. g . . . /2 a2
significativas en los porcentajes de trabajadores . \ RC.

satisfechos en las secciones de Muebles Quintana, con una fiabilidad del 95%.

Andlogamente, analizando la region de rechazo:

ﬁx _ﬁy‘ - 0'6 _0'625| = 0'025 ZO 025 = 1196 ~ PN ~ PN

06 04 0625 0375 . R - 5_§‘>22\/px.qx+py.qy

1,96.\/ 0.04 0,625 0375 _ 1174 A7 2 T
100 200

0,025 < 0,1176 , por lo que ho se cumple la region de rechazo, aceptdndose la hipotesis
nula con un nivel de significacion del 5%.

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE VARIANZAS CON MEDIAS POBLACIONALES
DESCONOCIDAS.
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29.- Una empresa productora de cemento ensaya productos quimicos para mejorar la
resistencia de las piezas de hormigén. Para ello, desea contrastar con un nivel de
significacién del 5% la resistencia de dos muestras aleatorias simples, la muestra A no
es tratada con productos quimicos mientras que la muestra B se encuentra tratada.

En la tabla adjunta se muestra la resistencia de las piezas ensayadas en kg/cm?:

Muestra A ’ 350 370 340 355 365 347
Muestra B ‘ 348 363 372 360 359 365 361

Suponiendo que las dos muestras siguen una distribucion normal, indicar si el
tratamiento con productos quimicos consiguié una mejora en la resistencia de las piezas
de hormigén.

Solucidn:

Sea la variable aleatoria X que representa la resistencia de las piezas de hormigén sin
tratar con productos quimicos, suponemos que X es una variable aleatoria normal de
media poblacional p, desconociday desviacion tipica poblacional o, también

desconocida. Andlogamente, la variable aleatoria Y representa la resistencia de las
piezas de hormigon tratadas con media poblacional p, y desviacion tipica poblacional

o, , ambas desconocidas.

Deseamos contrastar la hipdtesis nula de que las resistencias esperadas son iguales,
Ho :py= n,, frente ala hipétesis alternativa de que las resistencias esperadas de las

piezas sin fratar es menor que las tratadas, es decir, H; 1 p; < p,.

Como se trata de muestras pequefias necesitamos comprobar estadisticamente si las
varianzas poblacionales 7 y o5 son iguales, planteando primero el siguiente contraste:

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE VARIANZAS POBLACIONALES CON MEDIAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS:

Ho 103 =05 H,:0] # 05
SZ
.7 . ’ . . _ 1 .
Region de rechazo de la hipétesis nula: R = g 2 [ﬁ—a/z:(nl—l),(nz—l)’ F/Z;(nl_l)’(nz_l)]

[e}

2
I - 7/ -/ 51

andlogamente, region de aceptacién: F_, . 1 1y < pra < Foog-n.tmp- 1)
2

0 el equivalente,
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(m-1) g(xf - X)?

region aceptacion Hy: Fl_a/z;(nl_l)’(nz_l) < = < Fa/z;(nl_l)’(nz_l)
n-1 —v)?
(n-1) ;(YJ y)
En nuestro caso, con los datos muestrales:
> (x, - X)°
X —X 2 /a2
_ L\ F,=s/s; =243
n=6 Xx=3545 sfz'ZlT=127,5 5.6 1/ 2 . :
7 FO,975:5,6 = F = 698 =0,1432
>y -y) . 50,;295:6,5 ,
n,=7 y=36114 s’ S = B 5 =52,476 0.025:5,6 =
Se observa que el estadistico experimental .
de contraste F; , =2,43 se encuentraenla
region de aceptacion de la hipétesis nula,
F01975 56 = 0,1432 < 243 < 599 = Foloz5 5.6 /220025 e e a/2=0025
con lo que concluimos que, con un nivel de . i
significacion del 5%, no hay evidencias de 0.1432 500 g

que la resistencia de las piezas tratadas con
productos quimicos presente una varianza distinta de aquellas piezas que no fueron
tratadas.

CONTRASTE UNILATERAL DE IGUALDAD DE MEDIAS POBLACIONALES CON VARIANZAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS PERO IGUALES:

Planteamos la hipétesis nula Hy : u; = p, frente ala hipétesis alternativa H; 1 p; < p,
n; nNp

Region de rechazo de la hipétesis nula: R = { (X=¥Y)>ty. (ny+np-2)Sp = + 1 } ,

o lo que es igual, se acepta H, si

s o 2 2
_ (xX-Yy) < , (np—=1)s7 + (N, -1)s;
t= —F—— —ta;(n1+n2—2) Sp_
PN n; estadistic o teérico —
N — cuasivarianza muestral

estadistic o contraste

En nuestro caso,

Santiago de la Fuente Ferndndez 160



Contraste de Hipotesis

-

— Y — 2 _ _
n,=6 X=3545 s?>=127,5 ¢ 3545 3(151,1;1 - _ 12832
in,=7 y=36114 s> =52,476 /86,58 ,/g +3
sz 5.127,5 -;16. 52,476 _ g6 g to:(nisns-2 = toos: 11 = 1,796

El estadistico empirico (contraste) es menor que el estadistico tedrico,
t=-1,2832 < 1,796 =ty os. 11, con un nivel de significacion del 5% se acepta la

hipotesis nula, concluyendo que no se aprecia en la primera muestra una resistencia
media significativa menor que en la segunda muestra tratada. Esto es, el tratamiento
quimico no presenta mayor resistencia en las piezas de hormigén.
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CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE MEDIAS POBLACIONALES CON VARIANZAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS.

30.- Un instituto de alimentacion animal quiere comparar estadisticamente dos tipos
de dietas. Selecciona al azar una muestra de quince animales de una poblacion de
animales comparables. A nueve de ellos se les suministra la dieta primeray a los seis
restantes la dieta segunda. Los resultados del aumento de peso en kg en una semana son
los siguientes:

Dieta primera ‘3,75 42 46 395 41 39 473 3,9 4
Dietasegunda | 36 45 44 32 4 3

Con un nivel de significacion del 10%, ¢puede afirmarse que la dieta primera es mejor
que la segunda?

Solucién:

Suponiendo que la variable de respuesta (X, Y) para cada una de las dietas (aumento
semanal de peso en kg) es una variable que, respectivamente, se distribuye normal
N(u,,0;,) Y N(uy, 6,),donde 6, y o, son desconocidas, al tfratarse de muestras

pequefias antes de realizar el contraste para la igualdad de medias poblacionales
necesitamos comprobar estadisticamente si las varianzas poblacionales desconocidas
o? y o5 son iguales o distintas.

Por ello, primeramente se plantea:

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE VARIANZAS POBLACIONALES CON MEDIAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS:

.2 _ 2 . .2 2
Ho i 01 =05% H, 107 #05

2

., T ) Sq .

Regidn Rechazo de Hipétesis nula: R = {S_z ¢ [Fl—ot/Z;(nl— 1), (p-1)7 Foy2; (m - 1), (na - 1)]}
2

s

sz ©

< F

Andlogamente, la Regidn de Aceptacion: F,_, . o, — 1y, (np-1) < /2: (0 — 1), (hp— 1)

Para hallar el estadistico de contraste, segun los datos muestrales:

9
Z(xl - >_<)2 Y 2
n-9 X-408 si-T " -0067 Fos =51/s; —;11735 1
Foss a5 = : -0,2711
6 (yj B 7)2 0,95:8,5 FO,05,'5,8 36875
y E Foos:ss = 4,8183
n,=6 y=3,78 Si =JT:0,386 0,05:8,5

Regién de rechazo: R = {0,1735 ¢ [0,2711 ; 4,8183]}
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Se observa que el estadistico experimental i

de contraste Fg 5 = 0,1735 verifica la

region de rechazo de la hipdtesis nula, con

lo que concluimos que, con un nivel de /2= 0,05
significacion del 10%, hay evidencias de ™
que las varianzas poblacionales son
desconocidas y distintas.

0/2=0,05
1-a=090

0,2711 48183

CONTRASTE UNILATERAL DE IGUALDAD DE MEDIAS POBLACIONALES CON VARIANZAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS Y DISTINTAS:

Basdndonos en la comprobacién estadistica que hemos realizado, planteamos la hipétesis
nula Hy 1 u, < p, frente ala hipétesis alternativa Hy 1 p, > p,

2 2
s s
Regidn de rechazo de la hipétesis nula: R = 4 (X =¥) > tq.¢ .| — + n_2 ,0loquees
1 2
igual, se acepta H, si
2
2 2
s s
.5 - %)
t= (xz—y)z < lois T (<2 ; 22/ 2
Sil S2 estadistic o (51/n4) + (s2/n3)
n, n, tedrico n, + 1 n, + 1
estadistic o contraste aproximacion de Welch
n,=9 X=4,08 s?=0,067
En nuestro caso, _
n,=6 y=378 s?=0,386
2 2
- s s
(. (408-378) . .o s1, S _ \/0,067 . 0386 _ 0 o6
\/0,067 , 0386 n, n, 9 6
9 6
(0,067 0,386)2
9 " 9
10 7

En consecuencia, la region de rechazo de la hipétesis nula no se verifica:

2 2
R={(X-Y)>ty. s S—1+z—2 ={0,3>1,886.0,266}={0,3>0,5}
1 2
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Andlogamente, el estadistico empirico (contraste) es menor que el estadistico tedrico,
t=1,128 < 1,886 =t ;4. ,, por tanto, con un nivel de significacién del 10%, se acepta

la hipétesis nula, concluyendo que no existe evidencia estadistica de que la primera
dieta sea mejor que la segunda.

31.- Una empresa que se dedica a fabricar zapatillas de deporte dispone de dos
proveedores de suelas de goma. Para analizar el desgaste de las suelas se ha fomado
una muestra al azar de cada proveedor, obteniéndose los siguientes resultados:
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Proveedor | Tamafo muestral | Desgaste medio | Cuasivarianza desgaste
1 h=10 X =0,6 s? = 0,068
2 m = 14 y =0,62 s% = 0,054

Suponiendo que el desgaste de las suelas sigue una distribucion normal, ¢se puede decir,
para un nivel de confianza del 95%, que ambos proveedores proporcionan un producto
de semejante resistencia media al desgaste?.

Solucién:

Ho:py=n>
Hyips#p,
con varianzas poblacionales desconocidas, con muestras pequefias n + m < 30

Se tiene que realizar un contraste bilateral de igualdad de medias: {

Dependiendo de que se suponga que las varianzas son iguales o no el contraste variard.
Por ello, es necesario realizar primero un contraste relativo a la igualdad de varianzas.

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE VARIANZAS POBLACIONALES CON MEDIAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS:

.2 2 .2 2
Ho 107 = 0% H; 107 # 05

Como la hipétesis alternativa es 6% 65 en la decisién que se elija deberdn ser vdlidos

valores de 6 >65 8 oZ<a5, por lo cual el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

Una distribucién F de Fisher-Snedecor, ACX, Y) t
con dos variables x3 y %3,. independientes A(X, Y) =razén de funciones
) de verosimilitud
: . xn/N g
entre si, es una variable F, , = 2”—/ M YD) SsmiinEicin
. Xm/m ) de distribuciénFg ;5
32 A |
Estadistico de contraste: S—; =Fon 1 (m-n 5 i '
2 0 k, k, Fiseis

La regla de decision serd: 0 < Fy ;5 <k

El valor critico de k se determina mediante el nivel de significacién o = 0,05:

o = P(Rechazar Hy /Hq cierta) = [0 < F, 15 <k /Ho| =
= P[(O < F9’13 < kl) U (k2 < F9113 < (X))] = P[F9,13 < kl] + P[k2 > F9,13] = 0,05
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PO < Fg 13 < ky|=P|Fg 13 < k| -P|Fg 15 < O] =P|Fg 15 < k4]

Plky < Fo 15 < 0|=P[Fo 15 < o]-P[Fo 15 < k,]=
=1-P[Fo 15 <kp]=1-(1-P[Fg 15 = k,]) = P[Fo 15 = k]

se tiene:

11
I:0,025;13,9 3’83

Plky > Fo15] = 0,025 = ky =Fgos.0 15 = 3,31

&
A(X, Y)
MX, Y) =razdn de funciones
y o de verosimilitud
La region critica es: A(X, Y) es la funcion
de distribucionFg 45
(0 < Fg 15 <0,2611) U (Fg 15 2 3,31) bl e ;
00,2611 1,259 3,31 F'g,ls
2
S1 0,068

Se observa que el estadistico muestral Fy ;53 =— = = 1,259 no se encuentra en

s2 0,054
la regién de rechazo. En consecuencia, con un nivel de confianza del 95%, se acepta que
las varianzas son desconocidas pero iguales.

¢ Otra forma rdpida de contrastar la hipdtesis es haber utilizado la Regidn de
Rechazo de la Hipétesis nula:
S1

2
{ 52 & [Fl-a/z; (- 1), (m-1)> Fa/2: (n= 1), (m~- 1)]}
2

R

R = [11259 ¢ (0,2611=F;g75.9 135 3,31 =Fy025.9. 13 )]

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE MEDIAS POBLACIONALES CON VARIANZAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS PERO IGUALES:

La hipdtesis nula Hy :p, = p, frenteala hipotesis alternativa Hy tp; = p,

Como la hipétesis alternativa es p, # p, en la decisién que tengamos que tomar deben
ser vdlidos valores mayores o menores que p,, con lo que el contraste debe ser
bilateral o de dos colas.
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. , | Si [X-Yy|<k seaceptaH, (RA

La regla de decisién serd: < . |_ Z| ptaH, (RA)
Si [Xx-Y|>k serechazaH, (RA)

En el muestreo de las dos poblaciones normales con varianzas desconocidas pero iguales,

X — v —
las variables X e Y, respectivamente: Rt T tio, € Y M2 _ tiy
s /Yn s,/ Jm
s2 s
Bajo la hipotesis nula (u; =p,): (X-VY) = tg,15(0; 7" + Fp)’ donde:
n-1 521 m-1 822

&2 (10 - 1) (0,068) + (14 - 1) (0,054)
P 10+14 -2
[y —

n+ m-2

es decir, X - y) = t5,,3(0; \/

= 0,0597 (cuasivarianza muestral ponderada)

0,0597 N 0,0597
10 14

) = t,, (0; 0,101)

El valor critico k, bajo la hipdtesis nula, (X -¥) ~ t,,(0; 0,101), se calcula a partir del
nivel de significacion o:

o = P (Rechazar H ‘ H, cierta) = P(| X -y | >k ‘ H, cierta) =

=P Ii_7|> K = 0,05
10,101~ 0,101

X-y
0,101

La regién critica: ‘ >2,074 =ty 0520 P |X-¥|>0,209

La regién de rechazo de la hipétesis nula es: R = (| X - ¥ | > 0,209 ). La evidencia
empirica muestra que |X -y|=|0,6-0,62|= 0,02, valor que no se encuentra en la

region de rechazo, por lo que se acepta la hipétesis nula.
Asi pues, no existe diferencia entre las resistencias medias al desgaste de los
productos proporcionados por los dos proveedores, con una confianza del 95%.

¢ Otra forma rdpida de contrastar la hipétesis es haber utilizado la Region de
Rechazo de la Hipétesis nula:
1 }
+ _
m
1 1

R = { 0,6 — 0,62| > (2,074) (0,2443) 0% 14 }|—> R ={0,02 > 0,209 }

S|k

R= {|§‘V| >ty /2;(n+ m-2) Sp
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La evidencia muestra que no se verifica la region de rechazo, por lo que se acepta la

hipotesis nula, con un nivel de confianza del 95%. Esto es, no existe diferencia entre
las resistencias medias al desgaste de los productos proporcionados por los dos
proveedores.
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32.- Enun informa presentado por un reportero a una revista feminista se afirma que
el nimero medio de horas semanales de conexién a Internet es el mismo para hombres
que para mujeres. Sin embargo no parece prudente publicar estos datos sin
contrastarlos estadisticamente. Se selecciona para ello una muestra de 75 hombres y
50 mujeres. Los resultados muestrales se recogen en la siguiente tabla:

Hombres Mujeres
Tamafio muestral 75 50
Numero medio de horas/semana 742 5,34
Dispersion en la conexién 9,08 7.24

a) Formular el contraste a realizar y sefialar los supuestos que se deben realizar para
resolver el ejercicio.

b) Determinar la regidn critica del contraste.

c) Calcular el estadistico del contraste.

d) ¢Existe evidencia para rechazar la hipétesis nula a un nivel de significacién del 5%?

Solucidn:

a) Sean las variables aleatorias, respectivamente, X = 'Tiempo conexién a Internet de
los hombres' e Y = 'Tiempo conexién a Internet de las mujeres', donde X ~ N(u,, 6,)
e Y ~N(uy, 65).

X=742 s,=908 n=75
En las muestras se obtuvieron los resultados:

y=534 s,=724 m=50

NOTA.- En el supuesto que la dispersion muestral se refiriese a la desviacion tipica,
tendriamos que considerar la relacion [no® = (n—1)s® | en este caso, se tendria

b) En el contraste se establecen las hipétesis: { HO_: L

Hiipg—po# 0
Como la hipétesis alternativa es p, —p, # O en la decisién que se elija deberdn ser
vdlidos valores de u;>p, 6 p,<u,, por lo cual el contraste debe ser bilateral o de
dos colas.
Si [x-Yy|<k seaceptaH, (RA.)

La regla de decision sera: < . _
9 { Si [X-Yy|>k serechazaH, (RC.)

Varianzas poblacionales desconocidas con muestras grandes
Los supuestos son: _ .,
Independencia de la seleccion muestral
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c) En el muestreo de las dos poblaciones normales con varianzas desconocidas, las

s S
variables X e Y, respectivamente, siguen distribuciones: N{ul, T;J y N(uz, T:n]

con lo que la diferencia de medias muestrales (X —y) s N[ (u; — pn5), "y +—

Con lo cual, la diferencia de medias muestrales, bajo la hipétesis nula Hy :p; —pu,=0,

se distribuye:

(9,08)? .\ (7,24)2
75 50

X-V) ~ N[O,\/ ] = N(O; 1,465)

El valor critico k se determina mediante el nivel de significacién o:
a = P (Rechazar HO‘HO cierta) = P[|i— Y|>k/Hgipy —pp = O] =

= P{—(i—y)—o >K} =P[[§_7 <—KJU(i_y >Kﬂ =
1,465 1,465 1,465

=P xX-Y -K|+ P xX-Y >K| = g+g = 0,05 por simetria N(0, 1)
1,465 1,465 2 2
HO
. x-y
La region critica: > 1,96 =7, oo5

1,465 sy

|X-Y|>28714 3 .=-195 z =196
/2 a2

RC. «— L—»RC

En consecuencia, la region de aceptacion: —2,8714 < X -y < 2,8714

d) La evidencia empirica [X — Y| =|7,42 —5,34| = 2,08, valor que no se encuentra en la

region de rechazo, por lo que se acepta la hipotesis nula de igualdad de medias. Esto es,
con un nivel de significacién del 5%, el nimero medio de horas conectados a internet es
el mismo para hombres que para mujeres.
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33.- En dos poblaciones N(2,51) y N(3,5,), con un nivel de significacién del 10%, se

quiere contrastar la hipétesis de igualdad de varianzas, habiendo tomado,
respectivamente, dos muestras independientes, con los datos que se reflejan en la tabla
adjunta:

Solucién:

Las variables aleatorias X e Y siguen, respectivamente, distribuciones N(2,5,) e
N(3, (52) .

H, :o’=0c3
En el contraste bilateral se establecen las hipétesis: { o 2

H, :oi# o)
o 2
Z(x.’ —u)
Sabemos que la variable =-———— ~ y2 por ser la suma de n variables aleatorias
(&)
X/
N(0,1), independientes entre si. Por otro lado, la variable F, ,, = 2"—/ se distribuye
™= 2 m
como una F de Fisher-Snedecor con ny m grados de libertad.
4 6
2
Z(Xi—Z)Z ,le(yj_?’)
Bajo la hipétesis nula 6= 5= 62, las variables ':IT ~y5 e J:T ~v3.y
1 2
4 2
Z(xi _2) 4
i=1 2
2 S X, —2
. X4/4 45° 6 ,;( =2)
la variable F, , = — 5= & e
' 2 2
/6 S(y,-37 4 3y,-3)
=1 i1
6c°
Como la hipétesis alternativa es c{= 3 enla At
..y .. ’ ’). A(X,Y) =razodn de funciones
decision que se elija deberdn ser vdlidos valores de verosimilitud
de 6f>065 6 of<a3, porlo cual el contraste AX, Y) es la funcion
. de distribucién F,
debe ser bilateral o de dos colas. P4 O S N
e : i
La regla de decisién serd: 0<F, , <k 0k, k, Fs

El valor de k se determina mediante el nivel de significacién o =0,10:
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o = P(Rechazar H, /H, cierta)=[0<F, , <k/H,|=P[(0<F,, <k)U(k, <F,, <»)|=0,10

—P[F,, <k]+P[k,>F,,]=010
P[O S F4,e < k1]= P[F4,6 < kl]_P[F4,6 < 0]: P[F4,6 < k1]
P[kz <Fe< OO]: P[F4,6 < Oo]_P[F4,6 = kz]zl_P[F4,e S kz]zl_(l_P[F4,e 2 k2]>:P[F4,6 2 kz]

11
F0,05,’6,4 6'16

P[F4,6 < k1] =005 = k= Fio0s5:46 = =0,162

se tiene:
Plk,>F,,] =005 = k, =F, 5., = 4,53

La region criticaes: (0<F,,<0,162) U (F,, > 4,53)

De otra parte, para conocer el valor muestral del estadistico F, es necesario calcular:

4 6

6 :
>(xi-2)° =83 D(y;-3)"=131  F =
i=1

=1

Se observa que el estadistico muestral F, , =0,95 no pertenece a ninguno de los dos

intervalos, encontrdndose en la region de aceptacidn, en consecuencia, aceptamos la
hipotesis nula de igualdad de varianzas, a un nivel de significacién del 10%.

2
! i6 l SX [ : ]
Andlogamente, la regién de rechazo: R = {5_2 ¢ Fm/z; (n1-1). (n2-1)- Fa/z; (h1-1),(h2—1)
Y

6
Z(X;—Y)Z Z(in_y)z
Enel muestreo: sZ=5——— =892 =& =537
n, -1 n, -1 s

1 1
F_(x (n1-1),(n2-1) — Foss. - - -
1-a/2;(n1-1).(n2-1) ~ '095:3,5 Foos:5.5 90135

W0n
X n

=1,66

< n

011 F /2:(n1-1),(n2-1) — Fo,05;3,5 =5,4095

a

El estadistico muestral (s2/s2)=166<[0,11 ; 5,4095], por lo que aceptamos la

hipétesis nula de igualdad de varianzas, con un nivel de significacién del 10%.
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CONTRASTE DE HIPOTESIS. TEOREMA DE NEYMAN-PEARSON.

34.- Un experto cree que el nimero medio de errores por pdgina que comete es dos.
Por otra parte, el editor defiende que el nimero medio es de cuatro. Para una muestra
aleatoria simple de 100 pdginas, con un nivel de significacién del 5%, se pide:

1. Obtener la regidn critica.

2. Hallar la potencia del contraste.

3. Sien la muestra aleatoria de 100 pdginas se encontraron 250 errores, ¢qué

hipotesis se acepta?

Nota.- Se supone que el nimero de errores por pdgina sigue una distribucion de Poisson.

Solucidn:

1) La variable aleatoria X = 'ndmero de errores por pdgina’ sigue una distribucion de
Poisson de pardmetro A (nimero medio de errores por pdgina).

Ho:A=2
HA=4

La funcion de verosimilitud para una muestra aleatoria simple de tamaiio n:

1 2 iXi
x X Xn 5
L(x1/x2/"'/xn: 7\,)2 }\’_Iek }\’_Iek A | et |= 7: e "
X! X,! X! Hxi!
i=1

Para obtener la mejor region critica se aplica el teorema de Neyman-Pearson:

Sobre el pardmetro A se establecen las hipdtesis nula y alternativa: {

X
=
21 g ~200 100 100

L(X;, Xp, -+, Xy, A =2) l;le!

1 k

== =|= 200 < k = <—

L(xy, X5, -, X,, L =4) %x [2} © = [2} e?®
4=

1 k 100 1 k 100 k
[E} < —or inln{a} < IHLZ%} = —i:leian < IHLE%}

100 In (kl/e 200) ) L 100
> BT I k.La mejor region critica es de la forma Y x; > k
= =

El valor de k se obtiene considerando que el nivel de significacion es del 5%, y teniendo
100

en cuenta que Y x; , bajo la hipdtesis nula, sigue una distribucion de Poisson de
i=1

Santiago de la Fuente Ferndndez 173



Contraste de Hipotesis

pardmetro 2 =100.2 =200, es decir, l%xi e P(A =200). Por otra parte, l%xi se puede
i=1 i=1

aproximar mediante la distribucién normal N(200, v200). En consecuencia:

100
100 2x-200 | 500 k - 200
P[ x > k} _p|H > ~005 ~1645 — k=2233
2% 2200 - 200 ~ 7200 =

. -/ ’ . 100 . .
La mejor regidn criticaes Y x, > 223,3. En otras palabras, si la suma de observaciones
i=1

muestrales es mayor que 223,3 se rechaza la hipétesis nula.

2) 1-p =Potencia =P(Rechazar H, ‘ H, falsa) = P(Rechazar H, ‘ H, cierta)

100
Considerando, de una parte, que bajo la hipdtesis alternativa H, : A =4, el Y x; sigue
i=1

una distribucién de Poisson de pardmetro % =100.4 =400, es decir, l%x,. e P(L =400).
i=1

Teniendo en cuenta su aproximacion a la distribucion normal N(400, v400), resulta:

100
2% -400 223_400
J400 /400

100
P=P[in2223J=P _P[z>-885]~1
i=1

La potencia del contraste es prdcticamente la unidad.

3) En la muestra aleatoria simple de 100 pdginas se encontraron 250 errores, como la
7/ é . 100 . . . . -/
region criticaes Y x, > 223,3, con un nivel de significacién del 5% se rechaza la
i=1

hipétesis nula del experto que aseguraba que el nimero medio de errores por pdgina era
de dos.
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35.- En una distribucién de Poisson se establece sobre el pardmetro la hipétesis nula,
Ho: A =0,1,y la alternativa, H;: A = 0,4. En muestras aleatorias simples de famafio

100, siendo el nivel de significacion 0,1, se desea conocer:
a) Lamejor region critica.
b) La potencia del contraste.

Solucién.-

a) Una variable aleatoria X sigue una distribucién de Poisson de pardmetro A cuando:

A<
P(X=k)=Fe

Aplicando el lema de Neyman-Pearson, el cociente de las funciones de verosimilitud:

01" o-01 0,1"2 o-01 0,1710° o-01
L(X1, X2, =+, X100; A =0,4) 0,41 004 0,42 004 . 0,471 e-04
X,! X! X100!
1§:0Xi 1%0 1%0 100
i= -10 Xij - Xij - Xi
_ 01+ e _ 0,1\5 "e3o _ 04) S '_eso -4 Ei '_eso < Kk,
1§°Xi 0,4 0,1
0,4 e
de donde,
100 100 100
_.in —-in _'in
4= e <k, = 4+ <ePk = Indi=t < InEe* .k,
100 In (e %°.k,) 100 . L 100
- XX < —wma_ P Y. X; 2 k. Lamejor region criticaes Y x; = k
i=1 i=1 i=1

100

- Bajo la hipdtesis nula, 3 X; es una variable aleatoria, suma de cien variables
i=1

aleatorias independientes, que sigue una distribucién de Poisson de pardmetro
P(A =100.0,1) = P(10).
Por otra parte, como el tamafio muestral es lo suficientemente grande se puede utilizar

100
la aproximacién normal (teorema central del limite): Y x; = N(10, ,/10)
i=1

El valor critico k se determina mediante el nivel de significacién o = 0,1
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100
2% -10 10 k- 10

=1 > =01
10 ° 10 ~ 10

Como los valores que toma una variable de Poisson son enteros, la mejor region critica
100

es Y. X; 215, Es decir, cuando la suma de los valores muestrales sea mayor que 15,
i=1

rechazaremos la hipdtesis nula.

100
P[in > k/Ho]=P =1,2817 = k=14,05

i=1

b) Potencia = P (Rechazar H, ‘ H, falsa) = P (Rechazar H ‘ H, cierta)

100
Considerando, de una parte, que bajo la hipétesis alternativa H; : A = 0,4, el Y x; sigue
i=1

100
una distribucién de Poisson de pardmetro A =100.0,4 =40: Y x;~ P(A = 40)
i=1

Teniendo en cuenta su aproximacién a la distribucion normal N(40, v40), resulta:

100
a}P Z*i1749 1540

Jao 4o

=P[z > - 3,95]=0,99996

100 )
Po = P[ Y x; >15/H, ciert
i-1

La potencia del contraste es prdcticamente la unidad.
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36.- Las patatas cultivadas en la parcela A siguen una distribucion N(a,, 144);

mientras que las cultivadas en la parcela B siguen una distribucién N(a.,, 225). Un
agricultor quiere contrastar que el peso medio de las patatas cultivadas en ambas
parcelas es el mismo, H, : a; —a, =0, frente a la hipdtesis alternativa de que el peso

medio de las patatas cultivadas en la parcela A es de 80 gramos mayor que el de las
cultivadas en la parcela B, H, : o, —a, = 80. Para ello, selecciona una muestra aleatoria

de 100 patatas de la primera parcela con un peso medio de 400 gramos; y otra de 81
patatas de la segunda parcela con un peso medio de 324 gramos. Se pide:
1. Hallar la mejor region critica.
2. Calcular la potencia del contraste.
3. ¢Se acepta la hipétesis de que las patatas cultivadas en ambas parcelas tienen el
mismo peso medio?

Solucidn:

Sean la variable aleatoria X = 'peso medio de las patatas en la parcela A’, que sigue una
distribucion N(o,,144). Andlogamente, sea la variable aleatoria ¥ = ‘peso medio de las
patatas en la parcela B', con una distribucién N(o,, 225). Sean, respectivamente, X e
y . las dos medias muestrales de las dos muestras aleatorias simples de patatas
correspondientes a las dos parcelas.

X se distribuye segln una N!oc1 , %] es decir, N{al , %} =N(a,: 14,4)
1

y se distribuye segln una N| a.,, %] , es decir, N{az , %} =N(a,; 25)
2

La diferencia de las medias muestrales (x —y) se distribuye segln una normal:

(X -¥) eN|o, —a,: 14,47 +252 | 5 (x-y) eN[a, ~a,: 28,85]

Para hallar la mejor region critica se aplica el teorema de Neyman-Pearson:

1 (x-p)?
fg= L e 2 -2 7[(?—?)-of
L(x, o; — o, = 0) “mz (1/28,85 1/211) e e T ((?—Y)Z—[(?—Y)—so]zjz
L(X, o, —a, = 80) ,M
(/2885 J2r) e 2282
—2 5 1 5 (160(x-y)-6400)
_p 2.2885 <k,
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1 _
552 (160(x-y)-6400) 1

2.28, < k - -
¢ 1 2 28,852
160(X —y) > — 166464 Ink, + 6400 = (X —-y)=>k

(160(X —y)-6400) < Ink,

Para hallar el valor de k se considera que el nivel de significacion es 0,05, se
verifica la hipétesis nula H,:a,;—o, =0,y por tanto (x —-y) e N(O; 28,85), entonces:

Pl(x-y)>k/Hy:a,~a, =0|=0,05

x-y) . k k K
P > Pz 0,0 1,645 1> k = 47,46
{ 2885 2885 | |2 2885 | 0 T zggs P " '

Si la diferencia entre las medias de las dos muestras es superior a 47,46 gramos se
rechaza la hipétesis nula de igualdad de medias poblacionales.

2) Potencia =P(Rechazar H, ‘Ho falsa) = P(Rechazar H, ‘Hl cierta)
Si se verifica la hipétesis alternativa H, : o, — o, =80, se tiene (x —y) e N(80; 28,85)

Con lo cual,

X_v)_80 47.46-80
Po_p| X-¥)-80_ 47, _ p[z>-113]-0,8708
0 28,85 2885 [z=-113]-0,

2) La diferencia entre el peso medio de las muestras fomadas en ambas parcelas es:

400 - 324 = 76 gramos

Como la diferencia es mayor que 47,46 gramos, se rechaza la hipdtesis nula de que
ambas parcelas producen patatas con igual peso medio.
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37.- El gasto diario, en miles de euros, en electricidad de una empresa es una variable
aleatoria con distribucién N(a;1). Se desea contrastar con un nivel de significacién del

5%, la hipdtesis nula de que el gasto medio diario es de 30 euros frente a la hipétesis
alternativa de que dicho gasto es menor que la citada cifra.

Para ello se foma una muestra aleatoria simple de diez dias en los que el gasto en
electricidad en euros fue:

2950 29,30 3050 3150 29,10 2990 30,10 31 31,50 30
Se pide:
1. ¢Cudl es la hipétesis aceptada?
2. ¢Cudl habria sido la probabilidad de aceptar que el gasto diario medio es de 30
euros, si el gasto medio diario fuese un 2% superior a la cifra supuesta en la
hipotesis nula?

Solucidn:

1) La variable aleatoria X = 'gasto diario en facturas de electricidad’ XeN(a;1).
La hipdtesis nula H, : o = 30 frente a la hipétesis alternativa H, : o < 30

Para una muestra aleatoria simple de tamafio n, de una poblacion N(«;1), la funcion de
verosimilitud es:

L(x,,x,, =+ ,X,a)= Le_%(xl‘“)z 1 e—%(xz—a)z 1 e—%(xn—a)z _ 1 ne;iZl(X;a)z
A O N N N

Para obtener la region critica, aplicando el teorema de Neyman-Pearson:

L(x;, %, -+ X, 0 =3) (\/Tn

L(XIIXZI“'IxnIQ‘<3) [ 1 Jn *%i(xrtx)z
e =l

n
e i=1

n n
S xim2+ 1Y (xi-o)?
i-1 i-1 _

=e

J2n

(8, n no, ) n 1 » n
- in +9n—é>Z:><i—z:xi —ho +2a2x; 3 n(9-a )+(2a—6)2x;
i=1 i=1 _
e

—e i=1 =l i = i=1 Sk1

n
—% [n(9—a2)+ (20-6) xi

<k = —%(n(9—a2)+(2a—6)ixi)£ Ink,
i1

—%(n(9—a2)+(2a—6)éxi)s ink, 1> (20-6)$ x,< ~2Ink, ~n(9-a?)
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PR L x
% = n(;a?(é) o) dividiendo por n, resulta ;:%Sk

con lo que la forma de la regién critica es x <k.
Siendo el nivel de significacion del 5%: Plf < k‘ Hy:a= 3OJ: 0,05

Si la hipétesis nula es cierta, considerando que la muestra es de tamaiio 10, la media

muestral se distribuye segln una normal x e N(3O,L] , por tanto,

V10

ﬂ?sk“%:a=3d=p{f—3° k—SO}: { k-30

I/JES I/Jﬁ ZSW}Q%
k-30

1,645 = K =29,48
1/410 -

observando las tablas de la N(O, 1) se tiene que

La region critica es: x <29,48
10

2%
Por otra parte, la media muestral es: x = % = 30,24
Siendo x = 30,24 > 29,48 se acepta la hipétesis nula, siendo el gasto medio diario en

electricidad de 30 euros, con una fiabilidad del 95%.

2) Si el gasto medio diario fuera un 2% superior a 30 euros, seria de 30,6 euros, es
decir a =30,6. En este caso, la media muestral se distribuye segln una normal

1
J10

P[Acep’rar Ho|siendo o = 30,6]: P{

Xe N(30,6 ; ) por tanto, la probabilidad pedida seria:

x-30,6 29,48-306
! ! ! :P — 4 :O
1/ o > 1/ o [z >-3,5 ] ,9998
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38.- Las especificaciones de un tipo de bdscula aseguran que los errores en las pesadas
siguen una distribucion normal con esperanza nula y varianza unidad. Se desea
contrastar la afirmacion sobre la varianza frente a la hipétesis alternativa de que la
varianza es 4. En este sentido, se realizan cinco pesadas en las que el error cometido
resulté ser

1 0,9 -0,2 14 -07
Para un nivel de significacién del 5%, se pide:
1. Obtener la mejor regidn critica.
2. Obtener la potencia del contraste.
3. Indicar qué hipétesis resultada aceptada.

Solucidn:

1) Sea la variable aleatoria X = ‘error cometido en la bdscula’ XeN(0: ).
Se tiene la hipétesis nula H, : 6° =1 frente a la hipétesis alternativa H, : 6° = 4

La funcién de verosimilitud para una muestra aleatoria simple de tamafio 5 es:

1 2 1 2 5 1 2.2
- 1 BRSCN
L(Xl,xz,"',x5, (52): Le 202 ! #e 262 5 — L e 262i:1
c./2m G./2m c.l2m

La regidn critica 6ptima se obtiene aplicando el teorema de Neyman-Pearson:

5
i 5e;izl><i2 15 15 3 5
L(x;,X,, -+, X5, 6° =1) \/277T 25 _7Z1x'2+§;xi2 25 _§Z1xi2 < k
e 2 _ - 5 B e " " - e - B !
L(x,,X,, X5, 0 = 4) [ 1 ]562?4;1&2
2.2n
35 2 35 2
-5 2 -5 X
2% "F <k = e "F < k32 - _39% < In(k, /32)
8 i
5 In(k1/32) 5 In(k1/32) 5
2 o U7 2 > U~ 2 >
STz RN 2Tz 7oy =K

. -/ ’ . 5
La forma de la mejor regidn criticaes > x° >k
i=1

El valor de k se obtiene apoydndonos en que el nivel de significacién es del 5%:
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5
P[zxf > k[H, : o* =1} _0,05
i=1

Si la hipétesis nula es cierta, la variable aleatoria se distribuye segtn una normal
N(0:; 1), siendo éxf una variable aleatoria suma de cinco variables aleatorias
independientes y con distribucién N(O; 1). En consecuencia, %xf se distribuye como
una %2 (ji-cuadrado con cinco grados de libertad). )

En este sentido, observando en las tablas: P[ $x? > k} 0,05 = K=11,07

i=1

La regién critica es: ixf >11,07
i=1

En otras palabras, se aceptard la hipétesis nula cuando la suma de los cuadrados de las
observaciones muestrales sea menor que 11,07

2) La potencia del contraste es la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando es
cierta la hipotesis alternativa, esto es:

Potencia = P[ Sx? >11,07|H, : 6% = 4}
i=1

Observemos que si la hipdtesis alternativa es cierta, la variable aleatoria X se
distribuye segtin una normal N(O; 2), con lo que dividiendo cada x; por la desviacion

5 4 .
tipica o =2, se tiene que Z(xi/Z)2 se distribuye segtin una y3 , en consecuencia:
i=1

Potencia = P[ Sx2 211,07[H,: 0% = 4} _ P[ $(x,/2)7 > 2,7675} ~0,75
i=1 i=1

. 5 . . .
3) El contraste se realiza hallando el 3 x* de la muestra aleatoria simple, siendo:
i=1

ix? =12+0,92+(-0,2)2 +14%+(-0,7)? = 4,3 <1107

i=1
por lo que se acepta la hipétesis nula.
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39.- El precio de los productos vendidos por una empresa es una variable aleatoria con
funcién de densidad f(x) =0x°", donde 0 <x<1,0>0, que depende del pardmetro
desconocido 6. Se quiere contrastar sobre el valor de dicho pardmetro la hipétesis nula
H, : 6 =1 frente a la alternativa H, : 6 = 2. Para ello, se foma una muestra aleatoria

simple de tamafio dos.
Determinar el nivel de significacion y la potencia del contraste, si se foma como regién

critica x,x, <0,6

Solucién:

El nivel de significacién o es la probabilidad de rechazar la 4

hipotesis nula siendo cierta: o = P(Rechazar HO‘ H, cierta). 1

En la regidn critica x,x, <0,6, para 6 =1 se tiene: f(x) =1, ~ X, = %

con lo cual: |
06 1 T

Xx;=06 @xp=1 X2 06/X1
P[X]_XZ <0, G‘HO 0=1 j IldxldXZ + j J-ldxl dX2 =
X1 =0,6¢/x2=0
0,6 1
1 0,6/x1
=J‘ (X2)p dxq + j (X2)o dxq _jldxl + j(o 6/x1) dxy =
0

= (x1)g°+ (Inxq)g g =0,6+0,6 (IN1~In0,6) =0,6+0,6(0+0,51) = 0,906

La probabilidad de rechazar la hipétesis nula siendo cierta es alta, lo que indica que el
contraste es malo.

» 1-pB =Potencia =P (Rechazar H, ‘ H, falsa) = P(Rechazar H, ‘ H, cierta).

En la regidn critica x,x, <0,6, para 6 =2 se tiene f(x) =2x, la potencia serd:

1=06 @xp=l x2=0,6/x1
Pot_P[X1X2 <0, G‘Ho 0= 2] I j2X12X2dX1dx2 + j j2x12x2dx1dX2—
=0,6

X2=0

0,6
:j4x1(x§/2)é dx, + j4x1(x2/2)§ X1 dx, = ijldxl + J'2(0,36/x1)dx1 =

0 0,6

= (x2)2¢ +0,72(Inx,)}, =0,36+0,72(In1-In0,6) = 0,36 + 0,72 (0 + 0 51) = 0,7272

La potencia del contraste no resulta excesivamente alta, el contraste no es bueno.
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40. - El volumen diario de ventas de una empresa, en cien mil euros, es una variable
aleatoria X sobre cuya funcion de densidad se establece la hipétesis nula
H, : f(x)=x/2, 0 <x <2, frente a la hipétesis alternativa H, : f(x) =1/2, 0 < x < 2.

Para realizar el contraste se toma una muestra aleatoria simple de dos dias en los que

los volimenes de venta fueron de 50.000 euros y 100.000 euros. Con un nivel de
significacién del 5 por ciento, se pide:

1. Hallar la mejor region critica.

2. Calcular la potencia del contraste.

3. Qué hipétesis se acepta.

Solucién:
o " Xo A

1) Para una muestra aleatoria simple de famafio dos, la
mejor region critica aplicando el teorema de Neyman-
Pearson, el cociente de las funciones de verosimilitud es: 2
L(x,,x,,f(x)=x/2 X,.X

(1 2 () /): 1 2 =X1.X2Sk o _k
L(x,,x,,f(x)=1/2) 1/2.1/2 oy
Si la hipdtesis nula es cierta f(x) = x/2), con un nivel de >

e o . x

significacién del 5%, se tiene: 0 5 2 1

Xy = k/2 X Xp = k/x1 X X
0,05 = Plx,x, <k|H, : f(x) = x/2 |- j j X% g, dx, + J' j 2 dx, dx, =
k2

xlzk/Zx x1:2 k/2>< 2 k2
— 1 2 2 1 2 k/x1 _ 1 _
= —(x5/2);dx, + J —(x5/2) " dx _j —dx, + j = dx, =
L B 4 V2 0 9%y i 4 \2 o 1 , 2 1 k/28x1 1

1
k* k2

k*[1 k?
X B In2-Ink/2)]=2| = +2In2- 1 -
T [In2-In(k/2)] 3 {2+ In Ink} 3 —_[1,8633-Ink]=

1. 2k kzl 2
:Z(XI)O +§(nx1)k/z =

2
:§[1,8633—|nk]:0,05 — k?[1,8633-Ink]=0,40 de donde k=0,3733

La regla de decision es x,.x, <0,3733.

Es decir, se rechaza la hipétesis nula si durante los dias el producto de los dos
volimenes de ventas de la muestra es inferior a 37.330 euros.

2) 1-p =Potencia = P(Rechazar H, ‘ H, falsa) = P(Rechazar H, |H, cierta).

En la region critica x,x, <0,3733, con la funcion de densidad f(x)=1/2, la potencia:

Xq =0,3733/2 2 1 X1 =2 0 3733/)(1
P = Plx,x, <0,3733|H, : f(x) = 1/2]:] j Jdx,dx, + j Lax dx, -

4

x1:0 0 o x1:0,3733/2 0
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0,3733/2 2 0,3733/2 2
S 1, . o3733/x 1 0,3733 1
- j Z(><2)§ dx, + j Z(x,)g M dx, = 5 j dx, + = j x—ldxl -

0 0,3733/2 4 0 0,3733/2

2 0,3733 10,3733
(In ><1)0,3733/2 = 4 + 4

= S Oxge g 23753 [In2 ~In(0,3733/2)] = 0,3146

3) En la muestra aleatoria simple, los volimenes de ventas fueron de 50.000 y 100.000
euros, en consecuencia x; =0,5 y x, =1, por tanto, x,.x, =0,5
Como la region critica es x,x, <0,3733, se acepta la hipdtesis nula.
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41.- Se sabe que las peras siguen una distribucién N(6,1). En una muestra de peras,

con peso medio de 300 gramos, se realizé un contraste con un nivel de significacion del
5% y una potencia de 0,6443, en donde la hipétesis nula era de H, : 6 = 0,4 kg frente a

la hipdtesis alternativa de H, : 6 = 0,3 kg. Se desea saber:

1. Cudl es el tamafo de la muestra.
2. Hallar la hipétesis aceptada.

Solucidn:

1) En una distribucién N(0,1), en una muestra de tamafio n, la funcién de verosimilitud
vendrd dada por la expresién:

1 n . 2
1 -Iea-92 1 -ix2-8)2 1 -lxp-9)2 1T 2o
L(Xl,Xz,-..,Xn,e)z_e 2 —_— e 2 e ——_ @ 2 — e i=1
\2T \2T 27 2

Con las hipotesis del contraste, H,:6=0,4 y H,:6=0,3. La regidn critica optima se

obtiene aplicando el teorema de Neyman-Pearson:

i=1

L(x,, X5,0,%,,0=0,4) [\/ﬁ
L(xlrle"':xn:e:o:3) { 1 }n —%i(x;—o,wz
e i=1

n
e

n n
;{Z(x.-o,zt)ZZ(x;o,s)ﬂ
_e ‘LA i-1

\en
1 n 2 n n 2 n 1 n
- in +0,16n-0,8 Zx; 7in -0,09n+0,6 Zx; -5|0.7n-02 Zx,-
= e i=1 i=1 i=1 i=1 = e i=1 < k1

tomando logaritmos neperianos, resulta,

1 n
~50.7n-0.23

e Tk - —%[O]n—O,Z ixislnkl = 07n-023%x <-2Ink
i=1 i=1
02%x <_07 2 Ink o 0,7 n +2Ink, -1x‘ 0,7 n +2Ink,
- X < - — X. < = <
e Snoeink = 2x 02 n 0.2n

La forma de la mejor region criticaes: x <k

Ahora bien, la hipétesis nula H, : 0 =0,4 es ciertasi X e N(0,4: 1/4/n). Con un nivel de

significacion del 5%, se tiene:
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_ XxX-04 k-04 k-04 k-04
P[x <klH,:6=0,4|=P L < ‘| =Plz<s———| =005 ——=-1,645
<kt 0-0.4]-p DA K08 |l B2 005 o 0D

~1,645
k-04 =
Jn

De otfra parte, sabemos que la potencia del contraste es 0,6443.

1-B = Potencia = P(Rechazar H, ‘ H, falsa) = P(Rechazar H, ‘ H, cierta).

Si se verifica la hipétesis alternativa H, : 6 = 0,3 se tiene que X e N(0,3; 1/+n)

_ x-03 k-03 k-0.3 k-0.3
PIx <k|H,:6=0,3|=P — < — |=Plz<——F——| = 0,6443 ——F—=0,37
[ sk0-03]-r 22 <R - 2 2 ~ T
0,37
k-03=—-
' Jn
—-1,645
k-04 = —+ n = 406
. . _ n 2,015
Resolviendo el sistema: 01= N =
k-03 =937 " k = 0,3184
' Jn

El tamafio de la muestra es de 406 peras.

2) La mejor region critica sera x <k =0,3184, rechazdndose la hipétesis nula cuando

el peso medio de la muestra de peras sea inferior a 318,4 gramos.
Como en la muestra se obtuvo un peso medio de 300 gramos (300 < 318,4), se rechaza

la hipdtesis nula de que el peso medio de las peras es de 0,4 kg.
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