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Variables aleatorias
SUCESOS Y PROBABILIDAD

1.- Sean A y B dos sucesos correspondientes a un experimento aleatorio, tales que
AUB=Q con P(A)=0,8 y P(B)=0,5. Se pide calcular las probabilidades:

P (A N B)

P(AuUB)

P(A UB)

P(AuUB)

Solucidn.-

Sabemos que P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB), conla hipétesis AUB = Q, siendo
P(Q) =1, se tiene:

1=08+05-P(AnB) = P(AnB)=0,3

B es el complementario de B, en consecuencia, B = Q - B

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANnB)

P(B)=P(Q)-P®B) —» P(B)=1-05=05
A

de otra parte,

B=Q-B=(AUB)-B=AnB —» P(B)=P(AnB)=05 B
Q

con lo que, P(AUB)=0,8+05-0,5=0,8
también podriamos haber considerado: AUB=Q = Bc A

con lo cual, P(AUB) =P (A) = 0,8

P(AUB)=P(B) =05

Leyes de Morgan
—

P(AuUB) = PANB)=1-P(AnB)=1-0,3=0,7
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Variables aleatorias
2.- Sean A, B y C ftres sucesos incompatibles, con P(A) =05, P(B) =0,25 y
P(C) = 0,166. Se pide calcular las siguientes probabilidades:
P(ANB)
P(ANnBNC)
P(ANBANC)
PB-A)
Probabilidad de que exactamente se realice uno de los tres sucesos considerados.
Solucién.-
El suceso A " B = (A UB). Por las leyes de Morgan:
P(ANB)=P(AuUB)=1-P(AUB)
Como los sucesos son incompatibles, P (A nB) =P (¢) = 0. En consecuencia,
P(AuB)=P(A)+PB)-P(AnB) —» P(AuB)=P(A)+P(B)
resultando:
P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(A)-P(B)=1-05-0,25=0,25
El suceso AnB N C=(AuUBuUC).Por las leyes de Morgan:
PANBANC)=P(AUBUC)=1-P(AUBUC)
Como los sucesos son incompatibles, P(AuUBUC) =P(A)+P@®B)+P(C)

con lo cual,

PANBNC)=P(AUBUC)=1-P(A)-PB)-P(C)=1-05-0,25-0,166 = 0,084

Siendo A, B y C sucesos incompatibles, queda:

AnB=¢ ANnC=9¢ BNC=¢ AnNnBNnC=¢
S ANC=¢ = CcA tanto, ANC=C y BAC=C y AnBNC=C
SiBAnC=¢ = Ccp [Poriamo. Ant=~Ly Bat=L ¥y AnbEnt=

quedando, P(AnB nC) =P (C) = 0,166
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Variables aleatorias
d) Sabemos que el suceso B— A =B n A.Porotrolado, AnB = ¢, conlocual Bc A

resultando, B—-A=BNA =B
y la probabilidad pedida: P(B - A)=P (B n A) =P (B) = 0,25
Sea E = 'suceso ocurre exactamente uno de los tres sucesos A, B, C'
E=(ANBNCURNBNC)U(ANBNC)
por analogia con razonamientos anteriores, se tiene que:

ANBNnC=A ANBNnC=B ANBnNnC=C

PE)=P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)=0,5+ 0,25+ 0,166 = 0,916
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Variables aleatorias

3.- Sean Ay B dos sucesos independientes de un espacio de probabilidad (Q, A,P),
tales que P(A)=a y P(B) =pB. Se pide:
Probabilidad de que ocurra uno y solo uno de los sucesos.
Probabilidad de que ninguno de los sucesos se verifique. En este dltimo caso, suponiendo
que o + B = 1/2, dar una cota para esta probabilidad.
Solucién.-
Sea el suceso E = "ocurre uno y solo uno de los sucesos'
E=(AnB)U(ANB)
# por ser incompatibles (AN B) y (A NB):

PE)=P|[(AnB)URANB)|=P(AnB)+P(ANB)

¢ como son independientes Ay B = ~Y 5 son Independientes

A y B sonindependientes

PE)=P(A).PB)+P(A).PB)=a.(1-B)+(1-0a).p

P(ANB)=P(A).PB)=1-0).1-B)=1-(a+P)+ap
cuando a + B = 1/2:

- = 1 1 1 1
PANnB)=1-—-+ =—+ =—+a|-—-a|==
(AN B) 5 af 5 af 5 a( oc) 5

para dar una cota de la probabilidad:
1 1 ' 1 1
f(a)—§+a(§—aj = f(oc)—E—Zoc—O = (X—Z

con lo que f(1/4)=1+1 1.1 =0,5625
2 4 \2 4

La cota pedida: 0,5<P (AN B)<0,5625
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Variables aleatorias

4.- Sean A, B dos sucesos con P(A)=05, PB)=03 y P(AnB)=0,1
Calcular la probabilidad de que ocurra exactamente uno de los dos sucesos.

Solucién.-
Sea el suceso E = "ocurre uno y solo uno de los sucesos'
E=(ANnB)U(ANB)
# por ser incompatibles (AN B) y (ANB):

PE)=P[(AnB)UANB)|=P(ANB)+P(ANB)

¢ por otra parte, ANB =A - (ANB) A

g8 Vv
o

y como AnBcA AnB N

se tiene que, P(ANB) =P(A)-P(ANB)

Andlogamente, ANB=B—-(ANB) y como ANBcB
P(ANnB)=P(B)-P(ANB)
con lo cual,

PE)=P(ANnB)+P(ANnB)=P(A)+P(B)-2.P(ANnB)=05+0.3-2.0,1=0,6
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Variables aleatorias

5.- Se consideran familias con dos hijos, suponiendo que las cuatro posibles
combinaciones por sexo: VV, VH, HV, HH, donde V significa nifio y H nifia, son
igualmente probables. Se piden las siguientes probabilidades:

Que una familia que va a ser encuestada tengo como mdximo una nifia.

Que una familia que va a ser encuestada tenga un nifio y una nifia.

¢Son los anteriores sucesos independientes?

Estudiar los apartados a), b) y c), en el caso de que las familias consideradas tengan
tres hijos y las ocho posibles composiciones por sexo sean equiprobables.

Solucién.-
Sean los sucesos: A= VV B=VH C=HV D=HH
se tiene: P(A) =P (B) = P(C) =P (D) = %

Sea el suceso E = 'una nifia como mdximo': E= AuBuUC

como son sucesos incompatibles: P(E) =P(A)+P®B)+P(C) = % + % + % = %

Sea el suceso F = 'un nifio y una nifia’: F=BuUC
P(F)=P(B)+P(C)=%+%=%

El suceso EnF=[AuBuUC]n[BuUC]=BuUC
P(EmF)=P(BuC)=P(B)+P(C)=%+%=% P(E).P(F):%.%:%

PENF) = P(E).P(F) — Los sucesos no son independientes.

En el caso de familias de tres hijos, las posibles combinaciones son: VVV, VVH, VHV,
HVV, HHV,HVH, VHH, HHH, cada una de las cuales tiene probabilidad 1/8 por ser

equiprobables.

A=VVWV B=VVH C=VHV D= HWV

Sean los sucesos: E = HHH F=HHV 6=HVH K = VHH
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Variables aleatorias

P(A)=F’(B)=F’(C)=F’(D)=F’(E)=F’(F)=P(G)=P(K)=%

- Sea el suceso E = 'una nifia como mdximo': E= AuBuUCuUD

1

P(E)=P(A)+P®B)+P(C)+P(D)= =3

—+

0|
0|k
0|k
0|

- Sea el suceso F = 'un nifio y una nifia’: F=BUCUDUFUGUK

PE)=PB)+PC)+PO)+PF)+P(G)+PK)= +

Q|

1
+ =+
8

0|

1 1 3
+ =+ ===
8 8 4

|~

- EmF=[AuBuCuD]m[BuCuDuFuGuK]:BuCuD

P(EmF)=P(BuCuD)=P(B)+P(C)+P(C)=%+%+%=g
13

P(ENF) = P(E).P(F) — Los sucesos son independientes.
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Variables aleatorias

6.- Un banco ha estimado, por experiencias anteriores, que la probabilidad de que una
persona falle en los pagos de un préstamo personal es de 0,3. También ha estimado que
el 40% de los préstamos nho pagados a tiempo se han hecho para financiar viajes de
vacaciones y el 60% de los préstamos pagados a tiempo se han hecho para financiar
viajes de vacaciones.

Se pide:

Probabilidad de que un préstamo que se haga para financiar un viaje de vacaciones no se
pague a tiempo.

Probabilidad de que si el préstamo se hace para propésitos distintos a viajes de
vacaciones sea pagado a tiempo.

Solucién.-
Sean los sucesos:

A = 'una persona falla en los pagos de su préstamo personal’
B = 'una persona recibe un préstamo para financiar viajes de vacaciones'

P(A)=03 P@B/A)=0,4 P@B/A)=0,6
de donde:
P(A) =07
PB/A)=1-PB/A)=1-0,6=0,4

PB/A)=1-PB/A)=1-0,4=0,6

Por el teorema de Bayes:

b (A/E) = P(A).P(B/A) o 0,3.0,4 _ 099
P(A).P(B/A)+P(A).P(B/A) 03.0,4+07.06

P(A/B) = P(A).P(B/A) _ 0,7.0,4 _ 0.608
P(A).P(B/A)+P(A).P(B/A) 0,7.04+03.06
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Variables aleatorias

7.- Un psicodlogo industrial, por experiencias anteriores, conoce que el 90 por 100 de
las personas que inician un determinado tratamiento técnico terminan con éxito. La
proporcion de personas en entrenamiento y con experiencia previa es del 10 por 100 de
entre las personas que completaron con éxito su entrenamiento y del 25 por 100 de
entre aquellos que no tferminaron con éxito su entrenamiento. Se pide:

Probabilidad de que una persona con experiencia anterior supere el entrenamiento con
éxito.

¢Podemos concluir que la experiencia previa influye en el éxito del entrenamiento?

Solucidn.-

A = 'Una persona supera con éxito el entrenamiento’

Sean los sucesos: . . .. .
B = "Una persona tiene experiencia previa

Segun las hipétesis, se tiene:
P(A)=0,9 P(A)=01 P@B/A)=01 P@B/A)=0,25

Se pide P (A /B), que segln el teorema de Bayes, serd:

P(A/B)_P(A).P(B/A)_ P(A).P(B/A)
B P(B) " P(A).PB/A)+P(A).P(B/A)
conlocual, P(A/B)= 0.9.0.1 =0,78

0,9.0,1+0,1.0,25

Comparando P(A) =0,9 y P(A/B) = 0,78 se observa una diferencia entre los dos
sucesos, a favor de P (A): En consecuencia, en este entrenamiento la experiencia previa
influye desfavorablemente en el éxito del mismo.

Santiago de la Fuente Ferndndez 10



Variables aleatorias

8.- Se considera una poblacion en la que el 40 por 100 de las familias tienen automovil,
el 20 por 100 tienen ingresos superiores a 6000 euros, el 50 por ciento tienen ingresos
entre 2500 y 6000 euros.

De los que tienen automévil el 50 por ciento tienen ingresos superiores a 2500 euros, y
de los que no tienen automévil el 60 por 100 tienen ingresos entre 2500 y 6000 euros.
Se realiza una encuesta al azar en dicha poblacién. Se pide:

Probabilidad de que se seleccione una familia que tenga automovil o sus ingresos sean
superiores a 6000 euros.

Probabilidad de que se seleccione una familia con automavil y con ingresos entre 2500 y
6000 euros.

¢Qué tanto por ciento de familias que no tienen automovil tienen ingresos superiores a
6000 euros?

¢Son, la posesion del automévil y los ingresos de la familia independientes en esta
poblacién?

Solucidn.-
Sean los sucesos:

A = 'La familia seleccionada posee automovil’
I,= 'La familia seleccionada tiene ingresos inferiores a 2500 euros'

I,= 'La familia seleccionada tiene ingresos entre 2500 euros y 6000 euros'

I ;= 'La familia seleccionada tiene ingresos superiores a 6000 euros'

Segln las hipétesis de la poblacion, se tiene:

P(A)=0,4 P(A)=06 P(,)=05 P(U3)=02
P(I,)=1-P(U,)-P(U3)=1-05-02=03 P(,/A)=05 P(,/A)=0,6
En otras palabras, con esta notacién se solicita:

a) P(AuUly) by P(ANTI,) c)P(5/A)

NOTA.- En el ejercicio, para calcular algunas de las probabilidades en funcién de las
conocidas, se tendrd como base consideraciones de la probabilidad condicionada:

PBANA)
P(A)

P(ANB)
P®)

¢ PB/A)=

= P(BNA)=P(A).P(B/A)

P(A/B) =

= P(ANB)=P(B).P(A/B)
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Variables aleatorias
. @/ A= PB®-PA/B)
en consecuencia, P(A)

P(A/B) = PA)-PB/A) (A)F')P(é)B /A
P(A).P(B/A)

¢ Siendo, P(A/B)+P(A/B)=1 — P(A/B)=1-P(A/B)=1- P @)

P®).P(A/B) _P®).[1-P@A/B)]_P®) [1_ P(A).P(B/A)}

PEIN=""0m P (A) “PA) P(B)

gt s i- O LA POLL 0] 28 [ pes e

P(AAul)=PA)+PU3)-P(ANnly)
P(AnIl3)=P(3/A).P(A) probabilidad condicionada
PU,/A)+P(U,/A)+P(l3/A)=1 sistema completo de sucesos
PUs/A)=1-P(U,/A)-P(,/A)

Ahora tenemos que poner P (I, /A) en funcion de las probabilidades conocidas.

Para ello, P(IZ/A)=%
P(AN1,)
sabemos que F)(A/|2)=THP(A0I2)=P(I2).P(A/I2)
2
con lo cual,
P /A)—P('Z)'P(A“Z)_P('z)-[l—P(K/lz)]_P(lz) L_P®.PA,/A)
O P(A) TPA) ()

entonces P(U,/A)=—"—.
. PUL/A) 0.4 05

0.5 [1 _ 0'6'0’6] ~035 P(,/A)=035

luego,

PU,/A)=1-P(U,/A)-P(1,/A)=1-05-0,35=0,15

P(An15)=P(,/A).P(A)=015.0,4 = 0,06
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Variables aleatorias

P(AUly)=P(A)+P(3)-P(Anl;)=0,4+02-0,06 =054

Para hallar P(A N 1,), tenemos en cuenta:

P(ANIL,)

P =5y
2

—>P(ANI1,)=P(,).P(A/L,)

P(A).PU,/A) _, 06.06
P(l,) - 0,5

endonde, P(A/1,)=1-P(A/1,)=1- =0,28

conlo cual, P(ANn1,)=0,50,28 =0,14

Andlogamente, para calcular P (15 /A)

PUsOA) _PU)PA/I) _PUS) 1) by y]o
. 3 -

PN T R R

_P@S) [ P(A).P(IglA)}_ 02 [1_ 0,4.0,15

=37 St ]=0,313
P(A) P(3) 0,6 0,2

Para comprobar que la posesién del automdvil y los ingresos de la familia son
independientes, basta con observar el suceso A y cualquiera de los sucesos 1,0 |4

P(An1,)=0,06%0,4.02=P(A).P(,)
P(An1,)=014%0,4.05=P(A).P(l,)

Otra forma de verificarlo, seria, por ejemplo: P(1,/A)=0,35#05=P(l,)

En definitiva, los sucesos no son independientes, que la familia posea o no automavil
proporciona informacién sobre sus ingresos.
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Variables aleatorias

VARIABLES ALEATORIAS

9.- En un grupo de estudiantes de Economia se ha realizado un pequefio andlisis de la
relacién existente entre el nimero de dias semanales dedicados al estudio (X) y el
ndmero de convocatorias que se necesitaron para aprobar la asignatura (Y). Los
resultados aparecen recogidos en la siguiente tabla de contingencia:

Y
X 1 2 3
1 5 8 10
2 10 6 4
3 20 2 1

A partir de esta informacién:

Obtener las distribuciones marginales de X e V.

Obtener la distribucién de X condicionada a que Y tome el valor 3.
Obtener la distribucién de Y condicionada a que X sea mayor o igual que 2.
Analizar si X e Y son independientes.

Solucién:

a) La variable aleatoria discreta (X,Y) tiene distribucién de probabilidad:

N = 66 n° total de datos

Z( 1 2 3 Px;
1 5/66 =0,08 8/66 =0,12 10/66 =0,15 0,35
2 10/66 =0,15 6/66 =0,09 4/66 = 0,06 0,30
3 20/66 =0,30 2/66 =0,03 1/66 =0,02 0,35
Py; |053 0,24 023 :

Las distribuciones marginales de las variables aleatorias X e Y son:

X= Pxi=P(X=X|~)
1 0,35
2 0,30
3 0,35

3
Px; = zpij
j=1

Santiago de la Fuente Ferndndez
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1 053
2 0,24
3 0,23

3
Py; = ;Pu
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c) Distribucidn de X condicionada a que Y = 3:

I
X

i |P(X=x;/¥=3)
015/0,23 =0,65 Recordemos que,
0,06/023=0,26
0,02/0,23=0,08

3
D P(X=x;/¥=3)=1
i=1

W IN e

PIX=x;/ Y =3]-

c) Distribucién de Y condicionada a que X >2:

Variables aleatorias

P[szi;yz3]= Pi3

P(Y =3) Pys

=y; [P(Y=y;/X>2)

(0,15+0,30)/(0,30+0,35)=0,7

(0,09 +0,03)/(0,30 + 0,35) = 0,18

wWin i «

(0,06 +0,02)/(0,30+0,35)=0,12

3
D Py =y /X>2)=1

=

d) XeY son independientes si p;; =py, Py, V (Xi. ¥;)
en este sentido, p;; =0,08 Pxy = 0,35 Py; = 0,53

Px; -Py; =(0.35).(053) # pyy =0,08

En consecuencia, no son independientes.

Santiago de la Fuente Ferndndez

15



Variables aleatorias
10.- Se lanzan tres monedas al aire. Sea la variable aleatoria X = "nimero de caras que
se obtienen". Se pide:

Distribucién de probabilidad de X

Funcidn de distribucién de X y su representacion grdfica.
Media, varianza y desviacién tipica de X

Probabilidad de que salgan a lo sumo dos caras
Probabilidad de que salgan al menos dos caras

Solucion:

a) El espacio muestral es
Q={(c,c,c),(cce)(ce.c) (ecc)lcee)(ece)lee.c),(e.e)

siendo X = "ndmero de caras que se obtienen", se tiene:

X(c,c,c)=3 P(X=3)=1/8
X(c,c,e)=X(c,e,c)=X(e,c,c)=2 P(X=2)=3/8
X(c,e,e)=X(e,c,e)=X(e,e,c)=1 P(X=1)=3/8
X(e,e,e)=0 P(X=0)=1/8

La distribucién de probabilidad es, en consecuencia,

X=x; |P(X=x;) X;. P(X = x;) X2  xZ.P(X=x;)
x;=0 118 0 0 0
x,=1 |3/8 3/8 1 3/8
X3=2 |3/8 6/8 4 12/8
x4=3 [1/8 3/8 9 9/8
ZP(X:x,-):I in.P(X:xi):IZ/S inz.P(szi)=24/8

b) La funcién de distribucién F(x) =P(X < x) = ZP(X =x;) (donde x; un valor de X)
x<0 F(x)=P(X<x)=P(¢)=0
O<x<l1 F(x)=P(X<x)=P(X=0)=1/8
1<x<2 F(x)=P(X<x)=P(X=0)+P(X=1)=4/8
2<x<3 F(x)=P(X<x)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=7/8
X>3 F(x)=P(X<x)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=1

Grdficamente:
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Variables aleatorias

F(x)
0 x<0 7/3:;
/8 0<x«<l1
F(x)=14/8 1<x<2 4/8
7/8 2<x<3
1 xX>3 1/8
0]

. 12
¢) Media p, :E(X):in.P(XZXi) =§

i=1

4
Varianza 0% =E(X-1,) =E(X®)- (1) = D xZ PX=x)~ () -
i=1

_ % (15?2 =075

Desviacion tipica ¢, =,/ 0,75 =0,87

d) P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=

o también: P(X <2)=F(2) :%

e) P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)=

oo w

o también: P(X>2)=1-P(X <

)

)

Santiago de la Fuente Ferndndez
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Variables aleatorias
11.- Una empresa de transportes estd analizando el ndmero de veces que falla la
madquina expendedora de billetes. Dicha variable tiene como funcién de cuantia:

P(X=x)=07-03"" x,=0,1,2,

¢Cudl es la probabilidad de que un dia la mdquina no falle?
¢Cudl es la probabilidad de que un dia falle menos de 4 veces?
¢Cudl es la probabilidad de que falle 5 veces?

Solucion:
a) P(X=0)=07-03°=07

b) P(X <4)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=
~07.039+07-03'+07-032+07-03%*=07-(03°+031+032+03%)=09919

Nota.- Adviértase la conveniencia de considerar la suma de una progresion geométrica

a;-ap.r 0 1 > 3\ 91-az.r 1-033%.03
Sp=——1" S,=103°+031+032+033)= = =1,417
nT T, > 54=(03%+03"+032+03?) 1-r 1-03
En esta lineq,

_ n-1 _ n
P(X<n):0,7-(O,3°+O,31+O,32+O,33+~-+O,3"):O,7.1 01'303'0'3=o,7.1 00%3

P(X<n)=0,7- (0,3o +03'4+0324+033+... +O,3"): 1-0,3" , en consecuencia,

P(X<4)=1-03%=0,9919

¢) P(X=5)=07-03°=0,001701
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Variables aleatorias
12.- La demanda de una empresa es de tipo aleatorio y tiene como funcién de densidad:

fx) = k 0<x<10
| 0 restantes valores

Hallar k para que f(x) sea funcién de densidad. Representarla
Hallar la funcidn de distribucién y representarla

Media, varianza y desviacién tipica

P(X<1)

P(X=0)

Solucidn.-

a) Para que f(x) sea funcién de densidad debe verificarse

1= j _Zf(x) dx = I _ooof(x) dx + I ;o f(x) dx + Lz £(x) dx

-0 -0
10 10 10 1
con lo que, 1:jo f(x)dx:jo kdx=[k.x]J@ =10k = k=1
La funcién de densidad es:
f(x) &
)10  0<x<10
fx) = { 0 restantes valores
1/10 .
0 10 .x
X
b) La funcién de distribucién F(x) =I f(t) dt
X X
six<0 j f(x)dx=j O0dx=0
) X 0 X 1 X
F(x)=1{si0<x<10 I_wf(x) dx = f_wo dx + Io 0 dx = 0
X 0 10 1 X 10
six>10 j f(x)dx:j 0dx+j 2dx+ [ 0dx=:2-1
—o0 —o0 o 10 10 10

Grdficamente:
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Variables aleatorias

F(x)
0 six<0
F(x)=1 x/10 si0O<x<10
1 six>10
10
| o 10 0 1 x?2
Q) Media e =E(X)=] x.fOdx=[ "x.fe)dx=| x.ﬁdx_{%}o -5

Varianza

10 10 1 3710 2
c§=E(x2)—(ux)2=jo xz.f(x)dx—(ux)zzjo xz.ﬁdx—(5)2={§—o} _25 -2
0

Desviacion tipica o , = % =29

1 11
10 *o =

1 1 1
d) P(X<1)= _f(x)dx=joﬁdx: o

o también, P(X <1)=F(1) = %

0 0
e) P(XzO):J._ £(x) dx = o%dx:o o también, P(X =0)=F(0)=0
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Variables aleatorias
13.- En un hospital se comprobd que el peso en kilos de los nifios al nacer era una
variable aleatoria con funcién de densidad:

¢ k x 2<x<4

()= { 0 restantes valores

Hallar k para que f(x) sea funcion de densidad. Representarla

Hallar la funcidn de distribucién y representarla

Media, varianza y desviacion tipica

Probabilidad de que un nifio elegido al azar pese mds de 3 kilos

Probabilidad de que pese entre 2y 3,5 kilos

¢Qué debe pesar un nifio para tener inferior o igual a su peso al 90 % de los nifios?.

Solucidn.-

a) Para que f(x) sea funcién de densidad debe verificarse

1= j _Zf(x) dx = I _ooof(x) dx + I : f(x) dx + jj £(x) dx

=0 *VO
4 4 2 14

con lo que, 1=J‘2f(x)dx=J.2kxdx=k[x7} =6k = k=%
2

La funcién de densidad es:
()

x/6 2<x<4

O restantes valores /

f(x) = {

b) La funcidn de distribucion F(x) = Ixf(‘r) dt

X X
six <2 jf(x)dx: 0dx=0

2 x 27% 2
F(x)=< si2<x<4 jxf(x)dx: de+J‘2 %dx:[;(_z} :X124
—00 -0 2

2 6 12

4
) X 2 4 X X XZ
six>4 j £(x) dx = de+[ —dx+Lde:{—} _1
—0 —00 2
Grdficamente:
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Variables aleatorias

F(x)
0 si x<2
F(x)=1y2_ T
X124 si2<x<4 j
1 Si x>4 0 2 4 X

o 4 4 374
¢) Media ux=E(X)=J‘ x.f(x)dx=Lx.f(x)dx=j2x.§dx=[x—} — 31 kilos
) ,

6 18

Varianza
o2 =E(X?)—( )2=j4x2 £(x) dx —( )2=j4x25dx-(31)2= ﬁ4-961=039
X Hx 2 Hx 2 6 ' 24|, ’
Desviacidn tipica o, =4/ 0,39 kilos® = 0,6 kilos
&) PX>3)= [ fodx=[" Xd x?]* 0,583
) PX>3)= [ feade=[ % = 3z),

32-4

o fambién, P(X>3)=1-P(X<3)=1-F(3)=1- =0,583

35 35 x %213
apegx£35y4; ﬂ@dx:L Sdx=| 2| -06875
2

35%-4

o también, P2<X<35)=F(35)-F(2) = E

-0=0,6875

a’-4
12
Es decir, el nifio debe pesar 3,8 kilos para tener el 90% de los nifios con un peso inferior

o igual.

f) P(X<a)=F(a)=0,90 -09 —~ a’-4-108 — a=./148-38

14 - Una variable aleatoria X tiene como funcion de distribucion:
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Variables aleatorias

0 x<0
2
X O0<x<1
F(x) = 22 ,
C_X 1 1<x<2
X 2
1 X>2

Hallar la funcion de densidad. Representarla
Media, varianza y desviacion tipica

1 3
Pl = <=
(2 <X 2)
Solucidn.-

a) La funcién de densidad f(x) es la derivada de la funcién de distribucién F(x) en los
puntos donde exista la derivada, por tanto

f(x)
0 x<0
|
_dF(x) | x O<x<1 |
fo) = dx |2-x-1 1<x<2 |
0 x>2 :
|
|
0 1 2 X
b) Media

[T =E(X)=jjox.f(x) dx:j;x.f(x)dx +sz.f(x) dx:jéx.x dx+I12x.(2—x)dx:

! 2 X3 21" 1., 8 .1
:j xzdx+.[ (@x-x2)dx=|"—| +|x?-"—| =2+4-2-1+==1
0 1 3 15 , 3 3 3

Varianza
1 2
0>2< :E(XZ)—(MX)2 :joxz.f(x) dx+J‘1 x2 f(x) dx—(;,tx)2 =

1 2
1 2 4 3 4
:I xz.xdx+j xz.(2—x)dx—(1)2=>< + 2X” X _1:E_ 1
0 1 41, 3 4,
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Variables aleatorias

Desviacién tipica o, = \/g =0,41

1 3 1 3/2 1 3/2
c) P(ESXSE]_J‘l/Zf(X)dXJFL f(x)dx—J.l/2><dx+J‘1 (2-x)dx =

—

. 3) (3 N (.9 ) (1Y) 3
o también, P(ESXSEJ—F(EJ—Fizj—[B 8 1] [8j_4
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Variables aleatorias
15.- La demanda diaria de un determinado articulo (x) es una variable aleatoria con
funcién de densidad:

g O < X< 4
f(x) = 126;" 4<x<12
0 otro caso

Los beneficios diarios dependen de la demanda segtn la siguiente funcién:

-5 si x<2

b si 2<x<4
10 si 4 <x<8
15 si 8<x<12

B°=

Calcular:

Probabilidad de que en un dia cualquiera la demanda sea superior a 10

Probabilidad de que la demanda sea inferior a 3

La esperanza y la varianza de la demanda

Funcion de distribucidn de la demanda

Funcién de cuantia y funcion de distribucién de la variable aleatoria beneficios diarios.
Esperanza y varianza de la variable beneficios

Solucidn.-

12 1217 _x 1 x21% 1
a) P(X>10)=L f(x)dx:jo dx {mx——} 1 003125
0 1
1

64 64 2 0 32
b) P(X<3)= jf(x)dx j —dx——[x 8:%:0,375
¢) Media o Esperanza
B0 =[x A0 dx = [ x.f)dx + [ x.fodx= [ xLdxs [ x 12X g
X = _j_wx. X x_.[ox. X x+.[4 x.f(x x_jox.g x+J‘4 X. 4 X =

—1J‘4xdx+ij‘12(12)(—x2)dx [XZ] 6)(2——3 12_
~8Jo 64 Ja4 B 0" 64 3], -

1728 64) 13
= 64(864—T—96 3} 3 =433

Varianza
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Variables aleatorias

% 4 12 4 12 _
E(Xz)zj x2.f(x)dx=jox2.f(x)dx +L x2.f(x)dx=jox2.%dx+j4 x2.1264>< dx =

142d 112122 3 1[3]4143x412
_gj'ox x+6—4J.4( x—x)x_ﬁx ot gz 4% —74_

64 1 5120 80
§+6_4(6912 5184 - 256 + 64) = 192 "3 26,67

~ 2 > 80 (13\° 71
VOO =E(X?) - (1,2 =5 [3j -Tl-789

d) La funcion de distribucién de la demanda F(x) = J.xf(T) dt

X X
six<0 jf(x)dx:j 0dx=0
X 0 X1 X
siO<x<4 jf(x)dx:j de+jo§dx:§
"9 4<x<12 [ f(x)d U b Ut SUNS U B (R SPPIVRPP
< - [ R _
si X < I (x)dx = I X + L o4 X 2+64 2+ X
. 41 12 12 _x x
Six>12 j f(x)dx:j de+j —dx+J‘ dx+ [ 0dx=1
% —w 08 4 64 12
En resumen,
0 si x<0
X .
= si 0<x<4
8
09=11 1/ 2 12x-40]| si 4 12
Sl (A — <
2+64 2+ X J S SX<
1 si x>12

e) Calculamos la funcion de cuantia y la funcion de distribucion de la variable aleatoria
beneficios diarios:

1
-5 si X<2 g O<x<4
5 si 2<x<4 12 — x
B = = 4<x<12
10 si 4 <x<8 O =1"¢2 <X
15 si 8<x<12 0 otro caso
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Variables aleatorias

B P(B° =B°)
°2f(x)dx—j21dx—l—025
3 Jo Jo8 T 4 T
.4f(x)dx—J.4ldx—l—025
5 J2 Jo8 77 4
8
-8 812 - x 1 x 2
d :j dx=—|12x-%X_| -0375
10 ) fddx=] =g 64( X 2J4
12
12 1212 - x 1 x 2
15 Jg fx) dx .[8 64 dx 64( X 2]8 0125

La funcién de distribucién F(B°)= P(B° <B’)= » P(B° =B’)

BO<B°
B° P(B°=B°) F(B°)= P(B°<B°) B°.P(B°=B°) (B°).P(B° =B?)
_5 025 0,25 ~125 6,25
5 025 050 125 6,25
10 0375 0,875 3,75 375
15 [0125 1 1875 28125
4

4 02 0 _Qoy_

D B°.P(B°=B°)=5625 ;(Bi PET=B)=78125

i=1

4
f) Media o Esperanza beneficios Moo = E(B°) = ZB“’ P(B®=B’)=5,625

i=1
Varianza beneficios

E[(@)?]- 24:(3;’)2. P(B° = B°) = 78,125
i=1

02, =V(B°)=E(B)~(n ;)7 78125 (5,625)% = 46,48

Desviacion tipica de los beneficios o go = . 46,48 = 6,817
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Variables aleatorias
16.- Sea (&,m) una variable aleatoria con funcién de densidad

f(x.y)= {

a) Hallar k para que sea funcién de densidad

b) Funciones de densidad marginales. ¢Son & y n independientes?
c) Funciones de distribucién marginales

d) Funciones de densidad condicionadas

k O<y<x<l1
O restantes valores

Solucion.-

a) Para que f(x, y) sea funcién de densidad tiene que verificarse
f f f(x,y) dx dy =1

en consecuencia,

1= " [" fx,y)dxdy = [ [ kdx dyzkﬁ[ﬁdy} dx =k[ xdx:k{él _k ko2

2
Y
luego
2 O<y<x<l1 1
fxy)= { O restantes valores
es decir, que f(x, y) foma el valor 2
en el interior del tridngulo 0 X

ﬁ(x)=fwf(><,y)dy:j:2dy=2x O<x<1
fz(Y)ZEOf(x, y) dx:_[: 2dx=2-2y O<y«<l

Son independientes si f(x, y) = f,(x) . f,(y)

fi(x). f(y)=2x.(2-2y) =4x—-4xy = 2 = f(x, y) = No son independientes

R0 = [ R dr =] 2t dt fr2]5=x* 0<x<1
Ry =[ @ dt=[ @-2n)dt ot —+?]1=2y ~y? 0<y<1
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Variables aleatorias

_fxy) 2
f(x/y) = £y 2-2y O<y<1l O<x<l1
d)
_fxy) 2
f(Y/X)——fl(x) = ox O<x<1 O<y<l1

17.- Sea (&,1) una variable aleatoria con funcién de densidad

f(x,y)= {

a) Comprobar que f(x, y) es funcién de densidad
b) Hallar las medias de € y n
c) Pe<1/2:n<0) y P(e>1/2;-1/2<n<1/2)

1 Jy<x:0<x<1
O restantes valores

Solucidn.-

@[] foxyyaxdy = [ " dxdy=[|[" dy|dx= [ 2xdx=pefi-1

Y

Grdficamente:

-1

b) Para hallar las medias de & y n hay que encontrar primero las funciones de densidad
marginales:

fi(x) = J.:f(x, y) dy zfxdy —2x O0<x<l1

rdx:l—y O<y<l1
y

)= [ fooy)dx=12 i vt
Iy x=1+y -l<y<

en consecuencia,
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Variables aleatorias

- B
“&:J_wxﬁ(x)dxi";xedx:[%} :g

0

OO 0 1 2 37 2 37
uu=f_wyfz(y)dy=J_1y(1+y)d\/+foy(1—y)dy{y?”?} {%—%} =0

-1 0

! 5>Y/2
Q) Pe<1/2:m<0)= ][ fix, y)dxdy:j;/zxdx{xﬂ -1
0

1
1 012 ——— 1 1
P(g>1/z;_1/2<n<1/2):L/2j1/2f(x, y)dxdy:L/z dx = [x]}e =5

18.- Sea (&,1m) una variable aleatoria con funcién de densidad
| x+y O<x<1;0<y<l
fix.v)= { 0  restantes valores

a) Funcién de distribucidn
b) Funciones de densidad marginales
c) ¢Son & y n independientes?

Solucion.-

a)

F(x,y) = J.:O I:O f(u,v)dudv = I:JZ (u+v)dudv = J‘:Ug(u +V) va du=
en

2 2 2 2, % 2 2
_ " Y ydu=v[® Y [(quo| Y4 Yy, Xy Xy .
_.[o(uy+ 2)du—y_|.oudu+ Zj‘odu—{ >t L_ >t O<x<1; 0<y«<l1

consecuencia,

0 X<0,-o<y<ow
—o<xX<wo,y<0
2 2
alb A AN O<x<1,0<y<l1
F(x.y) = 22 2
& X, 2 O<x<1l,1<y<w
22
%+y? I<x<w,0<y<l
1 x2>1,y>1
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Variables aleatorias

b)

- 1 y21 1
fi(x)=| 1‘(x,y)dy:_[0 (x+y)dy:{xy+?} =X+3 O<x<1
0

(0 1 x2 : 1
()= f(X,y)dx:IO (x+y)dx={?+xy} =Y+3 O<y«<l
0

c) Son independientes si f(x,y) =f(x).f,(y)

[y, 1 D .x vy 1 _
ﬁ(x).fz(y)—(x+2j(y+2j—xy+2+2+4¢x+y—f(x,y)

Luego no son independientes & y n
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Muestreo aleatorio simple

Estadistica Teorica IT

MUESTREO ALEATORIO SIMPLE
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Muestreo aleatorio simple
MUESTREO ALEATORIO SIMPLE. DISTRIBUCION EN EL MUESTREO

1.- Con el objetivo de analizar el rendimiento académico de una promocion de
licenciados universitarios se lleva a cabo un estudio en el que se emplea una m.a.s. de 3
licenciados. La variable que mide el rendimiento puede tomar tres valores segun la
calificacion final obtenida:
1 - Aprobado
2 - Notable
3 - Sobresaliente
Por otra parte, en esa promocién hubo un total de 20 aprobados, 40 notables y 140
sobresalientes.
a) Hallar las distintas muestras que pueden extraerse y la probabilidad de
obtencion que tiene cada una de ellas.
b) Calcular le media de cada muestra, asi como la distribucion de probabilidad en el
muestreo de la media.
c¢) Hacer lo mismo que en el apartado anterior con las varianzas.
d) Calcular la media y la varianza muestral y compararlas con la media y la varianza
poblacionales.
e) Calcular la esperanza de la varianza muestral y compararla con la varianza
poblacional.

a)

—

111, (1.1,2), (1,1,3)

112 (2 (21,122, (1,2.3)

3 (131, (132), (133)

1 (@211, (212), (213)

212 |2 (221), (222), (22,3

3
1
3 |2
3 (231, (23.2), (233)
1 (311), (312), (3.13)
1 2
3
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1
2 |2

3

1
3 |2

3 (8.3.1),

Nimero muestras distintas

(3.3.2) ,

3.21), 3.22), (3.23)

(3.3.3)

Muestreo aleatorio simple

1,1,1) 1
112), 1,21, @211 3 20
1,1,3), 13,1, (3.1 3 pl)=—=041
1.2,3),(1,3,2).(2.1.3),(23.1),(31.2), (3,2.1) 6 200
(2,21),12),1,2,.2) 3 b(2) = 40 0.2
2,2.2) 1 200
2.23),232),3.22) 3 140
(33.1),(3.13), (1,3.3) 3 PA=2 =07
(3,3,2).(3.2,3),(2.3.3) 3
(3,3.3) 1
27
Muestras posibles | Nimero muestras Probabilidad X
1,1,1) 1 1(0,1) = 0,001 1
1.1,2) 3 3.(0,1% (0,2) = 0,006 4/3
1,1,3) 3 3.(0,1) (0,7) = 0,021 5/3
(1,2,3) 6 6.(0,1) (0,2) (0,7) = 0,084 2
2.2.1) 3 3.(0,2)2(0,1) = 0,012 5/3
(2,2,2) 1 1(0,2)*= 0,008 2
(2,2.3) 3 3.(0,2)? (0,7) = 0,084 7/3
(3,3.1) 3 3.(0,7)?(0,1) = 0,147 7/3
(3.3.2) 3 3.(0,7)2 (0,2) = 0,294 8/3
(3,3.3) 1 1(0,7)* = 0,343 3

b) La distribucién de probabilidad en el muestreo para la media:

P(X =x))

Xi
1

P(x = 1) = 0,001

4/3

P(x = 4/3)=0,006

5/3

P(x =5/3) = 0,021+ 0,012 = 0,033

2

P(x =2) = 0,084 + 0,008 = 0,092

7/3

P(x =7/3)=0,084+0,147 = 0,231

8/3

P(x =8/3)=0,294

1

P(x =3)=0,343

¢) La varianza de cada muestray la distribucién en el muestreo de la varianza

muestral:
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Muestreo aleatorio simple

Muestras 3 2 2 2 o2
X. =) X./n ; . =2.X'/nN—X ili

posibles =2 ./ X /n Ox, X ,/ Probabilidad
(1,11 1 1 1-1=0 1.(0,1® = 0,001
(112) 4/3 6/3 6/3-(4/37°=2/9 3.(0,1)% (0,2) = 0,006
(11,3) 5/3 11/3 11/3 - (5/3)° = 8/9 3.(0,1)% (0,7) = 0,021
(1.2.3) 2 14/3 14/3-(2)*=2/3 6.(0,1)(0,2) (0,7) = 0,084
(2,21) 5/3 9/3 9/3-(5/3)%*=2/9 3.(0,2)?(0,1) = 0,012
(2,2,2) 2 12/3 12/3-(2¢°=0 1.(0,2)° = 0,008
(2,2,3) 7/3 17/3 17/3 - (7/3)* = 2/9 3.(0,2)° (0,7)= 0,084
(33.1) 7/3 19/3 19/3 - (7/3)* = 8/9 3.(0,7)° (0,1) = 0,147
(3.3.2) 8/3 22/3 22/3 - (8/3)*=2/9 3.(0,7)°(0,2)= 0,294
(33.3) 3 27/3 27/3-(3)°=0 1.(0,7)’= 0,343

La distribucién de probabilidad de la varianza muestral:

2 2 2
0%, P(cg =0 X )
0 |p(c% =0) = 0001+0,008+0343=0352
2/9 |p(c% =2/9) = 0,006+0,012+0,084 +0,294 = 0,396
2/3 |p(c% =2/3) = 0084
8/9 |p(o% =8/9) = 0,021+0147 = 0168

d) La media y la varianza de la media muestral y compararlas con la media y la varianza
poblacionales:

X; P(X =x) X; .P(X =X;) x? X2 P(X=x)
1 0,001 0,001 1 0,001
4/3 0,006 4/3.0,006 16/9 16/9 . 0,006
5/3 0,033 5/3.0,033 25/9 25/9 . 0,033
2 0,092 2.0,092 4 4.0,092
7/3 0,231 7/3.0,231 49/9 49/9 . 0,231
8/3 0,294 8/3.0,294 64/9 64/9 . 0,294
3 0,343 3.0,343 9 9.0,343
X, .P(x=x)=26 > X7 .P(x =X,)= 69067

EX) = 3X;.P(X=X;) = 26
E(x?) = Y X?.P(X=X;) = 69067 muestra
V(X) = E(X?) - (E(X))?> = 6,9067 - (2,6)> = 0,1467

B = YX;.P(X=X;) = 1.01 + 2.02 + 3.0,7 = 26
E(x?) = ¥x?.P(x=%X;) = 1%2.01 + 22.0,2 + 3%2.0,7 = 7,2|poblacién
o? = E(x?) - p?= 72- (26)® = 044
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Muestreo aleatorio simple

.op = EX) 2
En consecuencia: 2 0,44
(¢}

Obsérvese que, o2 = 2 +> 0,1467 =
2 2 VX = o2 e o=

e) Calcular la esperanza de la varianza muestral y compararla con la varianza
poblacional.

o%, | Pk =0%) 0% -Plo% =o% )
0 0,352 0.0,352
2/9 0,396 2/9.0,352
2/3 0,084 2/3.0,352
8/9 0,168 8/9.0,352
Yo%, -P(c% =o% )= 02933

E(czi) = Zczii .P(czi = czi_) 0,2933 (esperanza varianza muestral)

l =
o’ = E(X?) - uz = 72- (2,6)2 = 0,44 (varianza poblacional)

(3-1)(0,44) _ (n-1) ¢?
3 - n

Se verifica la relacién: E(c%) = 02933 =
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Muestreo aleatorio simple
MUESTREO ALEATORIO SIMPLE. DISRIBUCION DE LA MEDIA MUESTRAL CON VARIANZA
CONOCIDA.

2.- Se sabe que el peso de los jévenes entre 14 y 18 afios sigue una distribucién normal
con media 50 kg y desviacion tipica 25 kg. Para llevar a cabo un estudio del control de
peso se seleccionan aleatoriamente 100 jévenes cuyas edades se encuentran
comprendidas en el intervalo sefialado. Si el peso medio muestral estd entre 45y 70 kg
se considera que estdn dentro de los limites normales. ¢Cudl es la probabilidad de que el
peso esté fuera de control?

Solucién:
v.a. X = "peso entre 14 y 18 afios"”

XeN(u, c) X e N(50,25)

_ G Y. s
% e N(u, — tipificacién
(n \/ﬁ) muestral
n:'ramaﬁo XM
muestra zZ= CF/—\/E X e N(50, 2,5)

P[(x <45)u (x> 70)] = P(x<45) + P(x>70) =
_ p[X=50_ 45 5 x—50>70—50 _
( J) (% )

2,5 2,5
P(z<-2) + (z>2) + P(z>8) = 0,0228 + 0 =
0,0228
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MUESTREQO ALEATORIO SIMPLE. DISRIBUCION DE LA MEDIA MUESTRAL CON VARIANZA
CONOCIDA Y CON VARIANZA DESCONOCIDA.

3.- Los barcos que hacen visitas guiadas por el Sena disponen de 60 asientos por barco
y una capacidad mdxima de 4.200 kg por viaje. Los duefios de la empresa de barcos
saben por experiencia que los pesos de los turistas tienen una media de 71 kg y una
dispersion, medida a través de la desviacion tipica, de 10 Kkg.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un grupo de 60 turistas, escogidos aleatoriamente
en uno de los viajes, tenga un peso medio superior al total de la carga limite
permitida?

b) ¢Cudl seria el resultado si la varianza poblacional fuera desconocida?. (Suponga
que la desviacién tipica muestral es de 5 kg).

Solucién:
a) Peso=4200/60 =70 kg v.a. X = "peso medio furistas”
X e N(u, o) X e N(71,10)
<N ) | tofcase
nh=tamafio X —
muestra z= 7G/x/ﬁ X e N(71:129)

X-71_70-71
1,29 1,29
= 1-P(z>0,77)=1-0,2206 = 0,7794

P(x >70) = P( ) = P(z>-0,77) = P(z2<0,77) =

b) En el muestreo de una poblacién normal con varianza desconocida, y desviacion tipica

p

. X —
muestral o, , la variable: — =1t,_;

n-1

XeN(u, ")

*
s = desconocida

Xe N(71, G)

muestra
X —
M -1 .

Oxfn-1 "

_ desviacién
« =

tipica
n = tamafio

Pty > k)220 bz > k)

S

XxX-71 70-71
= P(t -1,53
5/\/5>5/\/§] (59> )

= P(z<153)=1-P(z>153)=1-0,063=0,937

n>30

P(x >70) = P[ P(z>-153) =

e Interpolando: P(tsg >-1,53)=P(tso < 1,53)=1-P(ts9 > 1,53)=1 - 0,069 = 0,931

P(tsg >-1,53)=P(tsg < 1,53)=1-P(tsg > 1,53)=1- 0,069 = 0,931
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Abscisas Areas Abscisas Areas
P(t,, >153)=x 1,296 - 1,671 01-005 0,37 0,05
153 - 1,671 x - 0,05 0,14 x - 0,05
x = 0,05+ 222905 _ g 69
0,37
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4. - La empresa Grano Sol vende galletas ecoldgicas en paquetes de 60 unidades. Los duefios
saben que el peso de cada galleta es una variable aleatoria que tienen una media de 71 gr. y una
dispersidn, medida a través de la desviacion tipica, de 10 gr.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que en un paquete de 60 galletas escogidas aleatoriamente, el
peso medio de las galletas sea superior a 70 gramos?

b) <¢Cudl seria el resultado si la varianza poblacional fuera desconocida? (Suponga que la
desviacidn tipica muestral es de 5 kg, y una cuasidesviacion tipica de 5,04).

Solucidn:

a) v.a. X = "peso de las galletas”
X< N(71,10)

X e N(u, i) tipificacién
Jn muestral
n=tamafio X -1

muestra z
o/n

X e N(71:129)

P(x >70) = P[y_n > 70_71) = P(z>-0,77) = P(z<0,77) =

= 1-P(z>0,77)=1-0,2206 = 0,7794

b) En el muestreo de una poblacién normal con varianza desconocida, y desviacion tipica
: X -
muestral o, , la variable: E ot 4

XeN(u, c")

muestra o = desconocida
X—-—H +
—F = "1
/-1
G, = dgs_viucién
tipica
n = tamafio

Pt o k)220 bz s k)

5/J59 ~ 5/\59

= P(z<153)=1-P(z>153)=1-0,063=0,937

P(X >70) = P[i_n 70_71] = P(tgg >-1,53) —>3% , p(z>-1,53) =

e Interpolando: P(tsg >-1,53)=P(tso < 1,53)=1-P(ts9 > 1,53)=1 - 0,069 = 0,931

Abscisas Areas Abscisas Areas
P(teo > 1,53) = x 1,296-1671 0,1-0,05 0,37 0,05
153 - 1671 x-0,05 0,14 x-0,05

x = 0,05+ 212905 _ 4069
0,37

r
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Adviértase que, si la varianza poblacional o2 es desconocida, la media muestral X sigue
una t-Student con (n-1) grados de libertad, entonces:

recordemos que n.c? = (n-1).s°

XeN(u, )

*
muestra s = desconocida

x —

M =

G, /An-1
Gy = d’es_viucién
tipica
n = tamaiio

1-n—1

Pty > k)20 bz s k)

X-71 70—71]

P(x >70) = P[5,04/ﬁ > 504750

= P(tsg >-1,5369) =

y es una cantidad pivotal para p

XeN(u, o)

muestra u
o = desconocida

X —u

sx/n

n = tamafio

=t

s.= cuasidesviacidn tipica

P(tsg < 1,5369) =

=1-P(tsg > 1,5369)=1 - x = 1 - 0,06789 = 0,09321

P(teo > 1,5369) = x

0,1342.0,05

x =0,05+
0,375

=0,06789

Santiago de la Fuente Ferndndez

Abscisas Areas Abscisas
1,2961-16711 0,1-0,05 0,375
15369 - 16711 x-0,05 0,1342

Areas
0,05
x - 0,05
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MUESTREO ALEATORIO SIMPLE. DISRIBUCION DE LA VARIANZA MUESTRAL.

5.- Se sabe por los datos censales que la variabilidad de la altura de alumnos de una
clase medida a través de la varianza es de 15,3. No obstante, para estudiar la
variabilidad en el muestreo de la varianza muestral se decide tomar una m.a.s. de 15
alumnos. ¢Cudl es la probabilidad de que la varianza muestral sea mayor que 15?
Nota: Suponer que la estatura es una variable aleatoria normalmente distribuida.

Solucidn:

Para el andlisis de la varianza muestral se
utiliza el estadistico x2_; de Pearson con
(n - 1) grados de libertad.

XeN(u, o)

muestra

Lema de Fisher

» 7(n—1).si n.ck
Xn-1 o2 o2

o° =varianza poblacional

2

o’ = varianza muestral :

noi=(n-1)s, = s

* (n-1)
s = cuasivarianza muestral
va. X ="estatura” X e N(u; y153 )=N(;3,91)
2 2
> _n.ok n=15 . > _15.0%
Xn-1 ® 2 > 14 ® 153
2 15.62 15.15 2
P(cx >15) = P[ 15,3X > 153 ] = P(xl4 >14,7) = 0,4835
Abscisas Areas Abscisas Areas
P( 5 14 7) 7,790-21064 0,90-0,10 13,274 0,80
x4 > 14,/7) = X 14,7 - 21,064 x-0,10 6,364 x-0,10
x = 0,10 + 6,364.080 _ 0,4835
13,274
> (h-1).s2  n=15 > 14,82
De otra parte, x;_; = > X4 ~
o2 15,3

2
p(s2 >15) - P[ljS' S, 2 ;5] = P42 > 13,725) = 0,5423
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MUESTREO ALEATORIO SIMPLE. DISRIBUCION DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS MUESTRALES
CON VARIANZAS CONOCIDAS.

6.- Se desea analizar las diferencias de las calificaciones entre dos grupos de alumnos.
Unos proceden del Grupo bly otros del Grupo b2. Para estudiar la distribucién en el
muestro de la diferencia de medias se toman m.a.s. independientes de ambas
poblaciones obteniéndose la siguiente tabla:

Grupo bl Grupo b2
Tamatio de la poblacidn 200 150
Tamafo de la muestra 100 75
Media de la poblacidn 410 5,18
Media de la muestra 42153 5,3247
Desviacidn tipica de la poblacién 155 195
Desviacidn tipica de la muestra 15635 1,8238

¢Cudl es la probabilidad de que la diferencia de medias muestrales sea mayor que uno?

Solucidn:

» v.a. X ="calificacién del 6rupo b1" X eN(4,10,1,55)
* v.a.Y ="calificacién del Grupo b2" Y e N(5,18,1,95)

X e N(4.10, 1,55)

Y e N(5.18, 1,95)

Grupo bl Grupo b2
x =4,2153 y =5,3247
o, = 1,6635 o, =18238
, n=100 , h= 75

- 155 195
N(4.l, —=)=N(41,0,155 = 95, _
xeN \/100) ( ) y € N(518, —ﬁ) N(5.18, 0,225)

Siendo X e Y independientes, la hueva variable (X £ Y) sigue también una distribucion

normal N(xtYy; 0')2< + c%, )

Con lo cual, (Y—V)EN|:(4,10—5,18);\/0,1552+0,2252i| = N(-1.08;0,2732)

PR -v]>1) = P[E -¥)>1] + P[x -¥)<-1] =
- P[z>ﬂ} N P[z<ﬂ}= P(z>761) + P[2<0,2928] =
0,2732 0,2732
=0+ [1-P(z>0,2928)] = 1-0,3859 = 0,6141
o también,

P(|Xx -y|>1)=1-P(|X -V[<1)=1-P(-1<(X-V)<1)=
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-1+108 (X -y)+1.08 1+1,08
=1-P —1-p(0,292 761)= 06141
[ 0,2732 < 0,2731 < 0,2732] (0, 928<z<7,6 ) 0,6

MUESTREQO ALEATORIO SIMPLE. DISRIBUCION DE LA PROPORCION MUESTRAL

7.- Un concesionario vende dos tipos de vehiculos, unos de gama alta y otros de gama
media. Los coches de gama alta suponen el 30% del total de los coches vendidos. {Cudl
es la probabilidad de que entre los 100 dltimos vehiculos vendidos mds del 35% sean de

gama alta?

Solucidn:

La variable poblacional

X = 'venta de coches gama
alta’ es una variable
binomial B(100; 0,3), que
sigue aproximadamente una
distribucion normal tal que

X eN(np: \npq)

Bin.p) = MNinp, . jnpq)

DS hpoInpg, {E
P nEN(n' n‘) NCp. n)

n

% Teorema Central Limite , 6eN[p, qu

= N(0,3; 0,0458)

03. o,7]

=100, peN|0,3;
paran pe [ 100

P(>035) = p|P=03,035-03) P(z>1,0917)= 0,1375
0,0458 ~ 0,0458

Interpolando:

Abscisas Areas Abscisas Areas
(2> 10917) 01379-01357 109-11 00022 001
2> =X x-01357 10917-11 x-01357 0,0083

0,0022 . 0,0083
0,01

x = 01357 + = 0,1375
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MUESTREO ALEATORIO SIMPLE. DISRIBUCION DE LA DIFERENCIA DE PROPORCIONES
MUESTRALES.

8.- Se sabe que los sdbados por la noche un 70% de los conductores superan la tasa de
alcoholemia permitida por la ley. Sin embargo esta cifra se reduce a un 40% los
domingos por la noche. Durante un fin de semana, se quiere realizar un control de
alcoholemia y comparar los resultados de los dos dias. Se decide elegir al azar 40
vehiculos de los que circulan el sdbado por la hoche y 35 del domingo. Calcular la
probabilidad de que la proporcién muestral de conductores que superan la tasa de
alcoholemia permitida por la ley haya descendido mds de un 10% del sdbado al domingo.

Solucion:

Sean las variables poblacionales:

X ="tasa de alcoholemia sdbado”, con p, = 0,7
Y = "fasa de alcoholemia domingo”, con p, = 0,4
A X Teorema Central Limite A Pxq
Py =— I r mi N pxeN[px, X XJ
r‘X nX
A Y Teorema Central Limite A Pyq
Py=— r r mi N pyeN[py, y yJ
Ny Ny

[ﬁxiﬁy]ew[[pxipv]; J(pﬁjxl{p;jy]}

siendo las muestras: n, =40, n, =35

[5x - f’y]e N[[Oi -0,4]; \/[0’74'00’3] + [0’43'50’6] ] = N(0,3;0,11)

0,1-0,3

T11 )=P(z>—1,82)= 1-P(z> 1,82)= 1-0,0344 = 0,9656

P(Px-Py> 0,1)=P[z>
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9.- Segln los resultados de un estudio exhaustivo de la poblacion un 80% de las
mujeres entrevistadas afirman utilizar algin producto cosmético todos los dias,
mientras que en el caso de los hombres este porcentaje en la actualidad asciende 55%.
Una pequefia firma de cosmética se plantea sacar al mercado una crema hidratante de
uso especifico para hombres, pero antes de crear esa nueva linea de negocio, decide
realizar su propia encuesta sobre una pequefia muestra aleatoria: selecciona a 50
mujeres y a 60 hombres y les pregunta sobre sus hdbitos cosméticos. Calcule la
probabilidad de que la diferencia entre la proporcién de mujeres que utiliza cosméticos
respecto a la proporcion de hombres que los utiliza sea inferior al 20%.

Solucidn:

Sean las variables poblacionales:

X ="mujeres utilizan algin producto cosmético”, con p, = 0,8
9
Y ="hombres utilizan algtn producto cosmético”, con p, = 0,55
g y
b _X Teorema Central Limite | By eN[pX, qux]
ny Nx
B, _Y Teorema Central Limite | B, eN{py, PyQyJ
Ny Ny

[f)xiﬁy]e N[[px J_rpy]; \/[pqu]_k[p;,]qy] ] siendo las muestras: n, =50, n, =60
x y

5. - By ]~ N[[ 08 - 0,55]; \/(0'85'00'2] + [0'556'00'45] } = N(0,25; 0,0856)

0,2-0,25

0,0856 ] =P(z<-058)= P(z> 058)=0,2810

Pl(Be -5, < 0,20]=P[z<

Como la P [(ﬁx - f)y) > 0,20]: 1-0,2810 = 0,719 es bastante probable, se aconsejaria

sacar el producto del mercado.
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CALCULO DE PROPIEDADES BASICAS DE LOS ESTIMADORES (INSESGADEZ y EFICIENCIA)

10.- La variable aleatoria poblacional "renta de las familias" del municipio de Madrid se
distribuye siguiendo un modelo N(u, o). Se extraen muestras aleatorias simples de
tamario 4. Como estimadores del pardmetro i, se proponen los siguientes:

X1+2X2 +3X3
6
X3—4X>
=——

B =t
[an
Il

>
N

3=X

=]

Se pide:
a) Comprobar si los estimadores son insesgados
b) ¢Cudl es el mas eficiente?
c) Si tuviera que escoger entre ellos, ¢cudl escogeria?. Razone su respuesta a partir
del Error Cuadrdtico Medio.

Solucién:

a) Un estimador 6 es insesgado (o centrado) cuando se verifica E(6) =6

= %E[xl +2X> +3x3] =

n X1+2X2+3X3
E(ii) = E{ 5

= %[E(X1)+2E(X2)+ 3E(X3)] = %[6u] =u

_4
E() = E[Xl_—;z} = -2 Elxi-ax] = - S [E - 4E(x0)]
1
= —5[—3u] =p

E(i3)

E{x1+x2+x3+x4}

2 =%E[X1+X2+X3+X4]=

e B+ B +E(x )] = S [an] =0

Los fres estimadores son insesgados o centrados.

b) El estimador mds EFICIENTE es el que tenga menor varianza.

V[X1+2X2+3X3] =

<
=4
—

Il

Vv X1+2X2+3X3 1
6 ~ 36

1 _ i[ 2]_E 2 _ 2
— [V(x1)+4V(x2)+9V(x3)] = ¢ [140? |- S202 =039
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v[a,] = v[xl:—;’xz} - év[x1—4x2] - %[V(x1)+16V(x2)]=

L [170‘2 ]=£c2 =1,89o'2
9 9

= %V[x1+x2+x3+x4] =

<
=t
w

Il

X1 +X2+X3+X
FEELELE Y

%[V(xl) FV(x2)+ V(x3)+V(xa)] = % 402]=icz=0,2502
El estimador fi; es el mds eficiente.

c) Escogeria el estimador que presentase menor Error Cuadratico Medio (ECM)

EECM(6)=E(é—e)2 = V() + |E®)-6 sesgo b(8) = [E(6) - o]
sesgo
SiE@)=8 = ECM(®)=V(®)

T
insesgado

Como los fres estimadores son insesgados (centrados), me decido por el que
menor varianza presenta, puesto que coincidird con el que menor ECM tiene, es
decir, escojo el estimador i3

Adviértase que si el estimador 6 es insesgado: ECM(6) = V (6)
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ESTIMADORES SESGADOS: CALCULO SESGO Y ESTIMACION PUNTUAL

11.- La variable aleatoria X representa los gastos mensuales de una empresa, cuya
funcién de densidad es f(6, x)=0x? "1 con 650 y O< x < 1. Se realiza una m.a.s. de

tamaiio 3, y se proponen fres estimadores:

6, =%
2 2 2
X1 +2x2 +3x3

6
a X3—2X1+4X2
03 6

D>
N
|

a) Calcule los sesgos
b) Si la muestra que se obtiene es (0,7 ; 0,1 0,3), calcule las estimaciones

puntuales.
c) ¢Cudles son las funciones estimadas para las estimaciones anteriores?

Solucidn:

Un estimador 6 es insesgado (centrado) cuando E(8)=6.
Un estimador 6 es sesgado cuando E(6) = 6 + tl@ = b(d) =E() -0
sesgo
X = "gastos mensuales de la empresa”
f0,x)=0x?"1con 650 y 0<x<1 mas.conn=3

e Sesgo del estimador 6, = x

= % E[x1 + Xy + x3]= % (3p) =p (media poblacional)

A _ a X1 +X>» +X
6,=X = E@B,)= E{#}

3

ohae p = x f(x,0)dx=|_xf(x,0)dx=|_x0x"""dx=|,0x"dx-= =
H J.—°° J.O '[0 IO 0+1 |, 6+1
El sesgo: b(8;) =E(8;) — 6= —> _p-_ 9’
0+1 6+1

. x% +2x§+3x§

e Sesgo del estimador 6, = c
x% +2x§+3x§
A 3 _ 1 2 2 2y |_ 1 _
E(0,)=E = — | E(x7]) + 2E(x3) + 3E(Xx3) |= Z(6ap)= ap (¥
6 6 , . y — 6
o2 o2 o2

donde a, es el momento de orden 2 respecto al origen.
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oy = E(x?) =j'j°°ox2 f(x, 0) dx=j'01x2 f(x, 0) dx=J';x26 x9-1 dx=.|'éexe+1 dx =
o x2 1 0
- 0+2 0_ 0+2
entonces,
2 2 2
R X1 +2x5+3X3 1 R R , 0
E(62)= E = = | E(x]) + 2E(x3) + 3E(x3) |= oz =
6 6 — — — 0+2
a2 a2 a2
El sesgo: b(dy) = E(6,) ~0= 0 —g- -9+
+2 0+2

X3—-2X1+4X>

e Sesgo del estimador 65 = 5

~ X3—2X1+4X2 1 1 1
E(@3)=E = =-E -2 4 = —Bu)==
(63) [ 6 5 [Xs X1+ Xz] 6( H) S
1
© 1 1 0-1 1 0 9Xe+1 0
= x f(x,0) dx=|_x f(x,0) dx=|_x 0x dx=|_0x"dx= =
=l IO IO J.O 6+1 |, 6+1
A A 1( o 202 +6
El sesgo: b(63) =E(63) -6 == _p=-2"_*°
g9 (63) =E(63) A 20+ D)

b) Si la muestra que se obtiene es (0,7 ; 0,1; 0,3), calcule las estimaciones puntuales.

~0,7+0,1+0,3

) =0,367
1 3
2 2 2
02=0,7 +2.0,é +3.0,3 ~0,13
63=0’3_2'0é7+4'0’1=—0,117 > no puede ser, puesto que 6> 0

c) ¢Cudles son las funciones estimadas para las estimaciones anteriores?

6, = f(0,367,%x) = 0,367 x*367-1 - 0,367 x~ 9633
6, = f(0,13,x) = 0,13 x¥13-1 _ 0,367 x~ 087
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CALCULO EFICIENCIA RELATIVA Y ERROR CUADRATICO MEDIO

12.- Sea una poblacién con media p de la que se extraen m.a.s. de tamatio n. Considere
los siguientes estimadores de la media:

R _ n

H1=X Z

a) Estudie la insesgadez, la eficiencia relativay la conS|sTencia de ambos
estimadores.

b) Elija uno de los dos en término del error cuadrdtico medio.

n+1

Solucién:

a) Insesgadez

“Un estimador é es insesgado (o centrado) cuando se verifica E(6) =6
-Un estimador & es sesgado cuando E(§) =6+ b(8) = b(8) = E(B) -0
: sesgo sesgo

§Un estimador § es asintdticamente insesgado si su posible sesgo tiende a cero al
: aumentar el tamafio muestral que se calcula: lim b(8) = 0

N—

E@1) = E®) = ECG3x) = T E(Ix) = = YEX) = = (W) = &
i=1

i=1 i=1 n
b(ii;)=E(@y) ~p=p-p=0

A 12 1 n
E = Xi) = —E(Y'x;) = —— —
(f2) F2X) = g B = Z () = — () = 5
— 0 cuando 'n' aumenta
f—/%
~ ~ np np-nNp-—p H
b =E —u= —p= —— 7 = _ -
(h2)=E(io) - n 1 M 1 1

_ sesgado
asintoticamente

e FEficiencia

.Sean 8, y 6, dos estimadores insesgados de un pardmetro desconocido 6.

Decimos que 6, es mds eficiente que 6, si se verifica que Var () < Var(,)

ELa eficiencia relativa se mide por el ratio: Var(91)

Var(6;)
A 18 1 1 2

Vi) = VOO = V(3 = _Zzi (xi) = =5 (no?) = °—

V(d _ 1 n - n 2y _ n
(h2) (n 1 Xi) = (n+ hen)? 2 Z (xi) = o 1)2( o 0in?°
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Var(iy) o2/n _(n+1)?
Var(i;)  ne?/(n+1)2 n?2
El estimador [i, tiene menor varianza, por lo que es mds eficiente que fi,

eficiencia relativa =

>1 > Var(nq) > Var(iy)

e Consistencia

Un estimador § consistente es un estimador asintéticamente insesgado cuya var'lanza
‘ruende a cero al aumentar el tamano muestral.

; lim E(®) =6
‘El estimador 6 es consistente cuando {"?%°

: lim v(@)=0
: n— o

lim E(fi1) = lim E(X)=p
n—oo n—>o B
fi= 2 es consistente

lim V(ig) = lim S _o
n—o>ow N

lim E(iy) = lim ( 1 ):u
n— o n— o n+1 i
es consistente

Ho= n X
I|m V()= Ilim |—oc“[=0
"2 n—w (n+1)2

c) Elegir uno de los dos en término del error cuadrdtico medio.

‘El Error Cuadrdtico Medio (ECM) de un estimador 6 viene definido:
: 2

ECM@®)=E®-0)%2= V(®) + |E®)-0 sesgo b(@) =E(6) -6
sesgo
Si E(0)=6 = ECM(8) = V(0)
W)=Y
insesgado
2 0,2
ECM(iy) = V(o) + [b@))* = S—+0=2-

2 2 2
No™ +p
HJ = ——

ECM(i ) 2

V@) + [b@al? = et [n+1

El estimador [i; serd el que presenta menor ECM cuando ECM(ji;) < ECM(fi ;)

En esta lineg,

2 2 2 2 2 2 2 2
c” . No"+u” _ no + n - 9" _ no < n
n

n = (n+1)? (n+1)? (n+1)? (n+1)%2 = (n+1)?
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2n+1

2n+1

(n+1)2c52—n2<y2 uz N (n+1)2—n2
n(n+1)2 T (n+1)?
2
:>2n+1 ZS 2:2n+1 < Bno
n n 2

< B s [i; seelige antes que {i,

> B_ s [, seelige antes que ji;
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CALCULO INSESGADEZ E EFICIENCIA

13.- El peso en kilos de los jamones vendidos por una empresa sigue una distribucion
normal con varianza 4 y peso medio desconocido. Se conoce que el peso medio de los
Jjamones vendidos es superior a 5 kg, y se toman m.a.s. de tamafio 4 para estimar 6.
¢Cudl de los dos estimadores seria el mejor respondiendo a la insesgadez y eficiencia?

é X1+X2+X3 é X1+X2

Solucién:

- Un estimador es insesgado (centrado) si E(8) = 8
Un estimador es sesgado si E(8)=6+b(8) +— b(6) =E®B)-0
sesgo

La v.a X; ='peso en kg de los jamones' sigue una distribucién normal de varianza 4
Para estudiar la insesgadez de los estimadores hallamos sus esperanzas:

X1+X2+X3

L4 E(el) = E|: 2

}= %[E(x1)+E(X2)+E(Xz)] = %9

El sesgo del estimador 6, serd: b(6;) =E(6,)-6= %e -0=--90

1
4

° E(éz) = E[M}

1 2
- =E[E(X1)+E(X2)]=§9=e

El estimador 6, es insesgado, b(f,) =0
Atendiendo al sesgo se elige 6 ,

- Para analizar la eficiencia relativa de los dos estimadores se calculan las
respectivas varianzas

A X1+ X5+ X
V(by) = V[#} 1

4 — V(X1+X2+X3)

= Ve + v + V)] =

las observaciones
son independientes

V(Xi)=4
- 1,123
16 16 4
V(Xij=4
n X1+ X> 1 1 - 1
V@2 = V[oSE = 2] VX4 Xa) | = Z[V(x1)+V(x2)] = 28=2

—_—
las observaciones
son independientes

Respecto a la varianza se elige el estimador §; por ser el de menor varianza.
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Muestreo aleatorio simple
Tenemos propiedades contrapuestas, de modo que el estimador insesgado 6, es el de
mayor varianza. Elegiremos el estimador en base al error cuadrdtico medio (ECM):

2 2
A 3 0 0 +12
ECM T = T-*
(61) 4+[ 4) 16

ECM = Varianza + (sesgo) ? =
ECM(6,) = 2+0 = 2

Se analiza cuando es mayor el ECM del primer estimador 6,: ECM(8) > ECM(8)

02 +12

T 62>20 = |0|>+20~4,47

Si 6 es en valor absoluto mayor que 4,47, el error cuadrdtico medio de 6, es mayor, con

lo que se elige el estimador 6.

Como sabemos que el peso medio de los jamones es superior a 5 kg, no queda duda que
el estimador a elegir (con menor error cuadrdtico medio) es 6.
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14.- La distribucion del peso de las manzanas de una determinada cosecha sigue una
distribucién normal, cuyo peso medio es desconocido y cuya desviacién tipica es 7
gramos. Se pide:

a) Analizar cudl de los estimadores fi;, fi, del peso medio es mejor respecto del
sesgo Yy de la eficiencia, para una muestra aleatoria simple de tamatfio cinco.
5
2 X

b) Si a1=i=15 Y fip=Xi+ 2X,+ 3X3- 4X4- X5, obtener los pesos medios

estimados a partir de la siguiente muestra (125, 135, 130, 137, 142).

Solucidn.-
a) El peso de las manzanas sigue una distribucion N(u, 7)
Calculamos las esperanzas de los estimadores para analizar el sesgo de los estimadores

5

5 15 E(XL)ZU )
E(fiy) = E[in/ﬂ = EE[ZXJ = EZE[Xi] = $Gw=u
i-1 i i-1

E(fi2) =E(X1+2X5+3X3-4X4-X5) = E(X1)+2E( X;)+3E( X3)-4E(X4)-E(Xs) =
= M+ 2P+ 3p-4p-p=yp

Los estimadores i, fi, son insesgados (centrados).
b) Para analizar la eficiencia de los estimadores calculamos sus varianzas:

V(Xj)=72
49

F oA TR 0 T % P
' =i 25 |&7| T s ETY 25 5

V(|:lz)=V(X1+2X2+3X3—4X4—X5) = V(X1)+4V(X2)+9V(X3)+16V(X4)+V(X5) =
= (49)+ 4 (49) + 9 (49) + 16 (49) + (49) =31 (49) = 1519

Como los dos estimadores son insesgados y V (ji;) < V(fi,) se elige como mejor el
estimador fi;, que es el peso medio de la muestra de las cinco manzanas.
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15.- Supongamos que la distribucidn de ingresos de una cierta poblacion es una variable
aleatoria con media p desconocida y varianza c* también desconocida. Si queremos
estimar el ingreso medio de la poblacién mediante una m.a.s. de famafio n, respecto de la
insesgadez y de la eficiencia. ¢Cudl de los dos estimadores elegiriamos?

ZX ZX

n-1 n

R =
—
-s:>

Solucidn:

e Un estimador es insesgado (centrado) si E(8) = 6
Un estimador es sesgado si E(8) =0+ b(d) tl@ =E(0)-0

sesgo

La v.a X; ='ingresos de cierta poblacion” sigue una distribucién normal N(y, )

Para analizar el sesgo de los estimadores, hallamos la esperanza:

n

E(a1)=E(ZXi/n—1)=ﬁE(in>=ni SEX)= 1o (="
i=1

=) -1

El sesgo del estimador {i; serd: b(i;) =E(fi1)-p= ﬁp, p= Llp

. n 1_,0 L 1
E(i2) = E(in/n) =—EQX)==2EX)==(p)=p
i=1 n i3 nia n
El estimador i, que es la media muestral, es insesgado (centrado).

e La eficiencia de los estimadores se analiza a través de su varianza:

n0'2

2 _
(ne )_(n—1)2

VX

(—1>2 577 ;- 1>2

V(ﬁ1)=V(ZXi/n—1)— Z (X
i=1

1
" (n-1)2

2

V(i) = V(zxi/n)= LVEX) == TVX) = =5 (o?) = <
i=1 n i=1 nia n n

El estimador mds eficiente serd el de menor varianza. Comparando las varianzas de los

estimadores:
2 2
n o nNo
V(iz)= - <

(n-1)2

2

=V(ji;) puesto que (n—l)2 <n

El estimador fi,, que es la media muestral, es el mejor tanto al sesgo como a la

eficiencia.
COMPRENSION DE LA VEROSIMILITUD
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CALCULO DE LOS ESTIMADORES MAXIMO VERSOSIMILES. PROPIEDADES

16.- Una urna contiene bolas blancas y negras. Sea p la probabilidad de extraer una
bola blanca cuando se realiza una extraccion al azar. Asociado a este experimento
aleatorio tenemos la variable aleatoria X que puede tomar los valores:

X = 1si la bola extraida es blanca
X = 0 si la bola extraida es negra

La distribucién de probabilidad serd una B(1; p): P(X=x) = p*(1-p)}™

Se selecciona una muestra aleatoria con reemplazamiento de tfamafio 3 (x;, x,,X3),
siendo x; la variable aleatoria a la extraccion i-ésima, y suponemos que ha resultado la

siguiente relacién (B, N, B). Como el pardmetro p es desconocido pretendemos saber,
entre los valores, p=0,65y p=0,73 qué valor hace mds probable la aparicion de dicha
extraccion.

Solucion.-

P(B) = p

Si la muestra (B, N, B) es independiente, siendo {P(N) _1-p

P(B,N,B) = PBANAB) = P(B).P(N).P(B) = p.(1-p).p = p2. (1-p)
p=065: P(B,NB) = 0,652.0,35 =0,1479

entonces
p=073: P(B,N,B) = 0,732.0,27 =0,1439

Resulta mds probable (p = 0,65), siendo mads verosimil.

'FUNCION DE VEROSIMILITUD DE LA MUESTRA.- Sea (X1, --,X,) uha muestra
éaleafor‘ia de una poblacion X con funcién de masa (o funcién de densidad f4) donde
. 8=(8;, -~ ,6,). El estimador de mdxima verosimilitud de 0 es el formado por los

‘valores (8, - ,8,) que maximizan lo que llamaremos funcion de verosimilitud de la
_muestra (xy, -, x,) obtenida:

P(x1,0)--P(xp,,0) caso discreto

L®) = L(xq1, -, Xp;0) = {fe(xﬂ“'fe(xn) caso continuo

Si consideramos la m.a.s. (x1, x»,x3), siendo las variables aleatorias x; independientes,

tomando los valores 0, 1, con distribucién B(1, p), la distribucién de probabilidad
asociada serd:
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1-x1

P(x1,P) p*l(1-p)
P(X2,p) = P(X=x3) = p*2(-p)' 2

P(X=X1)

xi=1,0 seabolablanca o negra
P(X3 r p)

1-—
P(X=x3) = p 3(@1-p) 3

La funcidn de verosimilitud sera:

3
L) = [TPxip) = p*ta-p) L. p*2-p)' *2.p 2 a-p)" 2 =
i=1

_ pX1+X2+X3(1_p)3—(X1+X2+X3)

En la muestra (B, N, B) el valor que toma la funcién de verosimilitud sera:

L(p) — p1+0+1(1_p)3—(1+0+1) — p2' (l—p)
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17.- Un atleta olimpico de salto de altura se enfrenta a un listén de 2,3 metros. Su
entrenador desea estudiar el comportamiento del saltador. Sabe que el nimero de
saltos fallidos por hora es una variable aleatoria distribuida como una Poisson de
pardmetro A.
a) Calcular el estimador mdximo verosimil del pardmetro A.
b) Analizar sus propiedades.

Solucidn.-

a)

gFUNCIéN DE VEROSIMILITUD DE LA MUESTRA (EMV).- Sea (x4, -, x,) una

‘muestra aleatoria de una poblacién X con funcién de masa Py (o funcién de densidad f,)
:donde 6=(84, - ,0,). El estimador de mdxima verosimilitud de o es el formado por los:

-valores (81, - ,8,) que maximizan lo que llamaremos funcidn de verosimilitud de la
‘muestra (x;, -,x,) obtenida:

P(x1,0)--P(xp,,0) caso discreto

L(®) = LX;®) = L{x1, -+/Xn;8) = {fe(xl)---fe(xn) caso continuo

§En muchas ocasiones, la forma mds cémoda de encontrar el estimador de maxima
tverosimilitud es considerar [InL(8)] en vez de L(8), ya que es mds fdcil de manejar y

:presenta los mismos mdximos y minimos, y despejamos 6= (81, - ,8,) de la ecuacién:
8inL(0) 0
960

Sea la v.a. X = 'ndmero de saltos fallidos por hora'

En la distribucién de Poisson: P(X = x) = ’)‘(_)(' e {\E/((i(();;

En una muestra aleatoria simple de tamafio n, la funcion de verosimilitud L (X, 1):

n
-
n ?»Xl kxn kigi I
L) = L(X,A) = JIP(xi, &) = e e = e Nt
) 1! Xp! n
H Xi!
i=1
Xj Xi
A=l -ni A=l -ni ;Xi 4 -nA
L(X,A) = p e = InL(X,A) =1In ; e =In(Ai=1 )—-In(J xi") + In(e™"*) =
H Xi! H Xi! i=1
i=1 i=1

n n
= Yxi;LnA - > Ln(x;!) - nA
i=1 i=1
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n n
InL(X, ) = Y¥x;Lni - D Ln(x;!) — na
i=1 i=1
>
X
n n . I
8InL (X, 4) _ inl —h=0 = 4 = izt - X
S =1 A n

Lo que nos dice que el Estimador de Maxima Verosimilitud (EMV) del pardmetro a
vendria dado por la media muestral: EMV (1) = X

b) Analizar las propiedades

o TInsesgadez
El estimador seria insesgado (centrado) si E(i) = &

2 n 1 1
T\ i=1 _ - Y & N~ _
E@) = B[ =—| = TE(Ex)=1 T EKX)= = ()= A

e Eficiencia

:Para que un estimador sea eficiente tiene que ser centradoy de varianza minima.

ELa varianza minima se analiza en virtud de la acotacidn de Cramer-Rao:
: 1

2
nE[SInf(x, x)}
9

V() > acotaciéon de Cramer - Rao

X

Ahora bien, f(x,1) = %e"‘

Inf(x,A) = In [Z‘(—X' e"“} = XInA - In(x!) = A

8Inf(x,2) _ x _ 1 - X — A
92 Y Y
8inf(x,1)]? x-2]% 1 1 1 A1
[M} [k} xz()xz();ﬁ() Y
: . 1 A
En consecuencia, V() > —5 ==
ni
A

El resultado nos dice que el menor valor de la varianza del estimador seria A/n.
A _ A .
A =X (calculado por el EMV). Sabemos V(xX) = = lo que muestra que el estimador

empleado es eficiente.
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n

_ N A
V(x) = V(%F 2 V(Xi) = —5 (n}) =

e (Consistencia

§Un estimador i consistente es un estimador asintéticamente insesgado cuya varianza
:tiende a cero al aumentar el tamafio muestral.

lim E(R) = A

‘El estimador A es consistente cuando {"”* .,

: - lim V(A)=0
N— o

lim E(R) = lim A =2

Nn— o Nn— o
. N A
lim V(A)= lim ==0

n—ow n—o N

El estimador 4 es consistente
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18.- En una gran piscifactoria hay una proporcién desconocida de peces de una especie
A. Para obtener informacion sobre esta proporcion, vamos a ir sacando peces al azar.

a) Sila proporcidn de peces de la especie A es p., ¢cudl es la probabilidad de que el
primer pez de la especie A sea el décimo que extraemos?.

b) Tres personas realizan, independientemente unas de otras, el proceso de sacar
peces al azar hasta encontrarse con el primero de tipo A:
- La primera persona obtiene el primer pez tipo A en la décima extraccién.
- La segunda persona obtiene el primer pez tipo A en la decimoquinta extraccion.
- La tercera persona obtiene el primer pez tipo A en la decimoctava extraccién.

Escribir la funcion de verosimilitud y obtener la estimacién de maxima verosimilitud de
la proporcion p.

Solucidn.-

El objetivo fundamental del ejercicio es estimar, por maxima verosimilitud, el
pardmetro p = "proporcion de peces de la especie A".

a) P(primer pez tipo A en la décima extraccién) = (1-p)° p
b) La funcion de verosimilitud L(p) = P(Resultados muestrales obtenidos)

L(p) = P(primer pez tipo A en la décima extracciony primer pez tipo A enla
decimoquinta extraccion y primer pez tipo A en la decimoctava extraccion)

L) =(a-p2p)(a-p¥p)(a-pYp)=a-p*p3
log[L(p)]=log((L-p)**p® ) = log(L - p)** + logp® = 40 log(t - p)+3 logp

log[L(p)] -40 3 ~ 3
dp _1—p+p_O ~ PT23
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19.- Las personas de un pais se clasifican segln dos caracteristicas: color de los ojos
(claros u oscuros) y sexo (hombre o mujer). Las dos caracteristicas son independientes.

a) Obtenemos una muestra al azar de la poblacién con los siguientes resultados:
- 200 mujeres con ojos claros
- 150 hombres con ojos claros
- 350 mujeres con 0jos oscuros
- 300 hombres con ojos oscuros

Obtener la estimacién de mdxima verosimilitud de p = P(hombres) y q = P(ojos
oscuros)

b) Si tomamos 8 personas al azar de ese pais, ¢cudl es la probabilidad de encontrar
alguna mujer de ojos oscuros?. Y si la muestra que tomamos es de 200 personas,
¢cudl es la probabilidad de que haya mds de 60 mujeres de ojos oscuros?

Solucidn.-

a) Las probabilidades de los cuatro posibles resultados muestrales son:

P(mujer con ojos claros) = (1-p)q
P(hombre con ojos claros) = pq
P(mujer con ojos oscuros) = (1-p)(1-q)
- P(hombre con ojos oscuros) = p(1-q)

La funcién de verosimilitud L(p, q) = P(resultados muestrales obtenidos)

L, @)= (@-p)a)*® (pa)™* (@-p)1-0))*° ((PA-0))>* =p*° (1-p)*° q3*0 (1-)**°
log L(p, q) = log(p 45 (1 - p)>5° 350 (1- q)®50)= 450 logp + 550 log(1 - p) + 350 logq + 650 log(1 - q)

8log L(p, q) _ 450 550 _

0 — p=045

3p p 1-p
38log L(p,q)=350_ 650 0 > §=035
3q q 1-q

b) Conocemos que P(mujer con ojos oscuros) =(1-p)(1-q) = 0,24

La variable aleatoria X = "nimero de mujeres con ojos oscuros, entre 8" sigue una
distribucién binomial B(n = 8; p = 0,24)

PX>21)=1-P(X=0)=1- [g] (0,24)° (0,76)8 = 0,89
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La variable Y = "nlimero de mujeres con ojos oscuros, entre 200" sigue una

distribucién binomial B(n=20;p = 0,24), que por ser el famafio de la muestra grande
(n=200)y p no préximo a cero (p = 0,24) aproximamos por la distribucion normal

B(n=20;p=0,24)~N(u=np=48;0=4npq =,200(0,24)(0,76) = 6,04)

Y - 48 S 60 -48
6,04 6,04

P(Y > 60) = P[ ] = P(z > 1,99) = 0,0233
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20. - Calcular el estimador maximo verosimil del parametro 'a’ de las siguientes
funciones:

a) f(x; a) = a?

e “@ siendo x > 0 en muestras aleatorias simples de tamafio n.

b) f(x; a)=ae ™ para x>0, a> 0 en muestras aleatorias simples de tamafio 2.
Solucién.-

2

a) f(x;a)=a“e @ donde x>0 enm.a.s.de tamafio n

La funcidon de verosimilitud

L=L(Xxy, X2, - ,Xp;a)=(a%e 31).(a%2e 3*2)...(a%e @n)=a2Ne i=!

n
—-a Y X

. i n
aplicando logaritmos neperianos: log L =log (a 2ng =l )=2nloga-a ¥ x;
i=1

derivando respecto de 'a’ e igualando a cero:

n
d(IogL):@_inzojé: 2n :%
da a j=1 X

Q»
[
x| N

b) Sea f(x; a)=ae " para x>0, a>0 enm.a.s. de tamafio 2
La funcién de verosimilitud L=L(x1, X5 a)=(ae ~3%1).(ae"3%2) = a2 e 301+x2)
aplicando logaritmos neperianos: logL = log (a2 e ~3(*1+X2)y _ 2joga - a(x; + X5)

derivando respecto de 'a’ e igualando a cero:

d(logl) _2 _ _ a2 1
e = (X{+X%X2)=0 = a= <
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21.- Sea la distribucion N(u; o), con media p conocida y varianza desconocida.
Calcular la estimacion mdximo-verosimil de la varianza en muestras aleatorias simples
de tamatiio n.

Solucidn.-

La funcidn de verosimilitud es:

_Oa-w)? _0e-w? _(a-m)?
2 2 2
L(X;u,02)=;e 2o 1 e 20 vl e 20 =
2no2 2102 2102
2 (xi-n)2
_i=1
— 1 e 2 6?2
n n

2m)?2 (c?)2

tomando logaritmos neperianos, se tiene:

n
(% - )
i=1

1 2 6? n
2 o2

log [L(X; W, 02)]= log - —e =5 Iog(Zn)—g |Og(o'2)—
(2m)2 (c2)2

y derivando respecto a s’ e igualando a cero:
% (%~ )>
X- —_
d log [L(X; n, 02)] i§1 F
do 20 20
n
(X - p)?
como o2 > 0, el estimador mdximo verosimil de o2 serd: &2 = %

Conviene observar que el estimador no es la varianza muestral, dado que las
desviaciones de los valores muestrales lo son con respecto a la media poblacional p y no

respecto a la media muestral X.
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22.- Sea la distribucion N(u; o), con la mediay varianza desconocidas. Calcular los
2

estimadores mdximo-verosimiles de p y o

Solucién.-
La funcién de verosimilitud es:
_(a-w)? _(xp-m)? (Xn-)?
2 2 2
L(X: p, 62) = 1 e 20 1 e 20 1 e 20 _
2o’ 2o’ 2o’
2 (x-1)>
_i=1
— 1 e 2 62
n n
(2m)2 (c%)2
tomando logaritmos neperianos, se tiene:
3 (x-1)2 n ,
, 1 —7'=12 5 0 0 , 'Zl(Xi - u)
. _ (o3 _ - I — |=
log [L(X, n, o )]_Iog n n e =5 log(2 =) > log(c“) P
(27m)2 (c2)2

y derivando respectoa p vy s, e igualando a cero

n
Z(Xi—n)
9 log [L(X; M 0'2)_=i=1 | -0
Su o2
%(x; - )2
X._
9|og[|_(x;u,02)]=_ n_ i " _0
96?2 262 264
n _
3 (x; - X)?
p=xXy &%=l - o5

resolviendo el sistema resulta:

Los estimadores maximo-verosimiles de p y o2 son la media y la varianza muestrales.
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Muestreo aleatorio simple
CALCULO DE ESTIMADOR POR EL METODO DE LOS MOMENTOS

23.- Sea una poblacion definida por:

1-9
P(E=-1)=2_Y
(& ) >
0+ 0<6<«1
P =O=
€=0="" [ gcn<1
1-2
P =1 = —
(c=1)=13

J

Estimar los pardmetros 6 y % por el método de los momentos, estudiando si son
insesgados.

Solucion.-

METODO DE LOS MOMENTOS - El procedimiento consiste en igualar momentos
poblacionales respecto al origen (a,) a los correspondientes momentos muestrales

respecto al origen (a.), formando asi tantas ecuaciones como pardmetros

poblacionales se pretenden estimar:

n
2x
ay1= EX)=p = &1=a1='=1n =X
n
2%}
o) = E(Xz) = &2=a2='=1n
2 r
2%
ar= E(X") = &r=ar=%

Puesto que hay que estimar dos pardmetros hay que calcular los dos primeros
momentos.

momentos poblacionales

ar = p = E@E) = Tx;PE=x)) = (-1) [1‘79]+ (0)[9;’% 1) [1‘7"] -2
ay = EE?) = Tx2 PE=x)) = (-1)? (1‘79) + (0)2 (95"] v ()2 [1;’”) - 23k
momentos muestrales
Zxi >x?
a; = X = ln a; = ln
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Muestreo aleatorio simple

<x1=a1:>—=i 0- A= 2X .
0- A= 2X A= 1—a2—i
—9—7\,=232—2 é: 1_a2+i

2-0-1
ay = dy = 5 =62:>—9—)\.=262—2
e Insesgadez
Un estimador 6 es insesgado (o centrado) cuando se verifica E(6) =6

E@) = E(1—a,+%X) = 1—E(@5) +E(X) = 1l—oaoy + p= 1—[2‘3‘7‘j+ [957‘) -0

= A

)

N

E(R) = E(1-a,-X) = 1-E(@2)-E(X) =1-ay- p= 1_[2—2—%]_ (9

Los estimadores 6 y A son insesgados.
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Muestreo aleatorio simple
CALCULO DE ESTADISTICOS. FUNCION DE DENSIDAD

24 .- Una muestra aleatoria (X,, --- ,X,) de la poblacion tiene como funcién de

-1 ;
densidad fg (x) = {Bx si xe (0,1) 4,0
0 en el resto

a) Hallar un estadistico suficiente
b) Estimador de mdxima verosimilitud de 0
c) Estimador de 6 por el método de los momentos

Solucidn.-

a)

:Un estimador 8 es suficiente cuando no da lugar a una pérdida de informacién. Es :
: decir, cuando la informacién basada en 8 es tan buena como la que hiciera uso de toda:
la muestra. :
éPara identificar estadisticos suficientes se utiliza el teorema de factorizacién, que
édice que dada una muestra aleatoria (x;, --- ,x,) de una poblacion X con funcién de

Emasa P, (o funcién de densidad f,) un estadistico 8 es suficiente para 0 siy sélo si:

Pg (X1, =+ ,Xp)= g[é(xl, ,xn),e].h(xl, o, Xn) caso discreto

fo (X1, = ,Xp)= g[é(xl, ,xn),e].h(xl, e, Xn) caso continuo

:Para encontrar un estadistico suficiente & hay que factorizar la funcién de
i verosimilitud de la forma:  L(8) = g(8, 8) . h(x1, - ,xp)

L(8)= fg(x1) fglxy) - fglxp) = (Bx5 1) (Bx5 1) (8x8~1) = 8M(xy - x )81

Por tanto, 6=x4, - ,x,, es unestadistico suficiente.

b) L(® = 8"(xy - x,)%?
InL () = |n(e”(x1 xn)e‘l) —neM+in I x9=1 = i e”+i|n(xi9‘1)
i=1 i=1
INnL(8)= nInB + (86-1) gjln(xi) 8InL(®) _ n , Exi — 0 B=- n
i=1 99 =1 n
Y In(x;)

c) Se plantea la ecuacién E(X) =X
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x|

= E(X) = [ixfq(x)dx

Il
O =
X
[«
X
[==]
|

=
o
X

]
O

D
X

<=}
o
X

X

®+1) =06 = §=1

|
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Muestreo aleatorio simple

25. - Una muestra aleatoria (X1, - ,X;) de la poblacién tiene como funcién de
-Xx+6 ,

densidad fg(x) = {¢ si x>0
0 en el resto

a) Hallar un estimador por el método de los momentos de 6

b) Estudiar si el estimador encontrado en el apartado anterior es insesgado para
estimar el pardmetro 6

Soluciodn.-

a) Se plantea la ecuacién: E[X]= X

int egracion por partes

n

xfo()dx = [“x e *%dx =0+1 = b-%X-1

x = E[X] = [
b)  Un estimador es insesgado o centrado cuando su valor probable coincide con el
valor
del pardmetro a estimar. Es decir, E(6) = 0

E@) = E(X-1) = E(X)-1=(0+1)-1 =8

Ixe—x+6dx X(_e—x+6)_J‘_e—x+6dX _ _Xe—x+9 _ e—x+9 _
e [ ==
u dv u v v du
integracion _ _o(1+x
g = - (Q+x)e X+0 = _e-®
por partes eX
_ o (1+x)\”
[ xe X+0gx = —e e[ ] =1+0
0 X
€ 0
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Muestreo aleatorio simple

26.- Una muestra aleatoria (X1, - ,Xp,) de la poblacién tiene como funcién de
2 —0x .

densidad fq(x) = {9 X ¢ si x>0
0 en el resto

Hallar el estimador de mdxima verosimilitud de 6
Solucién.-

La funcidn de verosimilitud L(8):
-9 e
L(B) = fg(xq) fg(xy) - fe(xn)=(62x1e X1 )(82x2e XZ)... 62 x

_er.
—(Bx4+6x5 +:-+0x I
- p2n (X1 Xp) (6xy 2 n) _ 0

, [ .
LB) = 82" (xqy - xp) e =1 = InL®) = In[8%"(xq - x,) e i=1

n n n n
InL(8) = 2n)INB+ InJ][x; -8 ¥ x; = InL(B) = 2n)In68+ Y Inx; -8 ¥ X;
i=1 i=1 i=1 i=1

9 InL(6) 2n n A
3Ink®) _ 2n _ _ 0 8 -
96 5 .= =
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Muestreo aleatorio simple

27 .- El coseno X del dngulo con el que se emiten los electrones en un proceso
radioactivo es una variable aleatoria con funcién de densidad

1 2 -—1<x<1
Fo(x) = {1+ &%) X<1 4 get
0 en el resto
Consideremos una muestra aleatoria (X1, -~ ,X,)de esta variable aleatoria

a) Obtener el estimador 6 por el método de los momentos
b) Calcular la varianza de este estimador y demostrar que es consistente

Solucidn.-

a)  Seplantea la ecuacién E[X] = x

1
2 3
Y=E[X]=J'_11x1+exdx={x—+ex} =g = 8§=3%

2 > "6
b) V(8) = V(3X) = 9V (X) = 9@ _ %V(X)

2 3 4 1 2 2
VOO =E(X?) - QO] = 1) x? 22X ax - H ) {X_+6X } ) H _ 3-8
-1

ay_ 9 9 (3-6%|_3-67
de donde, V() == V(X)= = -
hde, V(8)=—V(X)= ~ 5 -
A lim E(6) =0
Para probar que 6 es consistente para estimar 6 es suficiente probar rl"?nwV(é) 0
I =
n—o

lim E(0) = lim E(3X) = lim 3E(§)=3E(X)=39=e
n— o n— o n— o 3

R _n2
lim V()= lim V(3%)= lim >=°

n—o nN—>o n—o

=0

Por tanto, queda probado que 6 es consistente para estimar 6
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INTERVALOS DE CONFIANZA
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Intervalos de confianza
CALCULO DE INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA MEDIA CON DESVIACION TIPICA
POBLACIONAL CONOCIDA Y DESCONOCIDA. CALCULO DEL TAMANO MUESTRAL PARA UN
INTERVALO DE CONFIANZA DADA LA AMPLITUD Y EL NIVEL DE SIGNIFICACION.

1.- El peso (en gramos) de las cajas de cereales de una determinada marca sigue una
distribucién N(u, 5). Se han tomado los pesos de 16 cajas seleccionadas

aleatoriamente, y los resultados obtenidos han sido:
506, 508, 499, 503, 504, 510, 497, 512, 514, 505, 493, 496, 506, 502, 509, 496.

a) Obtener los intervalos de confianza del 90%, 95% y 99% para la media poblacional.
b) Determinar cudl seria el famafio muestral necesario para conseguir, con un 95% de
confianza, un intervalo de longitud igual a 2 gramos.

¢) Suponiendo ahora que o es desconocida, calcular los intervalos de confianza para la
media al 90%, 95% y 99%.

Solucidn.-

a) Estamos situados en el caso de construir un intervalo de confianza para la media
poblacional u de varianza conocida 2 = 25. Sabemos que el intervalo de confianza de
nivel 1-a, viene dado por:

Error

media muestral 2z G 2
muestral  ———— (L. =27 ., -% 5 n=|[Z29%2% | | _iongitud o amplitud
— 1-a (X/2
_ [ + c ] An longitud
oW = X  *Zgp =

(o)
Error muestral=z ,, ——
Jn
16

£ 1-0=090 0=010 «2-=005  z,,= 1645

= g =90375 11_4-095 «=005 a2-0025 z,,-196
1-a-099 a=001 «2-0005 z,,- 2575

X|

Los intervalos de confianza solicitados serdn:

lo.00 () = [503,75 + 1,645 \/576} - [503,75 _ 1,645 —>_ 503,75 + 1,645 5}
’ 1

V16 V16

looo () = [501,69; 505,81] = P[501,69 < p < 505,81]=0,90=1- 0

10,05 (W {503,75 +1,96

> _>_ 503,75+ 1,96 i}

V16 V16 V16

loes (W) = [501,30; 506,20] = P[501,30 < p < 506,20]=0,95=1-a

:| = |:503.75 -1,96

looo (W = |:503,75 + 2575 —=—| = |503,75 - 2,575 = , 503,75 + 2,575 5i|

5
\/176}{ V16 V16

1090 (W) = [500,53; 506,97] = P[500,53 < p < 506,97 ]=0,99=1-«
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Intervalos de confianza

Si calculamos la longitud de cada uno de los intervalos de confianza tenemos:

L 0,00 () = 505,81 - 501,69 = 4,12\ E| primer intervalo de confianza es de menor longitud,
L 0,05 (W) = 506,20 — 501,30 = 4,9 y, por tanto, podria parecer de mas preciso, pero no
L 0.99 () = 506,97 — 500,53 = 6,44 olvidemos que su nivel de confianza también es menor.

b) La amplitud o longitud vendra dado por la férmula: I, (u)= [2 e %}
amplitudo) (o o) (o, o) _,, o _[2Z420° >
longitud ) o2 o2 )T 2 ~ | amplitud

2 (1,96)5 \?

siendo, n :( > j ~ 96 cajas de cereales

¢) Nos encontramos en el caso de construir un intervalo de confianza para la media
poblacional 1 de varianza poblacional desconocida, con muestras pequefias (n < 30).

El intervalo de confianza de nivel 1-a , viene dado por:

s l-a= 0,90 o = 0,10 t0705;15 = 1,753
l1_o(n) = [? 1t (/2).n1 Tﬂ 1-0=095 a=005 tggs:15=2131
l-a= 0,99 o= 0,01 t0’005;15 = 2,947

16

Y(xi-%X)?

cuasivarianza muestral s2-i=2__ _36037 s,~6 cuasidesviacion tipica

15

Los intervalos de confianza solicitados serdn:

logo (W) = |:503,75 +1,753 {503,75 -1,753 5 , 503,75 + 1,753 i}

V16 V16

P[501,12 < u < 506,38]=0,90=1 -«

-
38] =

looo(w) = [501,12 ; 5086,

6 6
loos () = |503,75+ 2,131 —— 503,75 - 2,131 —— , 503,75 + 2,131 —
0.9 { } { V16 \/16}
loos () = [500,55 ; 5086, 95] = P[500,55 < p < 506,95]=0,95=1-a
1099 (1) = 50375+2947— - |50375- 2,947 -8 50375+ 2,047 —°_
0,99 ) , \/E , , , \/E

logo (W) = [499,33; 508,17] = P[499,33 < n< 508,17]=0,99=1-«

Sefialar que a mayor nivel de confianza (1 - o) mayor es la amplitud del intervalo, y, en

consecuencia, los intervalos de confianza son mayores.
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Intervalos de confianza
CALCULO DE INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA MEDIA CON DESVIACION TIPICA
POBLACIONAL CONOCIDA Y DESCONOCIDA.

2.- Una muestra aleatoria extraida de una poblacion normal de varianza 100, presenta
una media muestral x =160. Con una muestra de tamafio 144, se pide:
a) Calcular un intervalo de confianza del 95 por ciento para la media poblacional.
b) Calcular un intervalo de confianza del 90 por ciento para la media poblacional.
c) Comparar ambos intervalos, desde el punto de vista de la informacion que
generan.
d) Si se quiere tener una confianza del 95 por ciento de que su estimacion se
encuentra a una distancia de 1,2 cm mds o menos de la verdadera media poblacional,
¢cudntas observaciones adicionales deben tfomarse?

Solucién:

a) Estamos situados en el caso de construir un intervalo de confianza para la media
poblacional p de varianza conocida ® =100. Sabemos que el intervalo de confianza de

nivel 1-a , viene dado por:

Error
media muestral

2z ,6 )
muestral  ———— (| =2z o = n= of2 L =longitud o amplitud
P e oLt e (=) T

Lo T2 n c
Error muestral=z,, —

Jn

tenemos que:

1-0=095 a=005 o/2=0,025 z,,=196
x =160 c?=100 o=10 n=144

El intervalo de confianza es:

10,95(u)=[160— 1,96 g; 160+ 1,96 % = [158,37 ; 161,63]

b) Es andlogo su construccion; la dnica variacion es el nivel de confianza:
1-0=090 a=010 a/Z =0,05 z,,=1645

conlo cual, T,.(n)= [160 - 1,645 1(2) ; 160+ 1,645 1(2)} =[158,63 ; 161,37]

c) Si calculamos la longitud de cada uno de los dos intervalos de confianza:

Loos =161,63-158,37 = 3,26 Looo =161,37 -158,63 =2,74
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Intervalos de confianza
El segundo intervalo de confianza es de longitud menor, y, por tanto, podria parecer
mds preciso, pero no olvidemos que su nivel de confianza es tfambién menor (el 90 por
100 frente al 95 por ciento del primer intervalo).

d) El error absoluto que se quiere cometer es de 1,2, aplicando la formula para la
determinacién de la muestra a un nivel de confianza del 95 por 100, se tiene:

Error
media muestral
muestral — J 2

— c o Z O
Ilfa(“)z[ X iza/gﬁ] = e= Za/ZﬁDHZ( /

€

2
h= (l%lzloj ~ 267 . En consecuencia, se deberia tomar una muestra adicional de 123

elementos (267 —144 =123).
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Intervalos de confianza
CALCULO DE INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA MEDIA Y LA VARIANZA CON
PARAMETROS POBLACIONALES DESCONOCIDOS.

3.- La afluencia de visitantes al parque de Monfragiie durante un mes, medida a través
de una muestra aleatoria durante 10 dias elegidos aleatoriamente, han sido los
siguientes:

682, 553, 555, 666, 657, 649,522, 568, 700, 552
Suponiendo que los niveles de afluencia siguen una distribucién normal, y que la
desviacién tipica muestral es de 56,99.
a) Se podria afirmar, con un 95 por ciento de confianza, que la afluencia media al
parque es de 600 personas al mes.
b) Los adjudicatarios de la explotacion al parque, en negociaciones con la Junta de
Extremadura, afirmaron que la afluencia media era constante y que la dispersion seria
de unas 15 personas. ¢Queda esta afirmacion probada con los datos disponibles con un
95% de confianza?

Solucién:

a) Nos encontramos ante un intervalo de confianza para la media p de una distribucion
normal de varianza poblacional desconocida o® N(u, c), siendo la muestra pequefia

n<30

2

n
no?= (n-1)s? = s2 = (nf;)
s 2
Il_a(u)z{ii‘r(a/z)ln_l Tﬂzl—a s2= % = 360873 — s, =+3608,73 = 60,07

1_ o= 0,95 o= 0,05 OL/Z = 0,025 TOL/Z,'(N—].) = 1-0’025’9 = 2,262

X
X — =t _ _
X = 5.-=61004  5,=60,07
Togs(n) = {610,04i2,262 6?'1%7} = {610,04—2,2626\%87,610,04+2,262 60'187}

Ioos(n) = [567,07; 653,01] = P[567,07 < u< 653,01]=0,95=1-a

Como 567,07 < 600 < 653,01 podemos afirmar que con un 95 por ciento de confianza
la afluencia media es de 600 personas al mes.

b) Intervalo de confianza para la varianza o® de una distribucién normal:

wﬁ){“ﬁﬂ)sﬁ (-1

© T2
Loj2;:(n-1)  X1-0/2;(n-1)

1-a=095 0/2=0025 %%, (1= 00059 = 19,023

] s2 =360873
sz/z; (n-1) = Xzo,975;9 =270
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Intervalos de confianza

.« [9.(3608,73)  9.(3608,73)
Togs(0”) = 19,023 ° 2,70

Ioo5(c?) = [1707,33 ; 12029,1] = P[1707,33 < 2 < 12029,1]=0,95=1-«

} - [1707,33 ; 12029,1]

9.(3608,73) 9.(3608,73)
I = : =|41707,33 ; /12029,1| =[41,32; 109,68
055(0) H 5 025 \/ 76 | =W J120291] = 9,68]

Toos(c) = [41,32:109,68] = P[41,32 < 5<109,68]=0,95=1-«
15 ¢[41,32; 109,68 . El intervalo de la desviacién tipica no contiene el valor 15, con

lo cual no se puede afirmar con una confianza del 95% que la dispersion de afluencia
sea de 15 personas.
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Intervalos de confianza
CALCULO DE UN INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS CON
DESVIACIONES TiPICAS POBLACIONALES CONOCIDAS.

4.- El gasto diario en llamadas telefénicas de dos departamentos X e Y de una misma
empresa sigue una distribucion normal, con gasto medio desconocido en ambos. Sin
embargo, se conocen las desviaciones tipicas, que son 100 y 110 céntimos de euro para X
e Y, respectivamente. La direccion ha observado que una muestra aleatoria de 20 dias,
el gasto medio diario en llamadas realizadas por el departamento X ha sido de 1100
céntimos, y de 1400 en el departamento Y. Obtener un intervalo de confianza para la
diferencia de gastos medios entre ambos departamentos.

Solucidn:

La variables aleatorias siguen, respectivamente, las distribuciones normales N(p,, 100)
Y N(p,,110). El intervalo de confianza para la diferencia de medias (u; - n5) con
varianzas poblacionales conocidas viene dado por la expresion:

4 =1002 % = 1102
X=1100 n;=20 y=1400 n,= 20
1-0=090 0/2=005 z4,= 1645

_ 2 o3 ||°
liqM1-H2)=|(X=-Y)tZyp tos
1

10072 , 110 2
20 20

logo(R1—12)= [(1100 - 1400) * (1,645) ] = [- 354,68 ; - 245,32]

El intervalo de confianza no cubre el O por 100, lo que indica que existe diferencia
significativa en el gasto de llamadas telefdnicas. Como el intervalo de confianza es
negativo, se deduce que el gasto medio en llamadas telefénicas del departamento Y es
superior al del departamento X, con una confianza del 90 por ciento.

CASUISTICA

I, (4 —u,) = [dato A<O ; datoB < 0] =P|(dato A<0) <y, ~u, <(dato B< 0)|=1-a

= Elintervalo no cubre el cero y por tanto existe diferencia significativa entre las medias
poblacionales. Por otra parte, la caracteristica en estudio de la variable aleatoria Y toma valores
superiores que en la variable aleatoria X, con una fiabilidad (1 - o).

I, (4 —u,) = [dato A<O ; datoB > 0] =P|(dato A<0) <y, —y, <(dato B> 0)|=1-a

= Elintervalo cubre el cero y por tanto no existe diferencia significativa entre las medias
poblacionales, con una fiabilidad (1 - o).

I, o(u; —1,) =[dato A> 0 ; datoB <0] =P|(dato A> 0) <y —u, <(dato B< 0)|=1-a

= Elintervalo no cubre el cero y por tanto existe diferencia significativa entre las medias
poblacionales. Por otra parte, la caracteristica en estudio de la variable aleatoria X toma valores
superiores que en la variable aleatoria ¥, con una fiabilidad (1 - o).
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CALCULO DE UN INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA PROPORCION CON APROXIMACION A
UNA NORMAL, AL SER LA MUESTRA SUFICIENTEMENTE GRANDE.

5.- Se selecciona una muestra aleatoria de 600 familias, a las que se pregunta si tienen
o no ordenador en casa. Contestaron afirmativamente 240 familias. Obtener un
intervalo de confianza al nivel del 95% para la proporcién real de familias que poseen
ordenador en casa.

Solucidn:

La caracteristica en estudio es dicotomica, tfenemos que construir un intervalo de
confianza para el pardmetro p (proporcion) de la variable aleatoria binomial asociada al
estudio de la caracteristica. Como el famafio de la muestra es suficientemente grande,
n = 600, se puede utilizar la aproximacién normal.

o= |ptz [B(1-p)|[P=240/600 =04 G=1-p=0,6 n=600
1-aP) = 1P=2@2) n 1-a=095 a=005 &/2=0025 2z, =205 =1,96

0,4.0,6
=10,4+(1 d d
Io95(P) {O, (1,96) 600

Ioos(p) =[0,36 ; 0,44] = P[0,36 <p<0,44]=0,95=1-«

} = [0,36;0,44]

Con una confianza del 95% se puede afirmar que las familias poseen ordenador entre el
36%y el 44%.
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CALCULO DE UN INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA PROPORCION Y PARA LA DIFERENCIA
DE PROPORCIONES. CALCULO DE LA AMPLITUD Y ANALISIS DEL ERROR DE ESTIMACION.

6.- Segln los dirigentes del partido A, la intencién de voto del partido rival B, en
Andalucia, es la misma que la que tiene en Madrid. Se realiza una encuesta a 100
personas en Andalucia de los que 25 mostraron su apoyo al partido B, y a otras 100
personas en Madrid de las que 30 se inclinaron por el partido B.

a) Construir un intervalo de confianza del 90% para la proporcién de personas que
votarian al partido B en Andalucia

b) ¢A cudntas personas habria que encuestar para obtener un margen de error o error
de estimacidn + 2%, al nivel de confianza anterior?.

c) Construir un intervalo de confianza al 90% para la diferencia de proporciones en la
estimacion del voto del partido B en las dos comunidades. ¢Podemos afirmar que los
dirigentes del partido A tienen razon?.

Solucién:

a) La caracteristica en estudio en ambas comunidades es dicotémica, tenemos que
construir un intervalo de confianza para el pardmetro p,(proporcién) de la variable

aleatoria binomial asociada al estudio de la caracteristica en la comunidad de Andalucia.
Como el tamafio de la muestra es suficientemente grande, n; = 100, se puede utilizar la
aproximacion normal.

p(l-p) p, = 25/100 = 0,25 @G, =1-p;=0,75  n,; =100
n 1-a=0,90 0=010 /2=0,05 z,,=2q05=1,645

Io,9o(p1):{o:25i(1,645)1/%} = [0,179 ; 0,321]

T,.(p,) =[0,179 ; 0,321] = P[0,179 < p, < 0,321]=0,90=1-«

I, .(p)= [IS 12,0

En Andalucia la intencion de voto del partido B se encuentra entre el 17,9% y 32,1%,
con un nivel de confianza del 90%.

b) La amplitud o longitud vendra dado por la férmula:

2
proporcién error n Py.qy , b4,
I= T = REARELEAN —
l:( muestral J (muesfr‘alﬂ {Px T 2@/ n } =€ Zap2 n

(Za/Z)z (ﬁx ax)
2

€

de donde, n =

El caso mds desfavorable sera cuando p, =G, =0,5.

Santiago de la Fuente Ferndndez 86



Intervalos de confianza

_ (1,645)? (05.05)
0,0004

Siendo e2=(20,02)2 =0,0004 > n ~ 1691

¢) Nos encontramos ante un intervalo de confianza para la diferencia de pardmetros
poblacionales (p; — p,) de dos distribuciones binomiales, con el tamafio de las muestras

suficientemente grandes, ni = h, = 100, para utilizar la aproximacion normal.

HEAWAES
ny n,

L o(pr —p2) = [(Ig1 -p,)t Z (42 \/

p,=25/100 = 0,25 §,=1-p,;=0,75  n, =100
p,=30/100 =03 §,=1-p,=0,70 n,=100
1-6=0,90 =010 a/2=0,05 z,, =244 =1,645

0,25.0,75 N 0,3.0,70
100 100

Ty s0(ps ~P2) = {(0,25 03+ (1,645) | } _[L0.153 : 0,053]

El intervalo de confianza cubre el cero, lo que indica que no existe diferencia
significativa entre la intencién de voto del partido B en ambas comunidades, con lo cual
los dirigentes del partido A tienen razdén con una fiabilidad del 90%.
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CALCULO DE UN INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS
POBLACIONALES CON DESVIACIONES TiPICAS POBLACIONALES CONOCIDAS O NO.

7.- Un fabricante de televisores estd desarrollando un nuevo modelo de televisor en
color, y para este fin se pueden utilizar dos tipos de esquemas transistorizados. El
fabricante selecciona una muestra de esquemas transistorizados del primer tipo de
tamafio 16, y otra del segundo tipo de tamafio 13. Los datos muestrales respecto a la
vida media de cada esquema son los siguientes:

X, =1400 horas s, =30 horas n, =16

X o =1500 horas s, =17 horas n, =13

Construir un intervalo de confianza del 90% para la diferencia de vida media de cada
tipo de esquema.

Solucién:

Sea la variable aleatoria X; = 'vida media del primer esquema’, que sigue una
distribucién normal N(u,, o,). Andlogamente, la variable aleatoria Xz = 'vida media del

segundo esquema’, sigue una distribucion normal N(u», o5).

Deseamos construir un intervalo de confianza para la diferencia de medias
poblacionales (u, - p,) con varianzas poblacionales desconocidas, y no sabemos si

distintas o no, siendo las muestras pequefias n; + n, = 29 < 30.

Para dilucidar si las varianzas poblacionales desconocidas son o no distintas,
construimos primero un intervalo de confianza para el cociente de varianzas (021/022),

de modo que si el intervalo cubre al punto 1 podremos partir de que las varianzas son
desconocidas pero iguales.

e Para construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas se emplea
la formula:

2 2 2 /.2
31/52 . 51/32 1

|1—q(021/622) =[ ] siendo Fi_q /2;(n1-1),(np-1) =

Fo/2;(n1-1).(02-1) ’ Fia/2:(n1-1).(n2-D) Fa/2:(n2-1).(n1-1)

s3=302=900 n;=16 s%2=172-289 n,=13 s3/s% =900/289 = 3,114
1-2=0,90 @=0,10 @/2=0,05
Fo,05;15,12 =2,6169  Fggs5.15,12 = 1/F005; 12,15 =1/2,4753 = 0,404

3,114 _ 3,114
2,6169 ° 0,404

|o,90(021/022)=[ }: [1,19;7,71]

de donde,

Q‘CI
RSN

|0,90(021/c;22)=[1,19;7,71] = P[1,19 < < 7,71]:0,90:1—a
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El intervalo no cubre el punto uno, y concluimos que las varianzas poblacionales son
desconocidas y distintas, con una fiabilidad del 90%.

Nos situamos ante un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales
(k1 - 1) con varianzas poblacionales desconocidas y distintas o no, con muestras

pequeias n; + h, = 29 < 30.

) [ Glnesting?
T2 2 2 2

2 (Sl/nl) +(52/”2)
n; +1 n,+1

-2

t 4/2,¢ donde f es la aproximacion de Welch
i s%
n

Il—a(“-l —H2)= &_Wita/Z,f

siendo,

s5=302=900 n;=16 s3=172=289 n,=13
s/n1 =900/16 =56,25 % /n, = 289/13 = 22,23
(s3/n1)? = 3164,06 (322/n 2)%=494,17  (s3/n;)2/17 = 186,12 (322/n 2)2/14 =13,294

(s3/n1+5%/n2)? = 6159,11

(s3/n1 +5%/ny)2 6159,11
f= _2 = -2 =28,89 ~ 29
3/nD?  (s%/ny)? 186,12 + 13,294
+
ny+1 n,+1

1—(X=0,90 (X,=O,10 (X/2=0,05 t(x,/z,f=t0,05;29 =1,699
X1 =1400 horas X o =1500 horas

900 289

1,00 (41 ~ H2) = | (1400 - 1500) # (1,699) |/~ =+~ } =[- 115,05 ; - 84,95]

El intervalo no cubre el cero, concluyendo que existe diferencia significativa entre la
vida media de cada esquema, siendo mayor la vida media del segundo esquema con una
fiabilidad del 90%.
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CALCULO DE UN INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS
POBLACIONALES CON DESVIACIONES TiPICAS POBLACIONALES CONOCIDAS O NO.

8.- Un instituto de investigaciones agronémicas siembra, en cinco parcelas diferentes,
dos tipos de maiz hibrido. Las producciones en quintales métricos por hectdrea son:

1 2 3 4 5
Hibrido T 90 85 95 76 80
Hibrido IT 84 87 90 92 90

a) Construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas con un error de
significacion de 0,10.

b) Construir un intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre las
producciones medias.

Solucién:

a) Sea la variable aleatoria X; = "produccion de maiz del hibrido I', que sigue una
distribucién normal N(u,, 5,). Andlogamente, la variable aleatoria Xz = 'produccion de

maiz del hibrido IT', sigue una distribucion normal N(u,, 5).

Al construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas podremos
concluir si las varianzas poblacionales desconocidas son o no distintas.
De modo que, si el intervalo de confianza para el cociente de varianzas (0'21/0'22) cubre

al punto 1 podremos partir de que las varianzas son desconocidas pero iguales.

2 2 2 2
51/32 ] 51/32 1

Il— (021 02)= 5 donde Fl— 2: -1), 1) =
* /2 Fo2;(01-1.02-)  Fi-e2:(01-1.(02-1) ¢2:(1-1).(12-D) Fo/2;(n2-1).(01-1)

X,=8520 s3=57,7 n;=5
X,=88,6 s5=9,8 n,=5
En nuestro caso, 2 2 2

521/322=57,7/9,8=5,89 1-0=0,90 «=0,10 «/2=0,05

FO,OS; 4.4 = 6,3883 F0’95; 4.4 = 1/F0,05; 4.4 = 1/6,3883 = 0,1565

5,89 5,89
I 2/6%) =|— i =[0,92;37,64
050(03/0%) [6,3883 0,1565} [ ]
ol
looo(c3/0%) =[0,92;37,64] = P|0,92 < — < 387,64|=0,90=1-a
G2

El intervalo cubre el uno, y concluimos que las varianzas poblacionales son desconocidas
e iguales, con una fiabilidad del 90%.
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b) Nos situamos ante un intervalo de confianza para la diferencia de medias

poblacionales (u; - pn) con varianzas poblacionales desconocidas pero iguales, con
muestras pequefias n, + n, = 10 < 30.

1 1
g1 —p2)= (?_y)ita/z’(nl_'_nz_z)sp n_+E:|
1

donde, SS = media ponderada de las cuasivarianzas muestrales:

2 2
5 (1-Dsy+{M-1s; 2
Sp = = Sp=
ny+n, -2

4 (B7,7+4 (9,8
5+5-2

=33,75 sp=581

X,=8520 X,=886 n;=n,=5
1—(],20,90 (120,10 (X/2=0,05 ta/z,(n1+n2—2)=t0,05;8 =1,860

lo.00 (1 — 1) = | (85,20 - 88,6) + (1,860) (5,81) %+%}=[—10,23;3,43]

lo.go (1 —p2)=[-10,23;3,43]~P[-10,23<p; —p, <3,43]=0,90

El intervalo de confianza cubre el cero, por lo que no existe diferencia significativa
entre las producciones medias, con una fiabilidad del 90%.
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CALCULO DE UN INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE DATOS APAREADOS.

9.- Un equipo de investigacion bioldgica estad interesado en ver si una nueva droga
reduce el colesterol en la sangre. Con tal fin toma una muestra de diez pacientes y
determina el contenido de colesterol en la sangre antes y después del tratamiento. Los
datos muestrales expresados en miligramos por 100 mililitros son los siguientes:

Paciente 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Antes 217 252 229 200 209 213 215 260 232 216
Después 209 241 230 208 206 211 209 228 224 203

Construir un intervalo de confianza del 95 por 100 para la diferencia del contenido
medio de colesterol en la sangre antes y después del tratamiento.

Solucidn.-

Se trata de datos apareados, en los que no existe independencia entre las muestras.
En este caso, como la muestra es pequefia (n =10 < 30) el intervalo de confianza es:

vt Sd : 2
l1q(w1—p2) = {dita/Z,(n—l)ﬁ} di=xj-y; d==t Sd= T 21

donde d es la media de las diferencias y sq la desviacién estdandar de estas diferencias.

X = 'Antes’ 217 252 229 200 209 213 215 260 232 216
Y = 'Después’ | 209 241 230 208 206 211 209 228 224 203
di =X;i-Yj 8 11 -1 -8 3 2 6 32 8 13

d=7,40 sg =112,1481 Sq = 10,59 n=10
1—0(.=0,95 (X=0,05 0(./2=0,025 t(x/2;(n—l)=t0,025;9=21262

10,59
| - =|7,40% (2,262 . =|-0,17; 14,97
0,95(111 NZ) |: ( ) \/E i| [ ]

El intervalo abarca el cero, por lo que no existe diferencia significativa en la diferencia
del contenido medio del colesterol antes y después del tratamiento, con una fiabilidad
del 95%.
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Estadistica Teorica IT

CONTRASTE DE HIPOTESIS
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RELACION: INTERVALOS CONFIANZA - CONTRASTE HIPOTESIS

Intervalo de confianza para la media p de una distribucion
normal N(u, o) de varianza conocida:

N(p, o) s s
( error A X -2z —SuSi+Z —
di tral a a
el S 2 n > n
L (W=1 x =+ 2z, 21 z, 2 <X-p<z, 2
1-a - - o T fa S AT H = £y
2 n 2n 2N

Hipétesis sobre la media de una poblacién con o2 conocida : REGION DE RECHAZO

Ho: p=py Hp:I p#pg R={ ‘i—uo‘ > ZaIZ%} bilateral (compuesta)
n
Ho: pn=pno Hi:I py>py R={Y—u0> Za%}unila‘reml(simple)
n

Zg="Z1-q
—~

Ho:> u=pno H;: py<po R=<¢ X—-puy < Zl_a% unilateral (simple)

Intervalo de confianza para la media p de una distribucidn normal
N(u, o) de varianza desconocida con muestras pequefias n < 30

N
(”’: G) ( error
media muestral > >
muestral ————|no% = (n-1) sk
— Sy — {_ +t Oy }
X + t > = X *+
a o
=, — | — =, — _
2(n1)./n > > 2(n1),/n 1
SX _ Ox
] n n-1
_ S _ S S — S
X -t < pnsXx+t X t L <X-p<t X

|Y—u|2t;,(n_1) \/F

Hipdtesis sobre la media de una poblacién con o2 desconocida : REGION DE RECHAZO

— S
Ho: m=py H;: p=#p, R={ ‘X—uo‘ > ta/2;(n—1)T;} bilateral (compuesta)

— S
Ho: p=po HiI py>py R={x—po > ta;(n_l)T;}unila’rer‘al(simple)

to;n="tl-g;n
——

— S
Ho: p=pny HiI pi<pyg R=9 X-p, < tl—a;(n—l)T; unilateral (simple)
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias (u, — p,) de dos distribuciones
normales N(u,, o,), N(u,, 6,) con varianzas poblacionales conocidas:

/_\N(”“Gl) . N(Hzrcz ( error
/ ‘/ diferencia muestral

muestral

[+3 (3
X =N i V=N ,72 — = — +
X [”lfﬁ] y (”2 Jn_2] oMy —p2)=9 X-y) = Z%
- o . )
e R T e de donde,
1 2
2 2 2 2
o7 05 _ o7 05
(R-Y) =24 (|42 < (=) S R=Y) 42, (|42
5 |\Na N 5 |\Na N3
2 2
_ o7 05
(K=D=a-n2) |27, [+ 2
> 1 N2
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Contraste de igualdad de medias de dos poblaciones normales con varianzas conocidas:
REGION DE RECHAZO

-

2 2
_ 1 G, .
Ho: Hy=p, R=4|X=-V)-0|>2zy, [—+—= bilateral
n
1 2
( o2 2
Ho: p,—po =K R=4|X-V-K[>Z4/p,]—+—2 bilateral
n; np
( 2 2
) S — O 2 .
Ho: puy—p, <k R=<X-Y-k>z, |—+—= unilateral
n, n;
o ci o5 .
Ho: puy—p,2k R={X-y-k<z,,.]—+—= unilateral
n, Ny
o cf o} .
Ho: i<, R=4¢X-y>z . |—+—F= unilateral
n, N
Zo="21- 2 2
H.: > < O3 2 .
01 Uy =Ho R=4X-y > Zz,, P unilateral
1 2

CONTRASTE HIPOTESIS

Contraste de la media de una poblacién normal N(u, 6) con varianza c° conocida:
a) CONTRASTE BILATERAL o DE DOS COLAS
Hipdtesis nula: Hy 1 p = pg Hipotesis alternativa: H; 1 p # pg

Como la hipétesis alternativa es p # p en la decisién que hayamos de tomar deberdn
ser vdlidos los valores de p mayores o menores que p, por lo cual el contraste debe
ser bilateral o de dos colas.

.., [ Si|X|<k se aceptalahipétesis nulaH, (Region Aceptacion)
Regla de decision § .| _ . .
Si|X|>k serechazala hipétesis nulaH, (Region Rechazo)

De otra parte, en la distribucién del muestreo X ~ N(u, %J que bajo la hipotesis nula
n

X ~ N(uo, %] , con lo que la variable . /\/_ es N(O, 1).

El valor critico k se calcula mediante el error de significacién a:
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K}

simetria N(O, 1)
:|

o= P[Rechazar Ho/ Hgy es cierta: =P||X|>k/ N[uo, LJ] = P[

o o
= — 4 =
2 2

=P|I%<—K]u{%>KI=P:%<—K}+P[i;\/uﬁo > K

La region critica serd

En otras palabras,

Se acepta Hg si MSZ 2
ol 2
. [ X -

Se rechaza H, si %>zm/2

b) CONTRASTE UNILATERAL o DE UNA COLA
Hipotesis nula: Hy 1 pu = pg Hipotesis alternativa: Hy 1 pu; > pg

Como la hipétesis alternativa es pu, > p, en la decisién que hayamos de tomar solo son
vdlidos los valores de p, mayores que pg, por lo cual el contraste debe ser unilateral o
de una cola.

Si X <k se aceptalahipodtesis nulaH, (Region Aceptacion)

Regla de decision < _. _ nates i6
egla de decisio {SI X >k se rechazala hipdtesis nulaH, (Region Rechazo)

De otra parte, en la distribucién del muestreo X ~ N[u, LJ

n

Bajo la hipdtesis nula:

L0 SRS S ) I )

HOvﬁ

<= Bajo la hipdtesis alternativa:

g k Iy

b . sonly. o
RA. R.C. R RN

Para hallar el valor critico K recurrimos al Error Tipo I:
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X_
a=P[ETI]=P[Rechazar Ho/ Hg escierta]=P[i>k/N[uo,LH=P{ Ho }

)]l "

La region critica serd

En otras palabras,

Se acepta Hg, si

X - o

o/ n” "

Se rechaza H si

Contraste de igualdad de medias de dos poblaciones normales con varianzas
conocidas

a) CONTRASTE BILATERAL o DE DOS COLAS
Hipdtesis nula: Ho: p, —pn, =0 Hipdtesis alternativa: Hyzp, —p, #0

Si |[X-Y|<k noserechazaH, — (RA)

La regla de decisién sera: . _
9 {SI |X-y|>k serechazaH,  (RC)

¢ Laregidn critica de dos colas |[X-¥y|> k es funcién de la diferencia de las medias

muestrales. En esta linea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:

_ c _ c ) . .
X ~ N[ul, Fl] y ~ N[uz, FZ] con lo cual, la diferencia de medias muestrales,
1 2

2 2

rd . . . JR— JR— G 6
bajo la hipétesis nula Hy : p; —p, =0, se distribuye: X -y ~ N|O, n—l + n—2
1 2

El valor critico k se determina mediante el error tipo I:

o =P (ET I) = P(Rechazar H, |H, cierta) = P[ [X - ¥| > k /Ho : gy —p, = 0] =
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(X-y)-0

>K [ =
V@3 /) +(0%/ny)

=P X-y <-K|u X-y >K || =
J©2/n)+(s%/n,) J©%/n)+(e%/ny)

X - o
y _o,

=P X-y < +P Xy > K @
J 62/ N+ 6%/ ny) J(@2/nD)+(6%/ny) 2 2

(simetria)

La regidn critica es

i y c 2 c 2
- — 1 2
> > >Z42 P R=1|(X=-Y)[>2Z4p PR
\/(01/n1)+(02/n2) 1 2
. rd . . ? - y
En otras palabras, se acepta la hipétesis nula Hy si: = x| = < Zy/2
\/ (01/ nl) + (02/ n2) estadistic o
A teodrico
estadistic o
observado
. ’ . M) | i B y |
se rechaza la hipétesis nula H,, si: = = > Z4/2
\/ (G 1/ nl) + (0' 2/ n2) estadistic o
v tedrico
estadistic o

observado
b) CONTRASTE UNILATERAL o DE UNA COLA
Hipotesis nula: Ho:p, —pu, =K, Hipdtesis alternativa: Hyzp, —p, > K,

L la de decisié . |SI (X-y)<k noserechazaH, — (RA)

aregla de decision serd“ 15i (x—y) > k se rechaza H, — (RC)
¢ Laregion critica de una cola (X-Yy) > k es funcion de la diferencia de las medias
muestrales. En esta linea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:

n,

% ~ N %1 | § &N 92 lo cual, la dif ia de medi |
X = Ny, F .Y =N|p,, T , con lo cual, la diferencia de medias muestrales,
1

2 2
X-Y ~=N(Q;-n,)), n—1+n—2 , bajo la hipétesis nula Hy: p, —p, =K,
1 2
2 2
Gy O©
X-y = N[K,, .[—+—=
° n n;
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El valor critico K se determina mediante el nivel de significacion o

a =P (ET I) =P (Rechazar HO‘HO cierta)=P[(i—V)> K/Hg:py —psy =Ko] =

_ (X-Y)-K, N k —K, bl g k -—K,
J@3/n)+(e%/ny) | (63/ny)+(6%/ny) J @3/ n) +(6%/ny)

k -K, _,
\/(0'21/”1)"' (Uzz/nz)

con lo cual, el valor critico se despeja

Comprobando después si se verifica o no la evidencia empirica (X-y) > k

(-9 K,
\/(sz./nl)+ (Gzz/nz)

De otra parte, la regién critica z

por tanto, la regién de rechazo: R = [(i -V -K, >z, \/(czl/nl) + (622/n2):|
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CALCULO DEL ERROR TIPO I, DEL TIPO II Y POTENCIA, DADAS LAS HIPOTESIS SIMPLES

Ol = probabilidad de rechazar la hipétesis nula H, siendo cierta (Error Tipo I)

B = probabilidad de aceptar la hipétesis nula H, siendo falsa (Error Tipo IT)
1—B = probabilidad de rechazar la hipétesis nula H, siendo falsa (Potencia Contraste)

= Los errores estdn relacionados, al disminuir el uno aumenta el otro:
o =P(Error TipoI)=0 > Rechazar siempre H; < 3 =P(Error Tipo II) =1

B =P (Error Tipo II)=0 ~ Rechazar siempre H, < o =P (Error Tipo I)=1

Un contraste deberia buscar simultdneamente el nivel de significacion o mds bajo
posible y la potencia 1 - mds alta posible.

Fijado el nivel de significacién, se determina la regién de rechazo cuya potencia es
mayor entre todos los contrastes cuyo tamafio sea el fijado a priori.

La dnica posibilidad para conseguir que un contraste mejore su potencia 1 -3, sin
aumentar el nivel de significacién o , es incrementar el tamafio de la muestra.

Al aumentar el famafio de la muestra, varia la ley de distribucion del estadistico de
contraste, y generalmente disminuye la varianza. Generalmente, las propiedades del
contraste mejoran.

Region de rechazo
(Error Tipo I)

Regidn de
aceptacion

Aceptacidn incorrecta
de la hipétesis nula
(Error Tipo IT)

Rechazo correcto
de la hipétesis nula

Antes de la universalizacién del ordenador se utilizaban como mds representativos los
valores del 1%, 5%, y 10%. La metodologia mds razonable es tomar un nivel de
significacion oo de acuerdo con la experiencia y después obtener el llamado p-valor.
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nivel de significacion OL méas pequefio posible que se puede escoger, para
el que todavia se rechazaria la hipotesis nula H g con la muestra actual.

p—valor = {

Si a<p-valor —» Se aceptaHg
Si a2 p-valor — SerechazaHg

El p-valor es el menor o que permite aceptar la hipétesis alternativa H;.

El p-valor tiene la ventaja de permitir que se decida que hipotesis se acepta, esto no es
posible cuando se indica sélo el resultado del contraste (si se acepta o se rechaza H,

conun a fijo.

En otras palabras, los CRITERIOS GENERALES para los CONTRASTES:

¢ Calcular una cantidad experimental Q,, a partir de los datos
¢ Calcular una cantidad tedrica Q, a partir de las tablas

Si Qexp <Q, = Se acepta Hy Si Qup 2Q, = Serechaza H,

EL NIVEL MINIMO DE SIGNIFICACION (P-valor) es el error de la primera
region critica de rechazo. Es decir, el drea que deja a la derecha la cantidad

experimental Qc,,

P-valopr Region c~r'|1'|ca
Aceptar I-Io de tamafio «
Regidn critica
R.A. de tamario « B
dla P-valor
Clexp: eaniidad experimentsl Qexp Qa Qexp: cantidad experimental Qa Qexp
Q(x = cantidad tedrica (tablas) Qon = contidad-tednica (tablas)
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CALCULO DEL NIVEL DE SIGNIFICACION. POTENCIA DEL CONTRASTE.

1. - La edicion de un libro se considera buena si el nimero medio de erratas por pdgina
no supera el 0,1 (H, ). Dadas las pruebas de imprenta, se eligen 10 pdginas al azar, y se

rechazan las pruebas si se observan 2 6 mds erratas. Se supone que el nimero de
erratas por pdgina sigue una distribucion de Poisson.

¢Qué nivel de significacidn tiene el contraste? ¢Con qué probabilidad se aceptara un
libro si realmente tiene una media de 0,2 erratas por pdgina?

Solucidn:

Se tiene una muestra aleatoria (X, X,, -+, X,), de tamano 10, donde X = ‘nimero de
erratas por pdgina’, con X € P(%).

Nos interesa el nimero medio de erratas por pdgina = E(NUmero erratas por pdgina) =
=E(X)=A.

La region de rechazo de la hipdtesis nula:

10
R = {Ndmero total de erratas en diez pdginas > 2} = [Z X > 2}
i=1
10
El nivel de significacion: a = P[in > 2‘ Hy: A< 0,1}
i=1
Considerando que se verifica la hipdtesis nula (H, : 2 = 0,1), tenemos que
10
> X ~P(L=10.0,1=1), con lo cual:
i=1

10 10 10 10
o P[in > 2] :1} :1_Pﬁ[zxi < z} :1_[Pﬁ(zxi _0)+P_ (XX =1)} _
i=1 i=1 i=1 i=1
-1-[0,3679 + 0,3679]=0,2642

Por otra parte, un libro que tiene generalmente una media de 0,2 erratas por pdgina, es

10
un libro para el que A =0,2, con lo que > X, ~P(L=10.0,2 =2), por tanto la
i=1

probabilidad de aceptar un libro en estas condiciones es:

10 10 10
P{ZX,. <1n= 2} - [Pk_z O X =0)+P_,(>X = 1)} - 0,1353 + 0,2707 = 0,4060
i=1 i=1 i=1
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CALCULO DEL NIVEL DE SIGNIFICACION. POTENCIA DEL CONTRASTE.

2.- Enuna piscifactoria se desea contrastar la hipétesis nula de que el porcentaje de
peces adultos que miden menos de 20 cm es, como maximo, del 10%. Para ello, se foma
una muestra de 7 peces, rechazando la hipétesis nula si se encuentra mds de un pez con
longitud inferior a 20 cm. Se pide:
1. Nivel de significacion del contraste.
2. Calcular la potencia del contraste si en realidad hay un 20% de peces que miden
menos de 20 cm.

Solucidn:

1) Sea el pardmetro p = 'Proporcidn de peces adultos que miden menos de 20 cm'’, en
una muestra aleatoria (X;, X,, -+, X,), con X € B(1, p)

La region de rechazo de la hipotesis nula:

R = {Ndmero de peces con longitud inf erior a 20 cm, entre 7 > 1}

Considerando que se verifica la hipétesis nula (H, : p=0,1), tenemos que la muestra

sigue una distribucion binomial B(n =7, p =0,1), con que el nivel de significacion:

a=P[B(n=7,p=01)>1]=1-P[B(n=7,p=0,1)<1]=
1-(P[B(n=7,p=0,1)=0]+P[B(n=7,p=0,1)=1])=1-[0,4783 + 0,3720] = 0,1497

2) Potencia = P(Rechazar H, ‘HO falsa) = P(Rechazar H, ‘Hl cierta)

La potencia del contraste, cuando p = 0,20, donde la muestra sigue una distribucién
binomial B(n=7,p =0,2), viene dada por:

Po=P[B(n=7,p=0,2)>1]=1-P[B(n=7,p=0,2)<1]=
-1-(P[B(n=7,p=0,2)=0]+P[B(n=7,p=0,2) =1])=1-[0,2097 + 0,3670]=0,4233
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CALCULO DEL ERROR TIPO I, DEL TIPO II Y POTENCIA.

3.- Sea una variable aleatoria X procedente de una poblacion con densidad de
probabilidad N(u, 5). Efectuadas dos hipétesis sobre el valor de p

Hoip=po=12 Hy:p=p, =15
mediante un muestreo aleatorio simple de tamafo 25, se contrasta la hipotesis H,
respecto de la hipotesis H,, estableciéndose que si la media muestral es menor que 14

se aceptaria la hipétesis nula. Determinar:
a) La probabilidad de cometer el error tipo I
b) La probabilidad de cometer el error tipo IT
c) La potencia del contraste

Solucidn:
Sea la variable aleatoria X= N(u, 5)

Las hipétesis sobre la media poblacional (contraste unilateral):

Ho Hy

Ho T po = 12
H, :p, =15

bl

12 14 15
1oL

R.A. R.C.

X <14 se aceptaH, regién aceptacion (R.A.)

Regla de decision { X >14 no se aceptaH, regién critica (R.C.)

La distribucién de la media muestral x , de tamafio 25, con la varianza poblacional

o2 =25 conocida:

_ c 5

X (S N y T T—) = N 12 y, T T/—) =
(n 0 \/ﬁ) ( \/E)

o 5
F) = N(15, E) = N(15, 1)

a) Error TipoI: a=P(ET I)=P(RechazarH,/H, cierta)

Hy N(12, 1)

Hy: XeN(u,,

o =PET I)=P(X214 [H,:p,g =12)=P(22#)=P(z22)=0,0228

H, se rechaza cuando es cierta el 2,28% de los casos
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Ho Hy

N(z.9 N(15, 1)

«=00228

x|

12 14 15

b) Error Tipo IT: B =P(ET Il) =P (Aceptar H, / H, falsa)

B=PET II)=P(§<14‘H1:ul =15)=P(z<¥)=P(z<—l)=P(z > 1) =0,1587

H, se acepta cuando es falsa el 15,87% de los casos

N(12, 1) NG5

6-0,1587

Xl

12 14 15

c) Potencia del Contraste: Potencia = P (Rechazar H, ‘Ho falsa) =1-
1-PB = P(Rechazar H, |H, falsa) = 1- 0,1587 = 0,8413

H, se rechaza cuando es falsa el 84,13% de los casos

Resaltar que es mds grave cometer un Error Tipo I (o) que un Error Tipo IT (§3).
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4.- Las latas de mejillones de una determinada marca indican que el peso escurrido de
dicho producto es de 250 gr. No obstante, un consumidor estd convencido de que el
peso escurrido medio de dicho producto es menor que el que indican las latas. Si el peso
escurrido sigue una ley normal con desviacion tipica 9 gr.

a) Determinar, si existe, la mejor region critica para contrastar la mejor region
critica, con un nivel de significacién del 5% y muestras aleatorias simples de
tamatiio 100.

b) Tomar una decisidn acerca del rechazo o no de la hipétesis nula a partir de una
muestra aleatoria simple de famafio 100 en la cual se ha observado un peso
escurrido promedio de 245 gr.

c) Determinar la funcién de potencia del contraste.

Solucidn:

a) Sea la variable aleatoria X = "peso escurrido de las latas de mejillones"

Se trata de un contraste unilateral: H, Hy

Ho:p=250 H;:p<250
p< 250 k n=250
RC. - RA

X >k seaceptaH, (R.A.)

la de decisién del SR
La regla de decisién del muestreo {xsk se rechazaHy (RC.)

La variable aleatoria X en el muestreo, bajo la hipdtesis nula, sigue una distribucién

N{zso, J%}

El valor critico k, bajo la hipdtesis nula, se determina con el nivel de significacion a:

a =P(ET I) =P (Rechazar H, /H, cierta) =P (x < k /H, cierta) =
X — 250 < k — 250 _plr< k — 250 _ 005
0,9 0,9 0,9

=P[§sk/N(250;O,9)]=P[

observando las tablas de la N(0O,1), y considerando que z, = -z,_,, se tfiene:

k — 250

=-196 — k =248,52
0,9

La region critica mds potente, para muestras de tamario 100, es X < 248,52
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H H

1 o]
b) Dado que X =245 < 248,52, el peso |
escurrido promedio se encuentra en la % = 245
region de rechazo de la hipdtesis nula. <250 K-24852 =250 .
RC. R.A.

c¢) La funcidn potencia del contraste se establece como:

P(@:P(is248,52)=P[isk/|\|(u; 9 )}:p[i—usms,sz_u}:

4 100 0,9 0,9

24852 —

=P[zs }
0,9 i <250
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5.- Sea una variable aleatoria X procedente de una poblacién con densidad de
probabilidad N(u, 4). Se quiere contrastar la hipétesis nula Hy : p = u, =10 frentea

la hipdtesis alternativa H; : p = p, =12, con un nivel de significacién o = 0,05, con un

muestreo simple de tamafio 25.

Determinar:
a) La probabilidad de cometer el error tipo IT
b) La potencia del contraste

Solucidn:
Sea la variable aleatoria X~ N(u, 4)

Las hipétesis sobre la media poblacional (contraste unilateral):

Ho Hy

Hytpy =12

Xl

R.A. R.C.

X <k seaceptaH, — region aceptacion (R.A.)

Regla de decision { _ i6n criti
egla ae decisio {X>k no se aceptaHoH region CI’ItICB.(R-C.)

La distribucion de la media muestral x , de tamafio 25, con la varianza poblacional

c? =16 conocida:

—_ c 4

Hyo: XeN ,—1—)=N(10, ——)= N(0;0,8
0 (Ko \/ﬁ) ( \/2—5) ( )
4

725

a) Para hallar el valor critico 'k' recurrimos al Error Tipo I:

(o

H, : ieN(ul,\/ﬁ)zN(ll )= N(12;0,8)

a = P(ET I) = P(Rechazar H, / H, cierta) = 0,05

@ =PET 1)=P(X >k [Hg:po=10)= ° ion) 1 2.08)
=P(z> k_10) = 0,05
8 @z005 | )
B 10 k=11,316 12
ko 810 -1645 = K=11316 i w
: R.A. R.C.
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Error Tipo IT: B =P(ET Il) =P (Aceptar H, / H, falsa)

%) =P(z<-0,855) =

=P(z > 0,855) = 0,1963

B=P(ET Il)=P(X <11,316 ‘leul =12)=P(z <

N(10: 0.8) ——

1- P =0,8037
B = 0,1963 -

X

10 k=11,316 12

b) Potencia del Contraste: Potencia = P (Rechazar H, ‘HO falsa) =1-
1-B =P (Rechazar H, |H,, falsa) =1- 0,1963 = 0,8037
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6.- Un agricultor sabe que el peso en kg. de las patatas sigue una distribucién N(u,1).

Una muestra de patatas dio un peso medio de 330 gramos. Con la muestra se realizé un
contraste, con un nivel de significacién del 5% y una potencia de 0,6406, en el que la
hipétesis nula era p = 0,4Kg vy la alternativa p = 0,3 Kg. Se pide:

a) <¢Cudl es el tamafio de la muestra utilizada por el agricultor?.

b) Qué hipétesis fue aceptada

Solucidn:

a) Sea la variable aleatoria X = 'peso en kg. de las patatas". X ~ N(u;1)

Hipétesi b | Ho:ipo =04
ipdtesis sobre p: H,:p, =03
. o2 Hl HO
Regla de decision:
Si X >k — R.A:AceptoH,
Si X<k + R.C:Rechazo H, 0.3 k 0.4 b
RC. R.A.

La distribucién de la media muestral, bajo la hipdtesis nula, sigue una ley N[0,4; %]
n

e A partir del nivel de significacién, se tiene:

o = P (Rechazar H, ‘ Hy cierta) =P(X < k ‘ H, cierta) = P(X < k | u=0,4) =

=P{i—0,4 k—o,4}=0’05 vow . k=04 _

Vin =1 {n Vin

-1,64

e Por otro lado, como la potencia del contraste es 0,6406:

Potencia = P (Rechazar H, ‘ H, falsa) = P (Rechazar H, ‘ H, cierta)

La media muestral, bajo la hipétesis alternativa, sigue una ley N[O,B; %} con lo cual,
n

Potencia = P [X -03 k- 0’3} = P{ k- 0’3} - 0,3594 voy , K-03 _ 0,36

NCIRETNCY I TN TN
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04 164
Jn
Resolviendo el sistema: - Jn=2/01 > n=400
K—03= 0,36
k Jn

Con el famafio muestral n = 400, es decir, el famafio de la muestra de patatas utilizada
por el agricultor es de 400 patatas.

Se determina el valor critico k: k-04 _ -164 ——» k=0,318

1/ 400 -

b) La region critica es de la forma X < 0,318, lo que significa que se rechazard la

hipétesis nula cuando el peso medio de la muestra de patatas sea igual o inferior a 318
gramos. En consecuencia, se acepta la hipotesis nula de que el peso medio de las patatas
es de 400 gramos.
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CONTRASTE UNILATERAL DE LA PROPORCION. HIPOTESIS SIMPLES.

7.- Un laboratorio farmacéutico quiere lanzar un nuevo medicamento para la
hipertensidn, llamado Hipotensil. El director de dicho laboratorio cree que la eficacia
del medicamento seria de un 95%, medida ésta como la proporcién de pacientes a los
que se les suministray que experimentan una mejoria. Sin embargo, el inspector de
sanidad del Ministerio no es tan optimistay opina que la eficacia es sélo del 85%. Para
analizar la eficacia del medicamento antes de su comercializacion, se selecciona una
muestra aleatoria de 500 pacientes, a los que se les administra Hipotensil, de los cuales
mejoran 467. ¢ Tiene razén el director del laboratorio?.

Suponga un nivel de significacion del 5%.

Solucidn:
Sea la variable aleatoria X ="eficacia Hipotensil'~ B(1, p)

Las hipétesis sobre la proporcién (contraste unilateral):

H H

1 4]
Ho: po = 0,95
H,: p,= 0,85 "
0,85 k 0,95 P
RC. - RA. .

p >k Nos hazaH, (R.A.
Regla de decisién para el valor critico k {E Zk S: r:C:Czaa,j: ((I)Q.C(.) )

in TCL.
La distribucién en el muestreo del estadistico p = i=1n ~ N[p, %} en
consecuencia:
0,95.0,05

500

Bajo la hipétesis H, : p, ~ N{O,85:1/%} - N(0,85; 0,01597)

Se determina el valor critico k a partir del nivel de significacidn o :

Bajo la hipétesis H, : p, = N{O,95; } =N(0,95: 0,00974)
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k-0.95, o oo

0,00974
0,95 -k
0,00974
Observando en las tablas de la normal N (0; 1), resulta:

o =P(ETI)=P(Rechazar HO‘ H, cierta) = P(p<k)=P(z<

—P(z> )=0,05

0,95 -k
000072 ~ 164 -0,95 - 4 .1,645) =
0,00974 ,645 = k=0,95 — (0,00974 .1,645) = 0,9339
Hl H0
% ol )
0.85 k=09339 095 P
RC. . RA. *

Comparando el valor critico k =0,9339 con el valor del estadistico muestral p

(evidencia empirica), p = % =0,934, se tiene:

p=0,934 >0,9339, por lo que no existe evidencia empirica suficiente para rechazar la
hipotesis H,. Es decir, se acepta la hipétesis H, concluyendo que el Hipotensil es

eficaz en un 95% de los casos.
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8.- Se trata de determinar si en una ciudad el 20% o el 30% de las familias dispone de
lavavajillas; para dilucidarlo se foma al azar una muestra de 400 familias de la
mencionada ciudad y se adopta el criterio de si en la muestra hay menos de 100 familias
con lavavajillas, se rechaza que el 20% de las familias poseen el mencionado
electrodoméstico. Se pide:

a) Nivel de significacién del test.

b) Potencia del test.

Solucidn:
a) Sea el pardmetro p = "proporcion de familias con lavavajillas"

Al realizar un contraste sobre una proporcion, partimos de una muestra aleatoria
X, X5, -+ ,X,)) de tamafio n = 400, donde X ~B(1; p).

Para calcular la probabilidad interesa conocer la distribucion del pardmetro muestral

n
in . L .
~ i 1 sila familia tiene lavavajillas
p ==— donde x; = _ . ) N

n 0 sila familia no tiene lavavajillas

Al ser el famafio suficientemente grande (N = 400) y estar definido p como suma de
variables independientes segln una distribucidon de Bernouilli B (1; p), se puede
aproximar la distribucion muestral de p como :

En el contraste: La hipétesis nula Hy:p = 0,2 y la hipétesis alternativa H,:p # 0,3

Por el lema de Neyman-Pearson, la regla de decisién del muestreo (p = % = 0,25):

p < 0,25 se aceptaH, (R.A.)
p > 0,25 serechazaH, (R.C.)

Con la hipdtesis nula Hy:p=0,2: p = N{O,Z ) ‘/%0008} =N(0,2;0,02)

El nivel de significacion o, bajo la hipétesis nula, se determina, mediante el valor
critico k = 0,25:
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a =P (ET 1) =P (Rechazar H, /H, cierta) =P (p > 0,25 /H, cierta) =
p-02 S 0,25-0,2
0,02 0,02

= P{ﬁ >0,25/N(0,2; 0,02)} = P{ } =P[z>2,5]=0,00621

b) | Potencia del Contraste: Potencia =P (Rechazar H, ‘ Ho falsa)=1-

Error Tipo IT: B =P(ET Il) =P (Aceptar H, / H, falsa)

0,3.0,7
400

Con la hipétesis alternativa H;:p=0,3: p = N{O,S, } =N(0,3; 0,0229)

p-03 _025-03
0,0229 ~ 0,0229

B=P(ET 1)=P[p <025 /N(0,3;0,0229)]= P{ }: P[z<-21822]=

=P[z>21822]=0,0144

En consecuencia, Pot =1 - p =P (Rechazar H, ‘ H, falsa) =1- 0,0144 = 0,9856
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CONTRASTE UNILATERAL DE LA VARTANZA CON MEDIA POBLACIONAL CONOCIDA.

9.- Las especificaciones de un tipo de bdscula aseguran que los errores de los pesajes
siguen una distribucién N (O, 6). Se quiere contrastar la afirmacion sobre la dispersion

que es igual a la unidad, frente a una hipotesis alternativa de que es el doble. Para ello
se realizan 5 pesajes en las que el error cometido resulté ser:

1 0.9 -0,2 14 -0,7

Para un nivel de significacién del 5% se pide enunciar una regla de decisién (obtener la
region critica) e indicar que hipdtesis resulta aceptada.

Solucidn:
Sea la variable aleatoria X = 'Errores en el peso’ XeN(0,0c)

2
- 2 - i »
Hyto1=4 RA RC

Hipétesis sobre o : {

Si 62 >k — R.C:RechazoH,

Regla de decisién: < =~
Si o5 <k = R.A:AceptoH,

Ho
2 2 2 2 2
) no n-1)s Go-Yn
Por el Lema de Fisher: —* = = ~y2, conlocual, of~—>"""= Xa
c c n 5

La determinacién del valor critico k a partir de a (Error Tipo I):

a = P (Rechazar H, ‘ H, cierta) = P(c2 > Kk ‘ H, cierta) = P(c2 > k ‘ c?=1)=
XZ
2
=P ?“ >k| =P(y% >5k) = 0,05 — L PeAN_, 5l = 9,488 = k = 1,898

1 1808 4 °x
RA RC

+

Comparamos el valor critico (k =1,898) con la evidencia muestral, siendo:
X; 1 0,9 -0,2 14 -07 X = in/5 = 0,48
x? 1 0,81 0,04 1,96 0,49 2xi2/5 = 0,86

o? = (Xx2/5) - (I x,/5)* = 0,6296
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06296 _ o2 Como o} =0,6296 < 1,898 nos situamos en la regién de
L1 1898 4 " geeptacién (R.A), no pudiendo rechazar la hipétesis de que la
RA  RC dispersién sea 1, con un nivel de confianza del 95%.
IT Método

5
Si > (x;—-p)* >k serechazaH, (RC.)
Regla de decisidn =t
Si Y (x;-p)® <k seaceptaH, (R.A.)

i=1

Para calcular el valor de la constante k, determinando la region critica de forma éptima,
se parte del nivel de significacion o:

5
a = P (Rechazar H, /H, cierta) = P{Z(xi —u)? >k /H, cierta}
i=1

5
El estadistico Y (x,—u)? en el muestreo, bajo la hipétesis nula, donde las variables
i=1

X_ —_—
aleatorias independientes x; ~ N(u,5,). En consecuencia, — s sigue una N(0,1)
Co
zn: [xi -~ MT _ 2 Recuerda que xi = X2 + X3+ --- + X2 variables aleatorias
i=1] Go N(O, 1) independientes entre si

A partir del nivel de significacién o (Error Tipo I):

2
5| X.—
a = P(Rechazar H, /H, cierta) =P Z{ ' 2”} > L/H0 cierta|= P[xgz k]= 0,05
c

i=1
K=9%50s:5 =11,07

5
El valor muestral del estadistico Y (x;—0)* = 4,3 verifica que
i-1

5

> (x;—0)? = 4,3 <11,07 =k, lo que conduce a ho rechazar la hipétesis nula de que la
i=1

poblacidn sigue una N(0,1), advirtiendo que se halla en la region de aceptacion.

CONTRASTE UNILATERAL DE LA VARIANZA CON LA MEDIA POBLACIONAL CONOCIDA.
POTENCIA DEL CONTRASTE.
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10.- En una poblacién N(5, 6) se quiere contrastar la hipétesis nula Hy : 6° = 65 = 2

frente a la hipétesis alternativa H; : 6° = 62 = 3, con un nivel de significacién
a = 0,025, con una muestra aleatoria simple de famafio 10:

51 6.2 4 2,8 29 5,6 37 34 25 5,2
Hallar la potencia del contraste.

Solucidn:

) 62> ol
Hy:07 =3

Hipétesis sobre o2 :{

10
Si Y (x;-p)® >k serechazaH, (RC.)
Regla de decisién =
Si Y (x;—n)? <k seaceptaH, (RA.)

i=1

Para calcular el valor de la constante k, determinando la region critica de forma éptima,
se parte del nivel de significacion o:

10
o = P (Rechazar H, /H, cierta) = P[Z(xi -n)? >k /H, cierta}

i=1

10
El estadistico Y (x;—u)? en el muestreo, bajo la hipétesis nula, donde las variables
i-1

aleatorias independientes x; siguen una ley N(5,,/2).

En consecuencig, 72 sigue una N(0,1). Por tanto, ), ? =2

i=1

(Recuerda gue xi = X2+ X3+ - + X2 variables aleatorias N(O, 1) independientes

entre si)

A partir del nivel de significacién a (Error Tipo I), calculamos el valor critico k:

. 10 Xi_5 ? k 2 k
o = P(Rechazar Hy /H, cierta) =P| X > > = Pl x1o0 2 5= 0,025

4l 2

= Xg,ozs;lo = 20,483 = k =40,966

| =~

2
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’, . 10 2
Por otra parte, el valor muestral del estadistico ) (x;-5)° = 22,6
i=1

10
Siendo Y (x;—5)? = 22,6 < 40,966 =k ho se rechaza la hipétesis nula de que la

i=1

poblacién sigue una N(5,,/2).

La potencia del contraste:

1 - p = Potencia = P (Rechazar H, ‘HO falsa) = P (Rechazar H, ‘Hl cierta)

1-P = P{xfo > LZ /H, cierta}= P{xfo > @} = P[Xfo > 13,655]= 0,267

G,

Abscisas Areas

4,865 - 15,987 0,90 - 0,10 2,322.0,80
X = 0,10 + =272 _ 0,267
13,665 — 15,987 X — 0,10 11,122
IT Método
2
o Ho s 05 =2 =
Hipétesis sobre o° :{ 079 oi> o i K 3,
1:071=3 R.A R.C

2

. Si >k — R.C:RechazoH
Regla de decision: { _ Ox 0

Si 62 <k — R.A:AceptoH,

2 2 2 .2
. no (n-1)s G5 X1
Por el Lema de Fisher: —* = = ~y%, conlocual, o%= OTH
o (o}

En el muestreo, bajo la hipétesis nula 65 = 2, con tamafio muestral n = 10, se tiene:

Ho

2 .2 2

o2 ~ Oo-Xn-1 _ 29
X n 10

La determinacidn del valor critico k a partir de o (Error Tipo I):

a = P (Rechazar H,, ‘ H, cierta) = P(c2 > k ‘ H, cierta) = P(c2 > k ‘ c?=2)=
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2 .xz

2
=P >k|=P(2 >5k) = 0,025 Tablas x” Pearson , 5k =19,023 — k = 3,8046

Comparamos el valor critico (k = 3,8046) con la evidencia muestral o2 = 1,5204
Como o4 =1,5204 < 3,8046 nos situamos en la regién de aceptacién (R.A), aceptando
la hipétesis de que la varianza es 2, con un nivel de confianza del 97 ,5%.

De otra parte, la potencia del contraste sera:
Potencia = P (Rechazar H, ‘HO falsa) = P (Rechazar H, |H, cierta)

En el muestreo, bajo la hipétesis alternativa o = 3, con tamafio muestral n = 10, se

H1
——
2 2 2

. Go- Y 3.
tiene: o2 ~ 201 Xo
n 10

3 .xz

Potencia = P > 3,8046 /H, cierta|= P[xg > 12,682] = 0,252

Abscisas Areas
4168 - 14,684 0,90 - 0,10 2,002.0,80
Xx =010 + —— = 0,252
12,682 — 14,684 x — 0,10 10,516

CONTRASTE UNILATERAL DE LA VARTANZA CON MEDIA POBLACIONAL DESCONOCIDA.
POTENCIA DEL CONTRASTE.
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11.- En una poblacién con distribucion N(u, ), con un nivel de significacién del 1%,
para contrastar la hipétesis nula H, : 65 = 25 frente a la hipétesis alternativa

H, : 67 = 36, se toma una muestra aleatoria de tamafio 16, con varianza igual a 27.

Hallar la potencia del contraste.

Solucion:
Ho 1065 =25

2 2
c; >0
H, :62 =36 0

Hipétesis simple sobre o? : {

16
Si Y. (x;—X)* >k serechazaH, (RC.)
Regla de decisidn =

Si Y. (x;-X)* <k se aceptaH, (RA.)

i=1

Por el Lema de Fisher-Cochran:

2 (X =X%)?
(n-1).s% _n o _ "TThn _ 2 -x)? ~ 2
02 0_2 o_2 02 n-1
16
2 (% -X)?
bajo la hipétesis nula, se tiene: =L ~ 135

S
Para calcular el valor de la constante k, determinando la regién critica de forma éptima,

se parte del nivel de significacion o:

16
a = P (Rechazar H, /H, cierta) = P|:Z(Xi -X)? 2k /H, cierta}
i=1

16

Z(xi_7)2 k k
a =P(Rechazar H, /H, cierta) =P| =.L———> —-/ H, cierta |= P{x; > —} =0,025
Gg oy 25
K 2
or = Xoosiis = 27,488 = k =687,2
16 >
Z(Xi _X) 16
Por otra parte, el valor muestral ¢ = Ile =27 = Y (x;—-X)? =432
i=1

Siendo 432 < 687,2 conduce a no rechazar la hipdtesis nula de que la poblacién sigue
una N(u,5), advirtiendo que se halla en la regién de aceptacion.
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La potencia del contraste:

1-B =Potencia = P(Rechazar H, / H, falsa) = P(Rechazar H, / H, cierta)

. . , _ 687,2 )
1-B=P|{>.(X;—X)° >k /H,cierta|=P|x35 = 26 =P[x15 219,09]=0,287
i=1
Areas Abscisas
0,90 - 0,10 8,547 — 22,307 010, 3217.080
x=0,10 + ——— =0,
X - 0,10 19,09 - 22,307 13,76
IT Método
L Hy o2 =25 c:
Hipétesis sobre c?:¢ © "9 62> 635 25 ko 36
H,:0? =36 RA  RC

Si 6% >k — R.C:RechazoH,

2

Regla de decision: ¢
Si o5 <k — R.A:AceptoH,

2 2
i no n-1)s
Por el Lema de Fisher: —= = = ~y5, conlocual, o

c c n

~
~

2 2
2 Og-Xn-1
X

En el muestreo, bajo la hipétesis nula 63 = 25, con tamafio muestral n = 16, se tiene:
Ho

2 2 2
5 Oo-Xn1 25%1s
oy ® =
n 16

La determinacidn del valor critico k a partir de a (Error Tipo I):

a = P (Rechazar H, [H, cierta) = P(c% > k ‘ H, cierta) = P(c2 > k ‘ c?=2)=

2
—p 25 K15

2
>k|=P 02, > 20 K =001 —Lre=r , B - 30,578 1 k = 47,778

Comparamos el valor critico (k = 47,778) con la evidencia muestral o2 =27
Como o2 =27 < 47,778 nos situamos en la regién de aceptacién (R.A), aceptando la

hipotesis de que la varianza es 25, con un nivel de confianza del 99%.
De otra parte, la potencia del contraste sera:
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Potencia = P (Rechazar H ‘HO falsa) = P (Rechazar H, ‘Hl cierta)

En el muestreo, bajo la hipétesis alternativa ¢35 = 36, con tamafio muestral n = 16, se

Hi
f_/%
2 2 2
. C5-Ano1 36.
tiene: 62 » — X201 = X15
n 16

36 'Xis

Potencia = P > 47,778 /H, cierta |= P[xfs > 21,235]= 0,162

Abscisas Areas
8,547 - 22,307 0,90 - 0,10 1,072.0,80
Xx=010 + — =0,162
21,235 - 22,307 x - 0,10 13,76

CONTRASTE UNILATERAL DE LA VARIANZA DE UNA POBLACION CON MEDIA POBLACIONAL
CONOCIDA Y DESCONOCIDA. POTENCIA DEL CONTRASTE.
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12.- El retraso de salidas de vuelos sigue un normal N(u , ). Los responsables de un
aeropuerto afirman que el retraso medio es de 30 minutos con una desviacién tipica de
5 minutos. A pesar de ello, una organizacion de consumidores manifiesta que se muestra
de acuerdo de que los retrasos sigue una ley normal con media 30 minutos, pero que la
desviacion tipica es de 15 minutos. Se pide:
1. Contrastar con un nivel de significacion del 5%, la hipétesis nula
H,: o =5 minutos frente a la alternativa H,: ¢ = 15 minutos, a partir de una

muestra aleatoria simple de vuelos cuyos refrasos se adjuntan:
32,3 36,4 35,2 389 39,3 38,4 515 36,4
29,3 39,2 434 30,2 37,4 42,6 40,1
2. Calcular la potencia del contraste anterior.
3. ¢Cambia la decision fomada en el apartado (1) si el retraso medio hubiera sido
desconocido?

Solucidn:

Ho 1065 =25 5

1. Hipétesis sobre o2 : 62> o2
P {Hl:cf=225 oo

Las hipétesis nula y alternativa son simples, con media poblacional conocida. El lema de
Neyman-Pearson conduce a la regla de decision:

15
Si Y (x;—p)* >k serechazaH, (RC.)
Regla de decision =

Si Y (x;—p)? <k se aceptaH, (RA.)

i=1

Para calcular el valor de la constante k, determinando la regién critica de forma dptima,
se parte del nivel de significacion o:

15
a = P(Rechazar H, /H, cierta) = P[Z(xi —pu)?> 2k /Hy:63 =25 cierta}

i=1

15

El estadistico Y (x;—p)® en el muestreo, bajo la hipétesis nula, donde las variables
i=1

aleatorias independientes x; siguen una ley N(30,5).

2
X;—30 N
En consecuencia, — s sigue una N(0,1). Por tanto, Z[IZ—SM} =2
i=1

A partir del nivel de significacién a (Error Tipo I):
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. 15[x,-307° _ «k . , K
a = P(Rechazar H, /H, cierta) =P| )’ > — /H, cierta|=P| x15= —= [ = 0,05
i1l S 25 25

2“—5= 13.05:15 = 24,996 = k = 624,9

15
Por otra parte, el valor muestral del estadistico Y (x;—30)? = 1393,02

i=1

15
Siendo Y (x;-30)% =1393,02 > 624,9 = k se rechaza la hipétesis nula, el retraso

i=1
medio de la salida de los vuelos no sigue una N(30,5).

n
Z(Xi -p)?
Adviértase que la regién de rechazo de la hipétesis nula: R =< =2———— > 4% |
Co
15
A -30)?
en este caso, R = IﬂT =55,72 2 x5 05 15 = 24,996 la regién de rechazo se

verifica, con lo que no se acepta la hipétesis nula, esto es, el retraso medio de salida de
los vuelos no sigue una ley normal N(30,5).

2. La potencia del contraste:

Potencia = P (Rechazar H ‘Ho falsa) = P (Rechazar H, ‘Hl 102 =225 cierta) =1 -

1-B=P xfg,zLZ/Hl cierta |= P[XfS > 624’9} = P[xfs 2 2,777]= 1
o 225

3. Como se desconoce el valor de la media poblacional las hipdtesis son compuestas, no
pudiéndose aplicar el lema de Neyman-Pearson.

En consecuencia, para obtener la regidn critica es necesario utilizar el test de razon de
verosimilitud, que conduce a la regla de decisién:

15
Si Y (x;—X)* >k serechazaH, (RC.)
Regla de decisidn s
Si Y (x;-X)? <k se aceptaH, (R-A.)

i=1

Santiago de la Fuente Ferndndez 126



Contraste de Hipotesis
15

2 > (x;=%)?
X i=1

. n G . . 1 .
Por el Lema de Fisher-Cochran —* ~ x%_; , bajo la hipétesis nula: 5~ e
(o)

Para calcular el valor de la constante k, determinando la regién critica de forma dptima,
se parte del nivel de significacion o:

15
a = P(Rechazar H, /H, cierta) = P[Z(xi ~X)*>k /Hy:05 = 25}
i=1

15
206X K K
a=Pp[E_ > I P{xﬁz —} -=0,05 = —-=23,685 = k=0592,125
25 25 25 25
15
Z(Xi _i)z 15
De otro lado, el valor muestral ¢2 = IﬂT =28,2264 = Y (x;—X)° = 423,396
=

15

Siendo Y (x;-X)? = 423,396 < 592,125 =k no se rechaza la hipétesis nula, por
i=1

tanto, se cambia la decisién que se tomé en el apartado (1).

n
Z(Xi -X)?
Adviértase que la regién de rechazo de la hipotesis nula: R = “16—22 Lo: (D) [ -
0
15 —2
Z(Xi —X)
en este caso, R = th =16,94 > 5% 5. 14 = 23,685 la regién de rechazo no

se verifica, con lo que se acepta la hipétesis nula, esto es, el retraso medio de salida de
los vuelos sigue una ley normal N(30,5).

CONTRASTE UNILATERAL DE LA MEDIA CON VARIANZA DESCONOCIDA. CALCULAR Y
REPRESENTAR LA FUNCION DE POTENCIA.

Santiago de la Fuente Ferndndez 127



Contraste de Hipotesis

13.- El directorio de uno de los grandes operadores de Internet estd considerando la
posibilidad de ofrecer tarifa plana a sus clientes. Segun sus conocimientos sobre el
tema, sabe que estd trabajando con una variable aleatoria que se distribuye como una
normal. Mantiene la hipétesis de que los hogares que tienen Internet se conectan con
una media de 5 horas mensuales. No obstante, existen otros estudios que sostienen que
el tiempo de conexion es mds alto. Para evaluar, a un 10% de significacidon, dicha
hipotesis, el directorio decide encuestar a una muestra aleatoria de 30 hogares,
obteniendo una media de 5,34 horas de conexidon, con una dispersion de 7,24 horas.

a) Formular el contraste a realizar.

b) Determinar la mejor region critica del contraste.

c) ¢Se puede rechazar la hipdtesis nula?

d) Calcular y representar la funcion de potencia. ¢Qué representa la funcién de

potencia?. Para facilitar los cdlculos, suponer que el tamafio muestral es 300

hogares.

Solucion:
Sea la variable aleatoria X = ‘conexion a Internet por hogares’ X=N(5, o)

a) Las hipétesis sobre la media poblacional 1 con 6 desconocida:

Ho:ppo=5
Hipdtesis sobre u:{ o-Ho AN

Hyipy >S5 R.A RC
Se trata de un contraste unilateral, siendo H, compuesta.

Si
Si

>k — R.C:RechazoH,

X
X <k +— R.A:AceptoH,

b) Regla de decisién: {

En el muestreo de una poblacién normal con varianza desconocida, y desviacion tipica

. X—u — c
muestral o, , la variable: =t ., > X= p+t_, —=—
X Gx n-1 | n-1 /—n _1

n-1
c) Determinacion de k a partir del nivel de significacion o:

a = P (Rechazar H ‘ H, cierta) = P(x > k ‘ H, cierta) = P(x > k ‘ Lo =5)=

(6] 7,24 (k-5). v29
P +t._,——2=>Kk =5|=P|5+t;p., ——— > k| =P|t,g >
|:u0 nlm |P~0 ] |: 301m i| |:29 7.24

:|= 0,10

En las tablas de la t de Student: tg4,.,0 =1,311 , con lo cual,
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(k-5).429 _ 1311 o kogyL31L724 o
7,24 V29

Comparando k con el valor del estadistico muestral X, = 5,34

El valor X, = 5,34 < 6,76, no pudiendo rechazar H,, por ——t——
5 534 k=676

RA  RC

v

lo que tiene razon el Directivo, el tiempo medio de y
conexién es de 5 horas.

» Alternativamente, con el estadistico de contraste (valor experimental), la region
de rechazo R viene dada por la expresién:

_ S _ c
— 7,24

R=4534-5> 1311
V29

rechazo, no existe evidencia significativa de rechazar la hipdtesis Hycon un nivel de

=[0,34 > 1,763] , no cumpliéndose la regién de

confianza del 90%.

Una forma andloga de enfocar el problema consistiria en aceptar la hipétesis H, cuando

el estadistico experimental fuera menor o igual que el estadistico tedrico, es decir:
estadistic o experimental

—_—— estadistic o tedrico
. X — U —
Se acepta H, cuando se verifica: t,; = - < ty.n1
X
n-1

5,34 -5

En este caso, t,g = W = 0,2537 < 1,311 =t4,4.,9, Se acepta la hipétesis H,

d) Potencia = (1-B) = P(Rechazar H, |H, falsa)
La hipdtesis H, es compuesta (existen infinitos valores tal gue u > 5), se construye una

funcidn, es decir:

Hyipy >S5 p 1-P
Distintos valores

Region
Decj;sién
B = P(ET II) = P(Rechazar Hl‘Hl cierta) = P (Aceptar H, ‘ Hy falsa) = P(X < k‘ H,)
En el muestreo de una poblacion normal con varianza desconocida, y desviacion tipica

muestral o, la variable: (X — u)/\/ll = t,,_,, siendo la muestra n =300, la
n —_

distribucion se aproxima a una N(O, 1)
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k=6,76
k). Jn—l} =

Ox

B=P(§<k|Hl)=P[ul+tn_1% < k|H1} =P{tn1
{ (6,76 —p,). \n—-1
=Plz<

=z
n>30

} , en consecuencia:
(e}

X

6,76 — ;). Vn-1 ~5,5). +/
B= P{z < ha)- NI } = P[z 676255 299} =Pz < 3]=0,9986
oy 7,24
= H,:p, =6
B = P{z 6:76-6). ”299} =Pz <1,82] = 0,9656
7,24
* Hytp, =7
B= P[z 676-7). ”299} =P[z < -0,57]=0,2843
7,24
= H;:p, =8
B = P{z 6:76-8). ”299} =P[z < -2,96]=0,00154
7,24
1-p
Hy:p; >5 B 1-B
5,5 0,9986 0,0014
6 0,9656 0,0034
7 0,2843 0,7157
8 0,0015 0,9985

w

55 6 7 8

A medida que se alejan las hipotesis H, y H, aumenta la potencia del contraste. Es

decir, cuanto mds alejadas se encuentren las hipétesis para contrastar, mayor serd la
probabilidad de que se rechace H, cuando sea falsa, algo deseable (constante a y k).

14.- El propietario de un automadvil sospecha que su vehiculo tiene un consumo medio de
combustible en carretera superior a los 5,6 litros /100 Km., que es lo que el fabricante
indica en su publicidad. Para apoyar empiricamente su sospecha observa el consumo
medio en 11 viajes seleccionados aleatoriamente entre todos los que realiza en el afio,
obteniendo los siguientes resultados:
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6.1 6,5 51 6 59 5,2 5.8 53 6,2 59 6,3
Se pide:
a) ¢Estdn fundadas las sospechas del propietario a un nivel de significacion del 1%?
b) ¢En cudntas ocasiones deberia observarse el consumo medio para que con un nivel
de confianza del 99% se detectase un consumo medio de 5,9 litros/100 km.?

Solucidn:

a) Suponemos que el consumo medio del automavil sigue una distribucién normal
N(u, o), ambos pardmetros desconocidos, y mientras el fabricante afirma que
Hy:p =5,6 el propietario del vehiculo cree que H,: p >5,6.

Se trata, pues, de un contraste unilateral, donde H, es compuesta.

Reala de decisién: Si X <k — R.A:AceptoH, 5 56 k >5’6_
€glade decision: 1 o % Sk > R.C : Rechazo H,, " RA  RC

En el muestreo de una poblacion normal con varianza desconocida, desviacion tipica
X—u

X-p = =1,
s/ /n o /n-1

Bajo la hipétesis nula, con los datos muestrales (X =5,8454, s, =0,4612), el

muestral (o, ), cuasidesviacién tipica (s, ), la variable:

0,4612

i

El valor critico k, bajo la hipétesis nula, se calcula a partir del nivel de significacién a:

muestreo sigue una distribucion tlo[5,6 ; } =1,0,(5,6;0,1390)

a = P (Rechazar H, ‘ H, cierta) = P(X > k ‘ H, cierta) = P(X > k ‘ Lo =56)=

[?—5,6 k—5,6] [ k—5,6} k-5,6
=P > = 10>

=001 = = 2,764
0,1390 ~ 0,1390 0,1390 0,1390

de donde, k =5,9842 . Siendo X = 5,8454 < 5,9842 no se puede rechazar la hipotesis
nula Hy, con lo que se acepta las afirmaciones del fabricante sobre el consumo medio

del automdvil.
b) En esta ocasidn se plantea la cuestion P(X > k /p = 5,9)

o . . b X =5, .
Donde el tamafio muestral es desconocido, y donde el estadistico / # 1,5 ho sigue
s n

©

Q‘

un t-Student con 10 grados de libertad.
Por tanto, recurrimos a la siguiente estrategia:
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X-59+0,3

PX>k/p=59)= P{ /\/_>2,764/p.=5,9]=P[ SX’/\/;’ >2,764}=

X

L_ /3—9 . /\/— 2,764} -p EX—/—?/% > 2,764 — Sxo/_jﬁ} - 099

o bien, P|: <2,764 - 0,01

03 |_
o \/_ s /\n
Nos encontramos en un punto donde no se pueden utilizar las tablas de la t-Sudent
porque no conocemos el tamafio de la muestra. Para ello, suponemos que el tamafio es
suficientemente grande para que pueda ser aceptable la aproximacién de la t mediante

la distribucion normal.
Con la aproximacién normal, y con la simetria de la N(O, 1):

0,3
Plz<£2,764-———|=0,01 = 2,764 - -2,327
[ sx/ﬁ} s /J_

2
5,091).s
5001 {i}

0,3
s n 03
Otra vez en un callején sin salida, aln es necesario conocer la cuasidesviacién tipica de
una muestra sin saber su tamafio. Podemos dar una salida, suponiendo que la
cuasidesviacion tipica de esta nueva muestra es igual a la obtenida en la muestra
anterior s, = 0,4612. En este caso,

2
_ [(5,091)(.)(;),4612)} _ 61255

Para mayor seguridad en el logro de nuestro objetivo, redondeamos con el entero
inmediato superior, esto es, el famafio de la muestra es 62.

CONTRASTE UNILATERAL DE LA MEDIA CON VARIANZA CONOCIDA.

15.- El nimero de averias de un determinado tipo de avion se considera una variable
aleatoria con distribucion de Poisson de media 2 averias al mes. El equipo de
mantenimiento intenta reducir esta media incorporando algunas mejoras. Para
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comprobar si con estas medidas se reduce el ndmero medio de averias, se decide
observar el nimero medio de averias en los 25 meses siguientes a la introduccién de las
mejoras. Si el nimero medio de averias en esos 25 meses fue de 1,5. ¢Qué decision
debe adoptar el servicio técnico a un nivel de significacién del 1%?. ¢Y si el servicio
técnico relaja su nivel de exigencia al 85% de confianza?. ¢Cambiaria su decision?.

Solucidn:
n—coo

i
Sea la variable aleatoria X = 'Nimero de averias al mes’ X eP( =2) - N(2, \/E)

En la muestra de tamafio h =25 meses L = X =1,5averias. La distribucién en el

muestreo, bajo la hipdtesis nula H,, X =~ N[u, i} = N[z, L}

Jn V25

Hyo:p=2
Es un contraste unilateral, donde se plantean las hipétesis: { 0 ] " }
H, 1 n <2 (compuesta)

Si X >k no serechazaH, — (RA)

donde la regla de decisidn, existe k § ..
onde la regla de decision, existe {SI X <k serechazaH;, — (RC)

Se determina el valor de k considerando el nivel de significacion o.:

k-2

727125

= P[z > ﬁ] ~001 > 2K _232-7,,, — k=134

727125 \N2/125

Se advierte que (1,5 > 1,34), cae en la regién de aceptacion, con lo cual se acepta la

o = P(Rechazar HO‘Ho cierta) =P(X<k /Hy:p=2)= P[z < } =0,01 =

hipotesis nula, esto es, con un nivel de significacion del 1% se afirma que las averias
mensuales se mantienen siendo 2, y en consecuencia, las mejorias no son operativas.

Si a = 0,15 se replantean los cdlculos: =104=24,5 b+ k=171

2-k
\2/25
Como 1,71 < 1,34, cae en la region de rechazo, con lo que no se acepta la hipétesis nula,
y se concluye que las mejoras son operativas.

CONTRASTE UNILATERAL DE LA MEDIA CON VARTANZA POBLACIONAL DESCONOCIDA.

16.- La concentracién media de dioxido de carbono en el aire en una determinada zona
no es habitualmente mayor que 355 p.p.m.v (partes por millén en volumen). Se sospecha
que esta concentracion es mayor en la capa de aire mds proxima a la superficie.
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Para contrastar esta hipétesis se analiza aire en 20 puntos elegidos aleatoriamente a
una misma altura del suelo. Los datos recogidos tienen una media muestral de 580
p.p.m.v y una cuasidesviacién tipica muestral de 180.
Suponiendo que las mediciones siguen una distribucién normal, ¢podemos afirmar a un
nivel de 0,01, que los datos proporcionan suficiente evidencia estadistica a favor de la
hipétesis de que la concentracion es mayor cerca del suelo?.
Indicar razonadamente si el p-valor es mayor o menor que 0,01

Solucién:

Tenemos una muestra aleatoria (X, X,, --- ,X,) de tamafio n = 20, donde la

variable aleatoria X = "concentracion de diéxido de carbono en puntos cercanos al
suelo" sigue una distribucién normal X ~ N(u; o) con varianza poblacional desconocida.

Deseamos comprobar si hay suficiente evidencia estadistica a favor de que
u > 335. Para ello, planteamos un contraste con la hipétesis nula Hy : u < 335 frente a

la hipotesis alternativa H, : n > 335, con un nivel de significacion a = 0,01

En esta linea, nos encontramos ante un contraste unilateral (una cola) para la media
poblacional con varianza poblacional desconocida.

Se rechaza la hipétesis nula si se verifica la regién de rechazo:

S
R :{i_u0>ta'(n—l)_x}

donde,
X - po =580 - 355 = 225

= 2,539 V180 =102,19

20

Como R = {225 >102,19 } SI se verifica la condicién de rechazo, por tanto,
RECHAMOS la hipétesis nula Hy.
En consecuencia, existe suficiencia estadistica (con un nivel de significacién 0,01) para

concluir que la concentracion media de diéxido de carbono es superior a 355 cerca del
suelo.

X
ta;(n—l) =1 0,01;19 ﬁ

Por otra parte, el p-valor se interpreta como el apoyo que los datos proporcionan a la
hipotesis nula Hy,.

En otras palabras, Cuando el p-valor < a = SE RECHAZA H,

Como hemos rechazado H, con a = 0,01, el p-valor < 0,01
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CONTRASTE BILATERAL DE LA PROPORCION.

17.- Un dentista afirma que el 40% de los nifios de 10 afios presentan indicios de caries
dental. Tomada una muestra de 100 nifios, se observé que 36 presentaban indicios de
caries.
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Contrastar la hipétesis del dentista para un nivel de confianza del 90%.

Solucidn:
Sea el pardmetro p = "proporcién de nifios que presentan indicios de caries dental".

Como siempre que queremos hacer un contraste sobre una proporcion, partimos

de una muestra aleatoria (X, X,, -+ ,X,) de tamafio n =100, donde X ~B(1; p).
n
Xj TCL.
La distribucién en el muestreo del estadistico X = p = i=1n ~ N{p, %}

Recurrimos al contraste de la hipétesis nula Hy: p = 0,40 frente a la hipétesis
alternativa H,: p # 0,40, con un nivel de significacién o = 0,10

La Hipétesis nula se rechaza cuando se verifica la regién de rechazo:

R={ ‘Y—po‘ > Zgj2q —pO(ln_pO) }

% —po|=|p-0.40] - 2_0,40‘ = 0,04

donde,

100

1- -
Zaj2 M = Z0,05\/ 0.40 (]:_LOOOAO) = (1,64) . (0,0489898) = 0,08

por tanto, R = {0,04 >0,08} NO se verifica la condicién de rechazo y aceptamos la
hipotesis nula H,. En consecuencia, con un nivel de significacién de 0,10, se puede

afirmar que el 40% de los nifios presenta indicios de caries dental.

18.- En los dias previos a unas elecciones municipales, el candidato de un partido
politico estd convencido de obtener el 60% de los votos electorales. No obstante, su
partido encarga una encuesta entre 100 votantes potenciales, resultando que el 52% de
ellos dijeron tener intencién de votar a dicho candidato. Con un nivel de significacion
del 5%, se pide contrastar:

a) Hy:p=0,60 frentea H,;:p=0,50
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b) H,:p=0,60 frentea H;:p = 0,60
c) Potencia del contraste efectuado en el apartado (a).

Solucidn:
a) Sea la variable X ="% de votos al candidato"

Nos encontramos ante un contraste de hipotesis nula simple frente a una hipdtesis
alternativa simple: H,: p = 0,60 frentea H,:p = 0,50

HI. HO
Regla de decision:
p >k SeaceptaH, (R.A.)
’[5 <k Serechaza HO (RC) 050 k 0,60 5
- RC. . RA. "
e, ~ x 1 vota Si
La distribucién en el muestreo de p = —— )" x;siendo Xx; =
100 = O vota No

donde se conoce E(B) =p y que V() = @

Al ser el famafio suficientemente grande n =100 vy estar definido p como suma de
variables aleatorias independientes, segln una distribucién de Bernouilli B(1,p) se

puede aproximar la distribucién exacta de p ~ N[p A/P.@-p)/n ]

0,60.(1 - 0,60)
100

Bajo la hipétesis nula: p » N{O,6O \/ } = N(0,60; 0,049)

El valor critico K se determina, bajo la hipétesis nula, por el nivel de significacién:

a =P(ET I) =P (Rechazar H, / H, cierta) = 0,05

a=PET )=P(P<k |[Hyp=06)=P [po—oo:;o < ko‘ooégo} —p {z < _ko-ooégo} 0,05

k=080 _ ;645 1 k=05186
0,049
En consecuencia, como la proporcion M s
muestral fue p = X =52/100 = 0,52,
se encuentra dentro de la regién de : i
.z . . 0,50 05186052 060
aceptacion de la hipétesis nula. - [ —
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b) En este caso, se trata de un contraste bilateral con hipétesis nula simple frente a
una hipdtesis alternativa compuesta: Hy:p = 0,60 frentea H,:p # 0,60

Regla de decision:
‘6‘ >k SeaceptaH, (R.A.)
‘ﬁ‘ <k SerechazaH, (R.C.)

= —

Bajo la hipotesis nula: p = N(0,60; 0,049)

Para determinar el critico K, bajo la hipétesis nula, hos apoyamos en el nivel de
significacién:
o =P(ET I) = P(Rechazar H, / H, cierta) = 0,05

p-060 _K-060

o =P(ET )=P(|p|<K ‘Ho:p=0,6)=P{| 5049 |~ 0049

:| = 0,05

P - 0,60 > (0,049) (1,96) = 0,696
P - 0,60 < —(0,049) (1,96) = 0,504

La regidn critica: p = 0.60

‘ >1,96=Z49,5 &

Como P = X =52/100 = 0,52 se encuentra
en la regidn de aceptacion, se acepta la s 05y |
hipétesis nula. 0,508

Il

|

Il
X

c) | Potencia del Contraste: Potencia =P (Rechazar H, ‘ H, falsa) =1-

Error Tipo IT: B =P(ET Il) =P (Aceptar H, / H, falsa)

Con la hipétesis alternativa H,:p =0,50: p = N[O,S;J%} =N(0,5; 0,05)

B=P(ET I)=P[p>05186/ N(05;0,05)]=P [p —0.5 05186 - 0’5} -

0,05 0,05
=P (z > 0,372) = 0,35496

Abscisas Areas
0,008) (0,0037
037-038 | 03557-03520  x=03520+" 3; . ) _ 0,35496
0,372-0,38 x - 0,3520 '

Potencia=1-f =1-0,35496 = 0,6450
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¢ También se podia haber realizado por la definicién de potencia de un contraste:

Potencia = P (Rechazar H, |H,, falsa) = P[p < 05186 / N(0,5; 0,05)] =

_p|P=05_05186-051_ 4 (372)=1-P(z>0372) = 06450
0.05 0,05

19. - El duefio de los cines CINEFILON considera que, dado el aforo de la sala, una
afluencia diaria a la misma del 85% seria éptima, en el sentido de que los clientes se
sientan cdmodos y para que a la vez no haya pérdidas econémicas. Durante un periodo de
tiempo, se analiza la afluencia a los cines, observdndose que, en media, se ocupan 171 de
las 200 butacas. ¢Con qué confianza podrd afirmar el duefio de CINEFILON que la
asistencia a sus cines es 6ptima? ¢Qué pasaria si el duefio quisiera estar mds seguro de
su decisién, y ampliar el nivel de confianza al 99%?
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Nota: La regla de la decision adoptada es que si hay una desviacion inferior al 5% de Jla
cantidad dptima, se aceptaria la hipdtesis de que la afluencia es, efectivamente, dptima.
Solucidn:

Sea la variable aleatoria X = '% asistencia diaria a los cines CINEFILON' , X ~ B(1, p).

- En el contraste bilateral se establecen las hipétesis:

Hy :po = 0,85 H, :p; #0,85

- En el muestreo, la proporcién que acude a los cines (200 butacas) en un dia (p =§),

bajo la hipétesis nula, por el TCL (Teorema Central Limite), sigue una distribucién

P.q 0,85.0,15 _
Nlp, /22 =Nl085, =2 | -N(0,85:0,025
|:p/ n i| |: ’ ’ 200 ( ’ )

- Se determina (1-a) a partir de los valores criticos, considerando que una desviacién
inferior al 5% de la cantidad éptima significa que 0,80 < p < 0,90

o = P(Rechazar H,/H, cierta) = | 1-a=09544
_p[[080-085 ) (  090-085)|_ __ |
“ 7 0,025 0025 )| 0028 0,0228
—P[-2 > z]+ P[z > 2]=2.0,028 = 0,0456 o O 088 . .

El nivel de confianza: 1-oa =1-0,0456 = 0,9544
o Siel nivel de confianza [1-a]=99% = a =1% (mayor exigencia).

El valor critico k se determina a partir del nivel de significacion o = 0,01

. k, —0,85 k,—0,85
a = P(Rechazar H,/H, cierta) =P|| ——>z |U|z<———||=0,01

0,025 0,025
_ 11— =99%
k-0,85 k, = 0914 RA
0025 |~ 2°7 = Zooes = k,=0786  ©2=0005 . @/2:0005
0,025 =0, /220005 | e
078 080 0851 09 0914
RC. 0,855 — 3 RC.
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Comparando los valores criticos k con el valor del estadistico muestral (evidencia

empirica) p = % = 0,855, se observa que cae dentro de la regién de aceptacion (R.A.),

concluyendo que se acepta la hipétesis nula siendo éptima la afluencia a los cines
CINEFILON.

CONTRASTE BILATERAL DE LA VARIANZA CON MEDIA POBLACIONAL CONOCIDA.

20. - En una poblacién N(10, ¢) se desea contrastar la hipétesis nula Hy : 6% = 3
frente a la hipétesis alternativa H, : 6% # 3 con un nivel de significacién del 5%. En una
muestra aleatoria simple de famafio 4 se obtuvieron los resultados:

10 8 12 14

Solucidn:
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T Hp:0°=3
Hipétesis compuesta sobre ¢?:¢ © "~
Hi:o” %3
Como la hipétesis alternativa es 6® # 3 en la decisién que tomemos deberdn ser vdlidos

valores de o® tanto mayores o menores que 3, por lo que el contraste debe ser
bilateral o de dos colas.

IN

Si |2 (X - n)?

i=1

>k — R.C:RechazoH,

Regla de decision:
(x; —p1)?

M-

Si <k — R.A:AceptoH,

I
[y

4
En la distribucién en el muestreo del estadistico > (x; —p)?, las variables aleatorias
i=1

independientes x; se distribuyen N(10,c); bajo la hipotesis nula N(10,\/§):

2 2
4 X; — 4 (x; —10
2[ ' H] = 2[ ' ] = x5 (suma de 4 variables aleatorias N(0,1), independientes entre sf)

i=1\ Co i=1 \/§

Fijado el nivel de significacién a. (Error Tipo I), se halla el valor de la constante k:

x,-10Y >k /H, cierta =P[‘Xi‘2k]=
e

= P[(xis kl)u(xizkz)]= P[xiskl] + P[xizkz] =a;+a, = 0,05

4
o= P[Rechazar Ho /Hg cierta] =P Z[
i=1

Plx2 <k |=1-P[x2 2 ky]=1-0, = 0,975 = Kk, = %2475, = 0,484
P[Xi > k2]= az = 0,025 = k2 = X(2)1025 14 = 111143

Region de rechazo:
(x5 < 0,484) U (x5 > 11,143),

con lo que la region de aceptaciénes ;
el intervalo [0,484 ; 11,143]. 0/! i\ >
0484 11,143 72
4
Z(Xi —10)2
El estadistico muestral, bajo la hipdtesis nulg, % =8, perteneceala

region de aceptacidn, concluyendo que la varianza de la distribucidn es 3.
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Andlogamente,

Y (x, — )

Considerando la regién de rechazo: R = HTeE [le_q/z; n> Xi/z;n]
0

4
El valor del estadistico muestral > (x; —n)® = 24, bajo la hipétesis nula resulta:
i-1
4

> (X —p)? ) ,
' ‘0= ., =0,484
- - 2% _ 8. Los valores tabulares son Xlz‘“’z' n Zx 0.975: 4

o 3 Xas2;n =X0025; 4 =11,143

La regién de aceptacion de la hipétesis nula es el intervalo [0,484 ; 11,143].

4
2 (X - n)?

Al pertenecer el valor muestral del estadistico =2 =8 alaregién de

2
Go

aceptacion, se concluye que la varianza de la distribucion es 3.

CONTRASTE BILATERAL DE LA MEDIA CON VARIANZA POBLACIONAL CONOCIDA.

21.- En una poblacién N(u, 5) se quiere contrastar la hipétesis nula Hy : p = 18 frente
a la hipétesis alternativa H, : p # 18, con un nivel de significacién a = 0,01, con una
muestra de tamatio 10:

16 12 15 16 20 25 14 18 17 22

Solucidn:
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Ho:p =18
En el contraste se establecen las hipé‘resis:{ o-H Como la hipétesis alternativa

Hy:p=#18
es p # 18 en la decision que hayamos de tomar deberdn ser vdlidos valores de p tanto
mayores o menores que 18, por lo cual el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

Si |X|>k serechazaH, (RC.)

Regla de decisié
egla de decisidn {Si X| <k seaceptaH, (RA.)

R.C.

10
2 Xi

La muestra de tamafio 10, con media X = =L = 17,5 siendo la varianza poblacional
conocida 6® = 25, bajo la hipétesis nula sigue una distribucién N(18, %), con lo que

X —18
5

J10

El valor de k se calcula mediante el nivel de significacion a. = 0,01:

la variable es N(O,1).

X —-18
5

J10

> K| =

o = P (Rechazar Hy|H, cierta) =P (|X|> k) =P

X -18 X -18 X -18 X -18
5 5 >K||=P 5 <-K||+P 5

V10 V10 V10 10

>K||=0,01

La region critica sera:

_ 5
X > 18 + — (2,575) = 22,07
X -18 A/10 ( )
5

>2,575=2,,5 =Zg,005 = 5
X < 18 - —O (2,575) = 13,93

N J10

En consecuencia, la region de aceptacion: 13,93 < X < 22,07

10
xi
Como la media muestral X = =— =17,5 estd contenida en la regidn de aceptacidn, no

se rechaza la hipétesis nula p = 18, con un nivel de significacion de 0,01.
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7/ -/ —_— 6
Andlogamente, la regién de rechazo: R ,cchazo = { X = po| > Zgp5 - —}

Jn

R rechazo = {|17.5—18| > Zo,05 i} = { 17,5 -18| > (2,575).

J10

5

J10

} ={05> 4,071}

No se verifica la regién de rechazo, en consecuencia se admite la hipétesis nula p = 18,
con un nivel de significacion de 0,01.

CONTRASTE BILATERAL DE LA MEDIA CON VARIANZA POBLACIONAL DESCONOCIDA.

22.- En una poblacién N(u, o) se quiere contrastar la hipotesis nula Hy : p = 2 frente
a la hipétesis alternativa H; : u # 2, con un nivel de significacion o = 0,01, con una
muestra aleatoria simple de tamafio 15:

2,1 2,25 3,01 2,92 2,98 3,08 3.8 3,95
2,75 2,74 3,16 2,56 3,15 2,65 3,12

Solucidn:
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En la muestra se obtiene:

15 15 —2 S 712
in Z(Xi_x) Z(Xi_x)
Xx=1EL_=-2048 oi=E——-02264 si=EL_— -0,2426
15 15 14
o, =0,476 s, = 0,493 n=15

Como la hipétesis alternativa es p # 2 en la decision que hayamos de tomar deberdn ser
vdlidos valores de p bien sean mayores o menores que 2, por lo cual el contraste debe

ser bilateral o de dos colas.
Regla de decisién:

Si |X|>k serechazaH, (RC.)
Si |X| <k seaceptaH, (R.A.)

R.C.

R.C.
En el muestreo de una poblacién normal con varianza desconocida, y desviacién tipica
X—p _X-p
= =T,

muestral o, la variable
c Sy

Jn-1 yn

Con el nivel de significacion a = 0,01 se determina la regién critica:

. — X—-u
=P(Rech HqolH ta) =P k /H)) =P||—F——F——|>K/u=2|=
o = P(Rechazar 0‘ o Cierta) =P (|X| > o) [Gx/m > m ]
X-2 X-2 X-2
0,476/ 14" HO,476/1/14 ) KJU(O,476/,/14 >K]]
T14
+ 220,01

2

— P L < _K + P L > K — g
| 0,476/,/14 0,476/, 14 2
t14 tig

> 2,977 = ta/2;(n—l) = t0,005;l4l con IO CUCll,

La region critica es: _x-2
0,476/ 14

2077 = |X> 2% 2,977.(0,476/./14) = 2,378
X < 2 — 2,977.(0,476/,/14) = 1,622

X -2
0,476/./14
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La region de aceptacién serd: 1,622 < X < 2,378

Se observa que el valor del estadistico muestral X = 2,948 no se encuentra en la

region de aceptacion, por tanto, se rechaza la hipétesis nula y se acepta que la media
de la distribucién poblacional es distinta de 2.

Adviértase que rechazamos la hipétesis nula si se verifica la regién de rechazo:

t0,005;14
R ={ ‘Y—uo‘ > ta/z;(n—l)ST:]} = |2’948_2| > 2977 0\’/‘%3 B { 0:948 > 0’379}

verificandose la regidn de rechazo, con lo cual no se acepta la hipdtesis nula,
concluyendo que se acepta la hipétesis alternativa de que la media de la distribucién
poblacional es distinta de 2.

Una forma andloga de enfocar la cuestion consiste en aceptar la hipotesis nula
Ho 1 p =2 cuando el estadistico experimental fuera menor o igual que el estadistico

tedrico, esto es:
estadistic o experimental

_ estadistic o tedrico
— f_/%
X=Ho

t,, = s/—\/ﬁ < T2
X
_|X-wo| _[2,948 - 2|

= = =7
s,/Jn  0,493/,15

El valor tabular del estadistico tedrico: t,,,.(n_1y = too0s:14 = 2,977

El estadistico de contraste: t,, 447

Como t,,_, =7,447 > 2,977 =ty 40s.14 Se rechaza la hipdtesis nula, concluyendo que la
media de la distribucidn poblacional es distinta de 2.

23.- Se recibe un envio de latas de conserva de las que se afirma que el peso medio son
1.000 gr. Examinada una muestra de 5 latas se obtiene un peso medio de 995 gr. con una
cuasivarianza s = 19,6. Al nivel de confianza del 95%, ¢se puede aceptar que el peso

medio son 1.000 gr.?
Solucién:

Tenemos una muestra aleatoria (X, X,, --- ,X,) de tamafio n =5, donde la variable

aleatoria X = "peso de una lata de conserva", suponemos que sigue una distribucion
normal X = N(u; o) con varianza poblacional desconocida.
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Deseamos ver si resulta aceptable que p = 1000. Para ello, planteamos un contraste

con la hipétesis nula Hy : p = 1000 frente a la hipétesis alternativa H, : p # 1000, con
un nivel de significacion o = 0,05

Adviértase que como la hipétesis alternativa H; : p # 1000, en la decisién que hayamos

de tomar deberdn ser vdlidos valores de p tanto mayores o menores que 1000, por lo

que el contraste debe ser BILATERAL o de dos colas.
En esta linea, se rechaza la hipétesis nula si se verifica la region de rechazo:

_ S,
R ={ ‘X—Ho‘ > ta/2;(n—1)ﬁ}

|X — po| =]995-1000| =5

donde,

N196 g

S S
ta/2;(n—1)T:] = to,025;4T:] =2,776 \/E

Como R #{5>55} NO se verifica la condicién de rechazo, ACEPTAMOS la hipétesis
nula H,. En consecuencia, con un nivel de significacion de 0,05, se puede afirmar que el

peso medio son 1000 gramos.

CONTRASTE BILATERAL DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS CON VARTANZAS POBLACIONALES
CONOCIDAS.

24 .- El andlisis laboral que la U.E ha realizado para toda Europa, sefiala que en Espafia,
el salario mensual de los varones, en algunos sectores econémicos, supera en mds de 100
euros el salario de las mujeres que desempefian las mismas tareas.

El Ministerio de Trabajo espaiiol decide considerar el salario mensual como una variable
aleatoria normalmente distribuida con desviacién tipica de 39,6 euros para los
trabajadores masculinos y de 36 euros para las trabajadoras de dichos sectores, siendo
el salario de cada poblacién independiente del de la otra. Para tratar de verificar lo
publicado, se elige una muestra aleatoria simple de 500 trabajadores y de 700
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trabajadoras, obteniéndose unos salarios medios mensuales de 1.500 y 1.370 euros
respectivamente.
¢Esta fundamentada las conclusiones de la U.E al 1% de significacion?

Solucidn:

Sean las variables aleatorias, respectivamente, X = 'Salario mensual de los varones' e
Y = 'Salario mensual de las mujeres’, donde X ~ N(u,, 39,6) e Y =~ N(u,, 36).

X =1.500€ n_ =500
En las muestras se obtuvieron los resultados:
y=1.370€ n =700

- En el contraste se establecen las hipotesis:

Ho :puy —pny =100 Hy tpy —py >100 (compuesta)

L la de decisié , |St (X-Yy)>k serechazaH, (RC)
a regla de decision sera: 4 _. ~
9 ! Si (X-Yy) <k no serechazaH, (RA)
- La diferencia de medias muestrales (X —Y), siendo las varianzas muestrales
conocidas, bajo la hipétesis nula, sigue una distribucién:

<N

2
(&)
N[(ux - u‘y); —=+

Ny

3‘0

2 2
]sN[lOO; \/39’6 36 ]=N(100; 2,23)

+
y 500 700

- Se determina el valor de k mediante el nivel de significacién o:
k —100

o = P (Rechazar HO‘HO cierta) =P(X -y >k /Hy i p, —p, =100)=P|:Z> 523

i|= 0,01

k=100 _ 5 30- Zoor > k=1052¢€
2,23 ’
La evidencia empirica X -y =1.500-1.370 = 130 €. Se advierte que 130 > 105,2,
cae en la region de rechazo, con lo cual no se acepta la hipétesis nula, esto es, con un
nivel de significacion del 1%, se afirma que con el mismo trabajo las diferencias salarias
entre hombres y mujeres en algunos sectores econémicos espafioles son superiores a
100 euros mensuales.
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25.- Con un nivel de significacion del 4,72%, se desea contrastar la hipétesis nula de
igualdad de medias de dos poblaciones N(p; ,4)y N(u,, 4,5). Paraello, se han

tomado dos muestras aleatorias simples e independientes, respectivamente,
obteniéndose los siguientes valores:

x. | 204 102 73 128 134 94
y; | 198 97 146 157 84

Solucidn:

Ho:pyi—p,=0

En el contraste bilateral se establecen las hipétesis ]
Hitpy—po#0
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Si [ X-y|>k serechazaH
Regla de decisién = § _. |_ X| °
Si [Xx-y|<k seaceptaH,

Para analizar el contraste, se realizan los cdlculos muestrales:

6 5
in Zyj
>?=":16 -12,25 yzﬁj -1364 n,=6 n,=5

La regidn critica de dos colas |x—y|>k es funcién de la diferencia de las medias
muestrales. En esta linea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:

_ (o) _ (o) . . .
X ~N|u,, —L 1,¥~N TP —2 |, con lo cual, la diferencia de medias muestrales,
SYALE! ALY

bajo la hipétesis nula Hy : p; —p, = 0, se distribuye:

2 2 2 2
(¢} (o}
X-y~NO, |[—+—2]| = N[O, %+4’: ] = N[0, 2,59]

Se determina el valor de k mediante el nivel de significacién o:

a = P(Rechazar HO‘H0 cierta) = P[|i—y| >K/Hpipg —py = O] =

_ p[ | XN =0 p| [ XY o ko[ 22Y sk =
2,59 2,59 2,59
p| XY . _k|l+pP[ XY 5k :g+g:0,05 por simetria N(0, 1)
2,59 2,59 2 2
A X-y X-y>5,17
La region critica es a4 >1,995=24003 H _ y
, ’ X-y< =517

En consecuencia, la region de aceptacién: —-5,17 < x -y <5,17

La evidencia empirica [X - Y| =]12,25 - 13,64| = 1,39, valor que ho se encuentra en la

region de rechazo, por lo que se acepta la hipdtesis nula de igualdad de medias, con un
nivel de significacion del 4,72%.

Andlogamente, la regidn de rechazo de la hipétesis nula H,:
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2 2 2 2
- o o o 4 4
R={[K-V|>2gp | ot +2 b s R={[12,25-13,64|> (1,995) | = + 22
n, n, 6 )

La regién de rechazo de la hipétesis nula no se cumple, R = {1,39 > 5,17 |, se concluye
que existe igualdad entre las medias poblacionales.

Cdlculo de z gy34:
Abscisas Areas
198 - 199 0,0239 - 0,0233 0,01.0,0003
x=199 + ———=1,995
x — 1,99 0,0236 - 0,0233 0,0006

26.- Una empresa dedicada a la fabricacion de articulos deportivos dispone de dos
madquinas para el inflado de balones. La presién en kg a la que son inflados los balones es
una variable aleatoria X con distribucién N(a.; 0,25).

Se desea contrastar con un nivel de significacion del 5%, la hipétesis de que los balones
inflados con las dos mdquinas tienen igual presion media. Para ello, se foman dos
muestras aleatorias simples de balones con las siguientes presiones de inflado:

Méquinal | 3 5 6 4 3 5
Méquina2 | 5 4 3 7 6 5 4 7 4

¢Cudl es el resultado del contraste?
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Solucidn:

Sean las variables aleatorias X = 'presion en kg que son inflados los balones en la
madquina 1' e Y = 'presidn en kg que son inflados los balones en la mdquina 2',
respectivamente, las variables aleatorias siguen distribuciones N(a, ; 0,25) e

N(a, ; 0,25).
La presién media con que son inflados los balones en las mdquinas respectivas se

distribuyen con pardmetros: X » N|:0L1 ; %} e Yy~ N|:a2 - %}

e RE]

Se desea contrastar la hipétesis nula de que las presiones medias de inflado con ambas
madquinas son iguales: Hy : a; = a, frente a la hipétesis alternativa H; : a; # a.,

Como la hipétesis alternativaes o, # a, en la decisidén que tengamos que tomar deben
ser vdlidos valores mayores o menores que a.,, con lo que el contraste debe ser

bilateral o de dos colas.

Si |[X-y|>k serechazaH, (RC)

La regla de decisién serd: § .. _
9 'S {SI X - y| <k no serechazaH, (RA)

Para analizar el contraste se realizan los cdlculos:

6 9
_Xi _Zyj

- En las distribuciones del muestreo X =~ N[al, %} y ~ N|:0L2 , %} , con lo cual,

Je Vo

la diferencia de medias muestrales, bajo la hipdtesis nula Hy : o, = a,, se distribuye:

2

2 2 2

(¢) (¢)

X-y~NO, |[Lt+22]| = N[O; \/0’25 L 025 ]=N(O; 0,13)
n, n, 6 9

- Se determina el valor de k mediante el nivel de significacion o :

a =P(Rechazar HO‘HO cierta) = P[|>?—)7| >K/Hyip, = O] =
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_p| [ X =0 Cp| [ XY ko[ XY sk 2p] XY k|4 p| XY ok
0,13 0,13 0,13 0,13 0,13
= %+ % = 0,05 por simetria N(0, 1)
. e X-y X -y > 0,255
La regidn critica es uSnd | >1,96 =25 05 > _ {
, ’ X-y < -0,255

En consecuencia, la regién de aceptacion: — 0,255 < X-y < 0,255

La evidencia empirica [X — ¥| = |4,33 - 5|= 0,67, valor que se encuentra en la regién de

rechazo, por lo que no se acepta la hipdtesis de que los balones inflados con las dos
mdquinas tienen igual presién media.

* Andlogamente, la region de rechazo de la hipétesis nula Hy:

2 2 > 5
(o)

Se verifica la regién de rechazo de la hipdtesis nula, R = {0,67 > 0,255}, concluyendo
que los balones inflados con las dos mdquinas ho tienen igual presién media.

CONTRASTE BILATERAL - UNILATERAL DE DIFERENCIA DE MEDIAS CON VARIANZAS
POBLACTIONALES CONOCIDAS.

27 .- Una empresa ubicada en Madrid tiene dos conductores para trasladar a los
empleados a Segovia. Los conductores deben anotar la duracién de cada trayecto. En
una muestra aleatoria simple de 50 partes de incidencias por conductor, el conductor A
registra un tiempo medio de trayecto de 62,30 minutos con una desviacién tipica de
10,325 minutos, mientras que el conductor B tiene un tiempo medio de trayecto de
60,02 minutos con una desviacion tipica de 8,625 minutos.
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El tiempo medio empleado por el conductor A en el trayecto sigue una ley normal
N(u, , 9) y el empleado por el conductor B se distribuye segun una ley N(u, , 8). Con un

nivel de significacion del 5%, se pide contrastar:
1. Hoipy =n, frente a Hyizp, #p,

Solucion:

1. Para realizar el contraste bilateral planteado (Hy: p; = p,) se recurre al test razén

de verosimilitud, ya que, en este caso el lema de Neyman-Pearson no proporciona una
regidn critica dptima.

La regla de decision que proporciona el test de razon de verosimilitud es:

Si [Xx-y|>k serechazaH,

Reala de decisidn = -7
egla de decisio {SI |X_y|gk se aceptaHg,

La regién critica de dos colas [X-y|> k es funcién de la diferencia de las medias
muestrales. En esta linea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:

X ~ N[ul, Fl] Y ~ N[Mz , FZ] , con lo cual, la diferencia de medias muestrales,
1 2

bajo la hipdtesis nula, se distribuye:

2 2 2 2
%x-y~No0, [S2+%2| = N|o, (2 +8 | - N[o, 1,7]
n, n, 50 50

El valor de k se determina a partir del nivel de significacién a = 0,05
o = P (Rechazar HO‘H0 cierta) = P[|i—y| >K/Hg:py -y = O] =
= P[|z|> k—O} =P[(z< —LJU(Z>LJ:| =P[z< —L] + P[z >L] =0,05
1,7 1,7 1,7 1,7 1,7

. k k
or consiguiente: P| -— < z £ —
YPp 9 { 1,7 1,7

}=0,95=1—a
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[k
17 =196 =2,,5 =Zg 025
por simetria N(O, 1) 1 es decir, k=3,3377
-k
17 =-196=-2,,,=-Zg 025

La regién criticaes |X -y|> 3,3377.
En consecuencia, la regién de aceptacion: —3,3377 < X -y < 3,3377

La evidencia empirica [X - y| = |62,30 - 60,02 = 2,28, valor que no se encuentra en la

region de rechazo, por lo que se acepta la hipétesis nula de igualdad de medias, con lo
que los dos conductores emplean en promedio el mismo tiempo en el trayecto Madrid-
Segovia, con una fiabilidad del 95%.

2 2

~ 14 o ’, . — — (e} 1 (¢} 2
Sefialar que la regién de rechazo de la hipétesis nula: R =<5 X -y| > z 5 =
1 2

2. La hipétesis nula planteada es Hy: puy —u, > 2, en este caso, la region critica que se

2 2
(o}
desprende de la razén de verosimilitudes R =y X -y -k < -z, % + n—2
1 2
en este caso, zy o5 = 1,645
9% 8?2
R=1{62,30-60,02-2< -1,645 | + - = {0,28 < —2,8013}

50 50

Como la region de rechazo no se verifica, se acepta la hipétesis nula formulada.

CONTRASTE BILATERAL DE LA DIFERENCIA DE PROPORCIONES.

28.- Muebles Quintana realiza un estudio sobre la satisfaccién de sus empleados en
distintas secciones. En una muestra aleatoria simple de 100 trabajadores de barnizado
60 se encuentran satisfechos y de otra de 200 trabajadores de cortado se
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manifestaron satisfechos 125. (Existen diferencias en los porcentajes de trabajadores
satisfechos de ambas secciones, con un nivel de significacién del 5%?

Solucién:

Sean las variables aleatorias X = ‘trabajador de la seccidn de barnizado’ e Y =
‘trabajador de la seccion de cortado’, respectivamente, las variables aleatorias toman el
valor uno si el trabajador estad satisfecho, y el valor cero en caso contrario.

Las dos variables aleatorias siguen una distribucién de Bernouilli de pardmetro p

desconocido.

Las proporciones muestrales obtenidas son: p, = % =0,6 ﬁy ;gz =0,625

Se contrasta la hipdtesis nula de que no existen diferencias entre las proporciones de
trabajadores satisfechos en ambas secciones, es decir, H, : p, =p, . frente ala

hipétesis alternativa de que si existen diferencias, esto es, H, : p, # p, . El contraste

debe ser bilateral o de dos colas.

Si
Si

- k serechazaH, (RC
La regla de decisién sera: { Px Py‘ > o (RC)

b, — py‘ <k no se rechaza H, (RA)

La diferencia de las proporciones muestrales (p, —p,), teniendo en cuenta el tamafio de

las muestras (TCL), bajo la hipdtesis nula, podemos considerar que siguen una

distribucién N!O, \/P*‘ G Py } _ N{O, \/0'6' 04,0625 0375 } - N[0; 0,06]

n n 100 200

X Y

Se determina el valor de k mediante el nivel de significacién o:

a = P(Rechazar H,

_ﬁy)_o .
0.06 ‘>K]‘
6)(_6 6)(_6 px ﬁ ﬁx_ls\ OL (0
_p Y y Y p y _a, o _
H 006 K}U[ 0.06 >KJ] [OOé < K} {006 >K} 2 T3 7005
Py — py>01176
py< -0,1176

py >k/H,:p, - py_O] P[

Pu Py

L .. iti
a region critica es O 06

>1,96 = 20025:{

Regién de aceptacién de la hipétesis nula: -0,1176 < p, —p, < 0,1176
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La evidencia empirica (estadistico observado) o § i e
A A N(O. 1 *=0.95
P, —P,|=]0,6-0,625|=0,025 se encuentra en la
region de aceptacion, por lo que se admite la 0,025 0,026
hipotesis nula, es decir, no aparecen diferencias  , --19 0 z =196
. g . . . /2 a2
significativas en los porcentajes de trabajadores . \ RC.

satisfechos en las secciones de Muebles Quintana, con una fiabilidad del 95%.

Andlogamente, analizando la region de rechazo:

ﬁx _ﬁy‘ - 0'6 _0'625| = 0'025 ZO 025 = 1196 ~ PN ~ PN

06 04 0625 0375 . R - 5_§‘>22\/px.qx+py.qy

1,96.\/ 0.04 0,625 0375 _ 1174 A7 2 T
100 200

0,025 < 0,1176 , por lo que ho se cumple la region de rechazo, aceptdndose la hipotesis
nula con un nivel de significacion del 5%.

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE VARIANZAS CON MEDIAS POBLACIONALES
DESCONOCIDAS.

Santiago de la Fuente Ferndndez 158



Contraste de Hipotesis

29.- Una empresa productora de cemento ensaya productos quimicos para mejorar la
resistencia de las piezas de hormigén. Para ello, desea contrastar con un nivel de
significacién del 5% la resistencia de dos muestras aleatorias simples, la muestra A no
es tratada con productos quimicos mientras que la muestra B se encuentra tratada.

En la tabla adjunta se muestra la resistencia de las piezas ensayadas en kg/cm?:

Muestra A ’ 350 370 340 355 365 347
Muestra B ‘ 348 363 372 360 359 365 361

Suponiendo que las dos muestras siguen una distribucion normal, indicar si el
tratamiento con productos quimicos consiguié una mejora en la resistencia de las piezas
de hormigén.

Solucidn:

Sea la variable aleatoria X que representa la resistencia de las piezas de hormigén sin
tratar con productos quimicos, suponemos que X es una variable aleatoria normal de
media poblacional p, desconociday desviacion tipica poblacional o, también

desconocida. Andlogamente, la variable aleatoria Y representa la resistencia de las
piezas de hormigon tratadas con media poblacional p, y desviacion tipica poblacional

o, , ambas desconocidas.

Deseamos contrastar la hipdtesis nula de que las resistencias esperadas son iguales,
Ho :py= n,, frente ala hipétesis alternativa de que las resistencias esperadas de las

piezas sin fratar es menor que las tratadas, es decir, H; 1 p; < p,.

Como se trata de muestras pequefias necesitamos comprobar estadisticamente si las
varianzas poblacionales 7 y o5 son iguales, planteando primero el siguiente contraste:

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE VARIANZAS POBLACIONALES CON MEDIAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS:

Ho 103 =05 H,:0] # 05
SZ
.7 . ’ . . _ 1 .
Region de rechazo de la hipétesis nula: R = g 2 [ﬁ—a/z:(nl—l),(nz—l)’ F/Z;(nl_l)’(nz_l)]

[e}

2
I - 7/ -/ 51

andlogamente, region de aceptacién: F_, . 1 1y < pra < Foog-n.tmp- 1)
2

0 el equivalente,
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(m-1) g(xf - X)?

region aceptacion Hy: Fl_a/z;(nl_l)’(nz_l) < = < Fa/z;(nl_l)’(nz_l)
n-1 —v)?
(n-1) ;(YJ y)
En nuestro caso, con los datos muestrales:
> (x, - X)°
X —X 2 /a2
_ L\ F,=s/s; =243
n=6 Xx=3545 sfz'ZlT=127,5 5.6 1/ 2 . :
7 FO,975:5,6 = F = 698 =0,1432
>y -y) . 50,;295:6,5 ,
n,=7 y=36114 s’ S = B 5 =52,476 0.025:5,6 =
Se observa que el estadistico experimental .
de contraste F; , =2,43 se encuentraenla
region de aceptacion de la hipétesis nula,
F01975 56 = 0,1432 < 243 < 599 = Foloz5 5.6 /220025 e e a/2=0025
con lo que concluimos que, con un nivel de . i
significacion del 5%, no hay evidencias de 0.1432 500 g

que la resistencia de las piezas tratadas con
productos quimicos presente una varianza distinta de aquellas piezas que no fueron
tratadas.

CONTRASTE UNILATERAL DE IGUALDAD DE MEDIAS POBLACIONALES CON VARIANZAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS PERO IGUALES:

Planteamos la hipétesis nula Hy : u; = p, frente ala hipétesis alternativa H; 1 p; < p,
n; nNp

Region de rechazo de la hipétesis nula: R = { (X=¥Y)>ty. (ny+np-2)Sp = + 1 } ,

o lo que es igual, se acepta H, si

s o 2 2
_ (xX-Yy) < , (np—=1)s7 + (N, -1)s;
t= —F—— —ta;(n1+n2—2) Sp_
PN n; estadistic o teérico —
N — cuasivarianza muestral

estadistic o contraste

En nuestro caso,
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-

— Y — 2 _ _
n,=6 X=3545 s?>=127,5 ¢ 3545 3(151,1;1 - _ 12832
in,=7 y=36114 s> =52,476 /86,58 ,/g +3
sz 5.127,5 -;16. 52,476 _ g6 g to:(nisns-2 = toos: 11 = 1,796

El estadistico empirico (contraste) es menor que el estadistico tedrico,
t=-1,2832 < 1,796 =ty os. 11, con un nivel de significacion del 5% se acepta la

hipotesis nula, concluyendo que no se aprecia en la primera muestra una resistencia
media significativa menor que en la segunda muestra tratada. Esto es, el tratamiento
quimico no presenta mayor resistencia en las piezas de hormigén.
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CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE MEDIAS POBLACIONALES CON VARIANZAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS.

30.- Un instituto de alimentacion animal quiere comparar estadisticamente dos tipos
de dietas. Selecciona al azar una muestra de quince animales de una poblacion de
animales comparables. A nueve de ellos se les suministra la dieta primeray a los seis
restantes la dieta segunda. Los resultados del aumento de peso en kg en una semana son
los siguientes:

Dieta primera ‘3,75 42 46 395 41 39 473 3,9 4
Dietasegunda | 36 45 44 32 4 3

Con un nivel de significacion del 10%, ¢puede afirmarse que la dieta primera es mejor
que la segunda?

Solucién:

Suponiendo que la variable de respuesta (X, Y) para cada una de las dietas (aumento
semanal de peso en kg) es una variable que, respectivamente, se distribuye normal
N(u,,0;,) Y N(uy, 6,),donde 6, y o, son desconocidas, al tfratarse de muestras

pequefias antes de realizar el contraste para la igualdad de medias poblacionales
necesitamos comprobar estadisticamente si las varianzas poblacionales desconocidas
o? y o5 son iguales o distintas.

Por ello, primeramente se plantea:

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE VARIANZAS POBLACIONALES CON MEDIAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS:

.2 _ 2 . .2 2
Ho i 01 =05% H, 107 #05

2

., T ) Sq .

Regidn Rechazo de Hipétesis nula: R = {S_z ¢ [Fl—ot/Z;(nl— 1), (p-1)7 Foy2; (m - 1), (na - 1)]}
2

s

sz ©

< F

Andlogamente, la Regidn de Aceptacion: F,_, . o, — 1y, (np-1) < /2: (0 — 1), (hp— 1)

Para hallar el estadistico de contraste, segun los datos muestrales:

9
Z(xl - >_<)2 Y 2
n-9 X-408 si-T " -0067 Fos =51/s; —;11735 1
Foss a5 = : -0,2711
6 (yj B 7)2 0,95:8,5 FO,05,'5,8 36875
y E Foos:ss = 4,8183
n,=6 y=3,78 Si =JT:0,386 0,05:8,5

Regién de rechazo: R = {0,1735 ¢ [0,2711 ; 4,8183]}
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Se observa que el estadistico experimental i

de contraste Fg 5 = 0,1735 verifica la

region de rechazo de la hipdtesis nula, con

lo que concluimos que, con un nivel de /2= 0,05
significacion del 10%, hay evidencias de ™
que las varianzas poblacionales son
desconocidas y distintas.

0/2=0,05
1-a=090

0,2711 48183

CONTRASTE UNILATERAL DE IGUALDAD DE MEDIAS POBLACIONALES CON VARIANZAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS Y DISTINTAS:

Basdndonos en la comprobacién estadistica que hemos realizado, planteamos la hipétesis
nula Hy 1 u, < p, frente ala hipétesis alternativa Hy 1 p, > p,

2 2
s s
Regidn de rechazo de la hipétesis nula: R = 4 (X =¥) > tq.¢ .| — + n_2 ,0loquees
1 2
igual, se acepta H, si
2
2 2
s s
.5 - %)
t= (xz—y)z < lois T (<2 ; 22/ 2
Sil S2 estadistic o (51/n4) + (s2/n3)
n, n, tedrico n, + 1 n, + 1
estadistic o contraste aproximacion de Welch
n,=9 X=4,08 s?=0,067
En nuestro caso, _
n,=6 y=378 s?=0,386
2 2
- s s
(. (408-378) . .o s1, S _ \/0,067 . 0386 _ 0 o6
\/0,067 , 0386 n, n, 9 6
9 6
(0,067 0,386)2
9 " 9
10 7

En consecuencia, la region de rechazo de la hipétesis nula no se verifica:

2 2
R={(X-Y)>ty. s S—1+z—2 ={0,3>1,886.0,266}={0,3>0,5}
1 2
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Andlogamente, el estadistico empirico (contraste) es menor que el estadistico tedrico,
t=1,128 < 1,886 =t ;4. ,, por tanto, con un nivel de significacién del 10%, se acepta

la hipétesis nula, concluyendo que no existe evidencia estadistica de que la primera
dieta sea mejor que la segunda.

31.- Una empresa que se dedica a fabricar zapatillas de deporte dispone de dos
proveedores de suelas de goma. Para analizar el desgaste de las suelas se ha fomado
una muestra al azar de cada proveedor, obteniéndose los siguientes resultados:
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Proveedor | Tamafo muestral | Desgaste medio | Cuasivarianza desgaste
1 h=10 X =0,6 s? = 0,068
2 m = 14 y =0,62 s% = 0,054

Suponiendo que el desgaste de las suelas sigue una distribucion normal, ¢se puede decir,
para un nivel de confianza del 95%, que ambos proveedores proporcionan un producto
de semejante resistencia media al desgaste?.

Solucién:

Ho:py=n>
Hyips#p,
con varianzas poblacionales desconocidas, con muestras pequefias n + m < 30

Se tiene que realizar un contraste bilateral de igualdad de medias: {

Dependiendo de que se suponga que las varianzas son iguales o no el contraste variard.
Por ello, es necesario realizar primero un contraste relativo a la igualdad de varianzas.

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE VARIANZAS POBLACIONALES CON MEDIAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS:

.2 2 .2 2
Ho 107 = 0% H; 107 # 05

Como la hipétesis alternativa es 6% 65 en la decisién que se elija deberdn ser vdlidos

valores de 6 >65 8 oZ<a5, por lo cual el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

Una distribucién F de Fisher-Snedecor, ACX, Y) t
con dos variables x3 y %3,. independientes A(X, Y) =razén de funciones
) de verosimilitud
: . xn/N g
entre si, es una variable F, , = 2”—/ M YD) SsmiinEicin
. Xm/m ) de distribuciénFg ;5
32 A |
Estadistico de contraste: S—; =Fon 1 (m-n 5 i '
2 0 k, k, Fiseis

La regla de decision serd: 0 < Fy ;5 <k

El valor critico de k se determina mediante el nivel de significacién o = 0,05:

o = P(Rechazar Hy /Hq cierta) = [0 < F, 15 <k /Ho| =
= P[(O < F9’13 < kl) U (k2 < F9113 < (X))] = P[F9,13 < kl] + P[k2 > F9,13] = 0,05

Santiago de la Fuente Ferndndez 165



Contraste de Hipotesis
PO < Fg 13 < ky|=P|Fg 13 < k| -P|Fg 15 < O] =P|Fg 15 < k4]

Plky < Fo 15 < 0|=P[Fo 15 < o]-P[Fo 15 < k,]=
=1-P[Fo 15 <kp]=1-(1-P[Fg 15 = k,]) = P[Fo 15 = k]

se tiene:

11
I:0,025;13,9 3’83

Plky > Fo15] = 0,025 = ky =Fgos.0 15 = 3,31

&
A(X, Y)
MX, Y) =razdn de funciones
y o de verosimilitud
La region critica es: A(X, Y) es la funcion
de distribucionFg 45
(0 < Fg 15 <0,2611) U (Fg 15 2 3,31) bl e ;
00,2611 1,259 3,31 F'g,ls
2
S1 0,068

Se observa que el estadistico muestral Fy ;53 =— = = 1,259 no se encuentra en

s2 0,054
la regién de rechazo. En consecuencia, con un nivel de confianza del 95%, se acepta que
las varianzas son desconocidas pero iguales.

¢ Otra forma rdpida de contrastar la hipdtesis es haber utilizado la Regidn de
Rechazo de la Hipétesis nula:
S1

2
{ 52 & [Fl-a/z; (- 1), (m-1)> Fa/2: (n= 1), (m~- 1)]}
2

R

R = [11259 ¢ (0,2611=F;g75.9 135 3,31 =Fy025.9. 13 )]

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE MEDIAS POBLACIONALES CON VARIANZAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS PERO IGUALES:

La hipdtesis nula Hy :p, = p, frenteala hipotesis alternativa Hy tp; = p,

Como la hipétesis alternativa es p, # p, en la decisién que tengamos que tomar deben
ser vdlidos valores mayores o menores que p,, con lo que el contraste debe ser
bilateral o de dos colas.
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. , | Si [X-Yy|<k seaceptaH, (RA

La regla de decisién serd: < . |_ Z| ptaH, (RA)
Si [Xx-Y|>k serechazaH, (RA)

En el muestreo de las dos poblaciones normales con varianzas desconocidas pero iguales,

X — v —
las variables X e Y, respectivamente: Rt T tio, € Y M2 _ tiy
s /Yn s,/ Jm
s2 s
Bajo la hipotesis nula (u; =p,): (X-VY) = tg,15(0; 7" + Fp)’ donde:
n-1 521 m-1 822

&2 (10 - 1) (0,068) + (14 - 1) (0,054)
P 10+14 -2
[y —

n+ m-2

es decir, X - y) = t5,,3(0; \/

= 0,0597 (cuasivarianza muestral ponderada)

0,0597 N 0,0597
10 14

) = t,, (0; 0,101)

El valor critico k, bajo la hipdtesis nula, (X -¥) ~ t,,(0; 0,101), se calcula a partir del
nivel de significacion o:

o = P (Rechazar H ‘ H, cierta) = P(| X -y | >k ‘ H, cierta) =

=P Ii_7|> K = 0,05
10,101~ 0,101

X-y
0,101

La regién critica: ‘ >2,074 =ty 0520 P |X-¥|>0,209

La regién de rechazo de la hipétesis nula es: R = (| X - ¥ | > 0,209 ). La evidencia
empirica muestra que |X -y|=|0,6-0,62|= 0,02, valor que no se encuentra en la

region de rechazo, por lo que se acepta la hipétesis nula.
Asi pues, no existe diferencia entre las resistencias medias al desgaste de los
productos proporcionados por los dos proveedores, con una confianza del 95%.

¢ Otra forma rdpida de contrastar la hipétesis es haber utilizado la Region de
Rechazo de la Hipétesis nula:
1 }
+ _
m
1 1

R = { 0,6 — 0,62| > (2,074) (0,2443) 0% 14 }|—> R ={0,02 > 0,209 }

S|k

R= {|§‘V| >ty /2;(n+ m-2) Sp
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La evidencia muestra que no se verifica la region de rechazo, por lo que se acepta la

hipotesis nula, con un nivel de confianza del 95%. Esto es, no existe diferencia entre
las resistencias medias al desgaste de los productos proporcionados por los dos
proveedores.
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32.- Enun informa presentado por un reportero a una revista feminista se afirma que
el nimero medio de horas semanales de conexién a Internet es el mismo para hombres
que para mujeres. Sin embargo no parece prudente publicar estos datos sin
contrastarlos estadisticamente. Se selecciona para ello una muestra de 75 hombres y
50 mujeres. Los resultados muestrales se recogen en la siguiente tabla:

Hombres Mujeres
Tamafio muestral 75 50
Numero medio de horas/semana 742 5,34
Dispersion en la conexién 9,08 7.24

a) Formular el contraste a realizar y sefialar los supuestos que se deben realizar para
resolver el ejercicio.

b) Determinar la regidn critica del contraste.

c) Calcular el estadistico del contraste.

d) ¢Existe evidencia para rechazar la hipétesis nula a un nivel de significacién del 5%?

Solucidn:

a) Sean las variables aleatorias, respectivamente, X = 'Tiempo conexién a Internet de
los hombres' e Y = 'Tiempo conexién a Internet de las mujeres', donde X ~ N(u,, 6,)
e Y ~N(uy, 65).

X=742 s,=908 n=75
En las muestras se obtuvieron los resultados:

y=534 s,=724 m=50

NOTA.- En el supuesto que la dispersion muestral se refiriese a la desviacion tipica,
tendriamos que considerar la relacion [no® = (n—1)s® | en este caso, se tendria

b) En el contraste se establecen las hipétesis: { HO_: L

Hiipg—po# 0
Como la hipétesis alternativa es p, —p, # O en la decisién que se elija deberdn ser
vdlidos valores de u;>p, 6 p,<u,, por lo cual el contraste debe ser bilateral o de
dos colas.
Si [x-Yy|<k seaceptaH, (RA.)

La regla de decision sera: < . _
9 { Si [X-Yy|>k serechazaH, (RC.)

Varianzas poblacionales desconocidas con muestras grandes
Los supuestos son: _ .,
Independencia de la seleccion muestral
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c) En el muestreo de las dos poblaciones normales con varianzas desconocidas, las

s S
variables X e Y, respectivamente, siguen distribuciones: N{ul, T;J y N(uz, T:n]

con lo que la diferencia de medias muestrales (X —y) s N[ (u; — pn5), "y +—

Con lo cual, la diferencia de medias muestrales, bajo la hipétesis nula Hy :p; —pu,=0,

se distribuye:

(9,08)? .\ (7,24)2
75 50

X-V) ~ N[O,\/ ] = N(O; 1,465)

El valor critico k se determina mediante el nivel de significacién o:
a = P (Rechazar HO‘HO cierta) = P[|i— Y|>k/Hgipy —pp = O] =

= P{—(i—y)—o >K} =P[[§_7 <—KJU(i_y >Kﬂ =
1,465 1,465 1,465

=P xX-Y -K|+ P xX-Y >K| = g+g = 0,05 por simetria N(0, 1)
1,465 1,465 2 2
HO
. x-y
La region critica: > 1,96 =7, oo5

1,465 sy

|X-Y|>28714 3 .=-195 z =196
/2 a2

RC. «— L—»RC

En consecuencia, la region de aceptacion: —2,8714 < X -y < 2,8714

d) La evidencia empirica [X — Y| =|7,42 —5,34| = 2,08, valor que no se encuentra en la

region de rechazo, por lo que se acepta la hipotesis nula de igualdad de medias. Esto es,
con un nivel de significacién del 5%, el nimero medio de horas conectados a internet es
el mismo para hombres que para mujeres.
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33.- En dos poblaciones N(2,51) y N(3,5,), con un nivel de significacién del 10%, se

quiere contrastar la hipétesis de igualdad de varianzas, habiendo tomado,
respectivamente, dos muestras independientes, con los datos que se reflejan en la tabla
adjunta:

Solucién:

Las variables aleatorias X e Y siguen, respectivamente, distribuciones N(2,5,) e
N(3, (52) .

H, :o’=0c3
En el contraste bilateral se establecen las hipétesis: { o 2

H, :oi# o)
o 2
Z(x.’ —u)
Sabemos que la variable =-———— ~ y2 por ser la suma de n variables aleatorias
(&)
X/
N(0,1), independientes entre si. Por otro lado, la variable F, ,, = 2"—/ se distribuye
™= 2 m
como una F de Fisher-Snedecor con ny m grados de libertad.
4 6
2
Z(Xi—Z)Z ,le(yj_?’)
Bajo la hipétesis nula 6= 5= 62, las variables ':IT ~y5 e J:T ~v3.y
1 2
4 2
Z(xi _2) 4
i=1 2
2 S X, —2
. X4/4 45° 6 ,;( =2)
la variable F, , = — 5= & e
' 2 2
/6 S(y,-37 4 3y,-3)
=1 i1
6c°
Como la hipétesis alternativa es c{= 3 enla At
..y .. ’ ’). A(X,Y) =razodn de funciones
decision que se elija deberdn ser vdlidos valores de verosimilitud
de 6f>065 6 of<a3, porlo cual el contraste AX, Y) es la funcion
. de distribucién F,
debe ser bilateral o de dos colas. P4 O S N
e : i
La regla de decisién serd: 0<F, , <k 0k, k, Fs

El valor de k se determina mediante el nivel de significacién o =0,10:

Santiago de la Fuente Ferndndez 171



Contraste de Hipotesis

o = P(Rechazar H, /H, cierta)=[0<F, , <k/H,|=P[(0<F,, <k)U(k, <F,, <»)|=0,10

—P[F,, <k]+P[k,>F,,]=010
P[O S F4,e < k1]= P[F4,6 < kl]_P[F4,6 < 0]: P[F4,6 < k1]
P[kz <Fe< OO]: P[F4,6 < Oo]_P[F4,6 = kz]zl_P[F4,e S kz]zl_(l_P[F4,e 2 k2]>:P[F4,6 2 kz]

11
F0,05,’6,4 6'16

P[F4,6 < k1] =005 = k= Fio0s5:46 = =0,162

se tiene:
Plk,>F,,] =005 = k, =F, 5., = 4,53

La region criticaes: (0<F,,<0,162) U (F,, > 4,53)

De otra parte, para conocer el valor muestral del estadistico F, es necesario calcular:

4 6

6 :
>(xi-2)° =83 D(y;-3)"=131  F =
i=1

=1

Se observa que el estadistico muestral F, , =0,95 no pertenece a ninguno de los dos

intervalos, encontrdndose en la region de aceptacidn, en consecuencia, aceptamos la
hipotesis nula de igualdad de varianzas, a un nivel de significacién del 10%.

2
! i6 l SX [ : ]
Andlogamente, la regién de rechazo: R = {5_2 ¢ Fm/z; (n1-1). (n2-1)- Fa/z; (h1-1),(h2—1)
Y

6
Z(X;—Y)Z Z(in_y)z
Enel muestreo: sZ=5——— =892 =& =537
n, -1 n, -1 s

1 1
F_(x (n1-1),(n2-1) — Foss. - - -
1-a/2;(n1-1).(n2-1) ~ '095:3,5 Foos:5.5 90135

W0n
X n

=1,66

< n

011 F /2:(n1-1),(n2-1) — Fo,05;3,5 =5,4095

a

El estadistico muestral (s2/s2)=166<[0,11 ; 5,4095], por lo que aceptamos la

hipétesis nula de igualdad de varianzas, con un nivel de significacién del 10%.
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CONTRASTE DE HIPOTESIS. TEOREMA DE NEYMAN-PEARSON.

34.- Un experto cree que el nimero medio de errores por pdgina que comete es dos.
Por otra parte, el editor defiende que el nimero medio es de cuatro. Para una muestra
aleatoria simple de 100 pdginas, con un nivel de significacién del 5%, se pide:

1. Obtener la regidn critica.

2. Hallar la potencia del contraste.

3. Sien la muestra aleatoria de 100 pdginas se encontraron 250 errores, ¢qué

hipotesis se acepta?

Nota.- Se supone que el nimero de errores por pdgina sigue una distribucion de Poisson.

Solucidn:

1) La variable aleatoria X = 'ndmero de errores por pdgina’ sigue una distribucion de
Poisson de pardmetro A (nimero medio de errores por pdgina).

Ho:A=2
HA=4

La funcion de verosimilitud para una muestra aleatoria simple de tamaiio n:

1 2 iXi
x X Xn 5
L(x1/x2/"'/xn: 7\,)2 }\’_Iek }\’_Iek A | et |= 7: e "
X! X,! X! Hxi!
i=1

Para obtener la mejor region critica se aplica el teorema de Neyman-Pearson:

Sobre el pardmetro A se establecen las hipdtesis nula y alternativa: {

X
=
21 g ~200 100 100

L(X;, Xp, -+, Xy, A =2) l;le!

1 k

== =|= 200 < k = <—

L(xy, X5, -, X,, L =4) %x [2} © = [2} e?®
4=

1 k 100 1 k 100 k
[E} < —or inln{a} < IHLZ%} = —i:leian < IHLE%}

100 In (kl/e 200) ) L 100
> BT I k.La mejor region critica es de la forma Y x; > k
= =

El valor de k se obtiene considerando que el nivel de significacion es del 5%, y teniendo
100

en cuenta que Y x; , bajo la hipdtesis nula, sigue una distribucion de Poisson de
i=1
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pardmetro 2 =100.2 =200, es decir, l%xi e P(A =200). Por otra parte, l%xi se puede
i=1 i=1

aproximar mediante la distribucién normal N(200, v200). En consecuencia:

100
100 2x-200 | 500 k - 200
P[ x > k} _p|H > ~005 ~1645 — k=2233
2% 2200 - 200 ~ 7200 =

. -/ ’ . 100 . .
La mejor regidn criticaes Y x, > 223,3. En otras palabras, si la suma de observaciones
i=1

muestrales es mayor que 223,3 se rechaza la hipétesis nula.

2) 1-p =Potencia =P(Rechazar H, ‘ H, falsa) = P(Rechazar H, ‘ H, cierta)

100
Considerando, de una parte, que bajo la hipdtesis alternativa H, : A =4, el Y x; sigue
i=1

una distribucién de Poisson de pardmetro % =100.4 =400, es decir, l%x,. e P(L =400).
i=1

Teniendo en cuenta su aproximacion a la distribucion normal N(400, v400), resulta:

100
2% -400 223_400
J400 /400

100
P=P[in2223J=P _P[z>-885]~1
i=1

La potencia del contraste es prdcticamente la unidad.

3) En la muestra aleatoria simple de 100 pdginas se encontraron 250 errores, como la
7/ é . 100 . . . . -/
region criticaes Y x, > 223,3, con un nivel de significacién del 5% se rechaza la
i=1

hipétesis nula del experto que aseguraba que el nimero medio de errores por pdgina era
de dos.
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35.- En una distribucién de Poisson se establece sobre el pardmetro la hipétesis nula,
Ho: A =0,1,y la alternativa, H;: A = 0,4. En muestras aleatorias simples de famafio

100, siendo el nivel de significacion 0,1, se desea conocer:
a) Lamejor region critica.
b) La potencia del contraste.

Solucién.-

a) Una variable aleatoria X sigue una distribucién de Poisson de pardmetro A cuando:

A<
P(X=k)=Fe

Aplicando el lema de Neyman-Pearson, el cociente de las funciones de verosimilitud:

01" o-01 0,1"2 o-01 0,1710° o-01
L(X1, X2, =+, X100; A =0,4) 0,41 004 0,42 004 . 0,471 e-04
X,! X! X100!
1§:0Xi 1%0 1%0 100
i= -10 Xij - Xij - Xi
_ 01+ e _ 0,1\5 "e3o _ 04) S '_eso -4 Ei '_eso < Kk,
1§°Xi 0,4 0,1
0,4 e
de donde,
100 100 100
_.in —-in _'in
4= e <k, = 4+ <ePk = Indi=t < InEe* .k,
100 In (e %°.k,) 100 . L 100
- XX < —wma_ P Y. X; 2 k. Lamejor region criticaes Y x; = k
i=1 i=1 i=1

100

- Bajo la hipdtesis nula, 3 X; es una variable aleatoria, suma de cien variables
i=1

aleatorias independientes, que sigue una distribucién de Poisson de pardmetro
P(A =100.0,1) = P(10).
Por otra parte, como el tamafio muestral es lo suficientemente grande se puede utilizar

100
la aproximacién normal (teorema central del limite): Y x; = N(10, ,/10)
i=1

El valor critico k se determina mediante el nivel de significacién o = 0,1
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100
2% -10 10 k- 10

=1 > =01
10 ° 10 ~ 10

Como los valores que toma una variable de Poisson son enteros, la mejor region critica
100

es Y. X; 215, Es decir, cuando la suma de los valores muestrales sea mayor que 15,
i=1

rechazaremos la hipdtesis nula.

100
P[in > k/Ho]=P =1,2817 = k=14,05

i=1

b) Potencia = P (Rechazar H, ‘ H, falsa) = P (Rechazar H ‘ H, cierta)

100
Considerando, de una parte, que bajo la hipétesis alternativa H; : A = 0,4, el Y x; sigue
i=1

100
una distribucién de Poisson de pardmetro A =100.0,4 =40: Y x;~ P(A = 40)
i=1

Teniendo en cuenta su aproximacién a la distribucion normal N(40, v40), resulta:

100
a}P Z*i1749 1540

Jao 4o

=P[z > - 3,95]=0,99996

100 )
Po = P[ Y x; >15/H, ciert
i-1

La potencia del contraste es prdcticamente la unidad.
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36.- Las patatas cultivadas en la parcela A siguen una distribucion N(a,, 144);

mientras que las cultivadas en la parcela B siguen una distribucién N(a.,, 225). Un
agricultor quiere contrastar que el peso medio de las patatas cultivadas en ambas
parcelas es el mismo, H, : a; —a, =0, frente a la hipdtesis alternativa de que el peso

medio de las patatas cultivadas en la parcela A es de 80 gramos mayor que el de las
cultivadas en la parcela B, H, : o, —a, = 80. Para ello, selecciona una muestra aleatoria

de 100 patatas de la primera parcela con un peso medio de 400 gramos; y otra de 81
patatas de la segunda parcela con un peso medio de 324 gramos. Se pide:
1. Hallar la mejor region critica.
2. Calcular la potencia del contraste.
3. ¢Se acepta la hipétesis de que las patatas cultivadas en ambas parcelas tienen el
mismo peso medio?

Solucidn:

Sean la variable aleatoria X = 'peso medio de las patatas en la parcela A’, que sigue una
distribucion N(o,,144). Andlogamente, sea la variable aleatoria ¥ = ‘peso medio de las
patatas en la parcela B', con una distribucién N(o,, 225). Sean, respectivamente, X e
y . las dos medias muestrales de las dos muestras aleatorias simples de patatas
correspondientes a las dos parcelas.

X se distribuye segln una N!oc1 , %] es decir, N{al , %} =N(a,: 14,4)
1

y se distribuye segln una N| a.,, %] , es decir, N{az , %} =N(a,; 25)
2

La diferencia de las medias muestrales (x —y) se distribuye segln una normal:

(X -¥) eN|o, —a,: 14,47 +252 | 5 (x-y) eN[a, ~a,: 28,85]

Para hallar la mejor region critica se aplica el teorema de Neyman-Pearson:

1 (x-p)?
fg= L e 2 -2 7[(?—?)-of
L(x, o; — o, = 0) “mz (1/28,85 1/211) e e T ((?—Y)Z—[(?—Y)—so]zjz
L(X, o, —a, = 80) ,M
(/2885 J2r) e 2282
—2 5 1 5 (160(x-y)-6400)
_p 2.2885 <k,
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1 _
552 (160(x-y)-6400) 1

2.28, < k - -
¢ 1 2 28,852
160(X —y) > — 166464 Ink, + 6400 = (X —-y)=>k

(160(X —y)-6400) < Ink,

Para hallar el valor de k se considera que el nivel de significacion es 0,05, se
verifica la hipétesis nula H,:a,;—o, =0,y por tanto (x —-y) e N(O; 28,85), entonces:

Pl(x-y)>k/Hy:a,~a, =0|=0,05

x-y) . k k K
P > Pz 0,0 1,645 1> k = 47,46
{ 2885 2885 | |2 2885 | 0 T zggs P " '

Si la diferencia entre las medias de las dos muestras es superior a 47,46 gramos se
rechaza la hipétesis nula de igualdad de medias poblacionales.

2) Potencia =P(Rechazar H, ‘Ho falsa) = P(Rechazar H, ‘Hl cierta)
Si se verifica la hipétesis alternativa H, : o, — o, =80, se tiene (x —y) e N(80; 28,85)

Con lo cual,

X_v)_80 47.46-80
Po_p| X-¥)-80_ 47, _ p[z>-113]-0,8708
0 28,85 2885 [z=-113]-0,

2) La diferencia entre el peso medio de las muestras fomadas en ambas parcelas es:

400 - 324 = 76 gramos

Como la diferencia es mayor que 47,46 gramos, se rechaza la hipdtesis nula de que
ambas parcelas producen patatas con igual peso medio.
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37.- El gasto diario, en miles de euros, en electricidad de una empresa es una variable
aleatoria con distribucién N(a;1). Se desea contrastar con un nivel de significacién del

5%, la hipdtesis nula de que el gasto medio diario es de 30 euros frente a la hipétesis
alternativa de que dicho gasto es menor que la citada cifra.

Para ello se foma una muestra aleatoria simple de diez dias en los que el gasto en
electricidad en euros fue:

2950 29,30 3050 3150 29,10 2990 30,10 31 31,50 30
Se pide:
1. ¢Cudl es la hipétesis aceptada?
2. ¢Cudl habria sido la probabilidad de aceptar que el gasto diario medio es de 30
euros, si el gasto medio diario fuese un 2% superior a la cifra supuesta en la
hipotesis nula?

Solucidn:

1) La variable aleatoria X = 'gasto diario en facturas de electricidad’ XeN(a;1).
La hipdtesis nula H, : o = 30 frente a la hipétesis alternativa H, : o < 30

Para una muestra aleatoria simple de tamafio n, de una poblacion N(«;1), la funcion de
verosimilitud es:

L(x,,x,, =+ ,X,a)= Le_%(xl‘“)z 1 e—%(xz—a)z 1 e—%(xn—a)z _ 1 ne;iZl(X;a)z
A O N N N

Para obtener la region critica, aplicando el teorema de Neyman-Pearson:

L(x;, %, -+ X, 0 =3) (\/Tn

L(XIIXZI“'IxnIQ‘<3) [ 1 Jn *%i(xrtx)z
e =l

n
e i=1

n n
S xim2+ 1Y (xi-o)?
i-1 i-1 _

=e

J2n

(8, n no, ) n 1 » n
- in +9n—é>Z:><i—z:xi —ho +2a2x; 3 n(9-a )+(2a—6)2x;
i=1 i=1 _
e

—e i=1 =l i = i=1 Sk1

n
—% [n(9—a2)+ (20-6) xi

<k = —%(n(9—a2)+(2a—6)ixi)£ Ink,
i1

—%(n(9—a2)+(2a—6)éxi)s ink, 1> (20-6)$ x,< ~2Ink, ~n(9-a?)
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PR L x
% = n(;a?(é) o) dividiendo por n, resulta ;:%Sk

con lo que la forma de la regién critica es x <k.
Siendo el nivel de significacion del 5%: Plf < k‘ Hy:a= 3OJ: 0,05

Si la hipétesis nula es cierta, considerando que la muestra es de tamaiio 10, la media

muestral se distribuye segln una normal x e N(3O,L] , por tanto,

V10

ﬂ?sk“%:a=3d=p{f—3° k—SO}: { k-30

I/JES I/Jﬁ ZSW}Q%
k-30

1,645 = K =29,48
1/410 -

observando las tablas de la N(O, 1) se tiene que

La region critica es: x <29,48
10

2%
Por otra parte, la media muestral es: x = % = 30,24
Siendo x = 30,24 > 29,48 se acepta la hipétesis nula, siendo el gasto medio diario en

electricidad de 30 euros, con una fiabilidad del 95%.

2) Si el gasto medio diario fuera un 2% superior a 30 euros, seria de 30,6 euros, es
decir a =30,6. En este caso, la media muestral se distribuye segln una normal

1
J10

P[Acep’rar Ho|siendo o = 30,6]: P{

Xe N(30,6 ; ) por tanto, la probabilidad pedida seria:

x-30,6 29,48-306
! ! ! :P — 4 :O
1/ o > 1/ o [z >-3,5 ] ,9998
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38.- Las especificaciones de un tipo de bdscula aseguran que los errores en las pesadas
siguen una distribucion normal con esperanza nula y varianza unidad. Se desea
contrastar la afirmacion sobre la varianza frente a la hipétesis alternativa de que la
varianza es 4. En este sentido, se realizan cinco pesadas en las que el error cometido
resulté ser

1 0,9 -0,2 14 -07
Para un nivel de significacién del 5%, se pide:
1. Obtener la mejor regidn critica.
2. Obtener la potencia del contraste.
3. Indicar qué hipétesis resultada aceptada.

Solucidn:

1) Sea la variable aleatoria X = ‘error cometido en la bdscula’ XeN(0: ).
Se tiene la hipétesis nula H, : 6° =1 frente a la hipétesis alternativa H, : 6° = 4

La funcién de verosimilitud para una muestra aleatoria simple de tamafio 5 es:

1 2 1 2 5 1 2.2
- 1 BRSCN
L(Xl,xz,"',x5, (52): Le 202 ! #e 262 5 — L e 262i:1
c./2m G./2m c.l2m

La regidn critica 6ptima se obtiene aplicando el teorema de Neyman-Pearson:

5
i 5e;izl><i2 15 15 3 5
L(x;,X,, -+, X5, 6° =1) \/277T 25 _7Z1x'2+§;xi2 25 _§Z1xi2 < k
e 2 _ - 5 B e " " - e - B !
L(x,,X,, X5, 0 = 4) [ 1 ]562?4;1&2
2.2n
35 2 35 2
-5 2 -5 X
2% "F <k = e "F < k32 - _39% < In(k, /32)
8 i
5 In(k1/32) 5 In(k1/32) 5
2 o U7 2 > U~ 2 >
STz RN 2Tz 7oy =K

. -/ ’ . 5
La forma de la mejor regidn criticaes > x° >k
i=1

El valor de k se obtiene apoydndonos en que el nivel de significacién es del 5%:
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5
P[zxf > k[H, : o* =1} _0,05
i=1

Si la hipétesis nula es cierta, la variable aleatoria se distribuye segtn una normal
N(0:; 1), siendo éxf una variable aleatoria suma de cinco variables aleatorias
independientes y con distribucién N(O; 1). En consecuencia, %xf se distribuye como
una %2 (ji-cuadrado con cinco grados de libertad). )

En este sentido, observando en las tablas: P[ $x? > k} 0,05 = K=11,07

i=1

La regién critica es: ixf >11,07
i=1

En otras palabras, se aceptard la hipétesis nula cuando la suma de los cuadrados de las
observaciones muestrales sea menor que 11,07

2) La potencia del contraste es la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando es
cierta la hipotesis alternativa, esto es:

Potencia = P[ Sx? >11,07|H, : 6% = 4}
i=1

Observemos que si la hipdtesis alternativa es cierta, la variable aleatoria X se
distribuye segtin una normal N(O; 2), con lo que dividiendo cada x; por la desviacion

5 4 .
tipica o =2, se tiene que Z(xi/Z)2 se distribuye segtin una y3 , en consecuencia:
i=1

Potencia = P[ Sx2 211,07[H,: 0% = 4} _ P[ $(x,/2)7 > 2,7675} ~0,75
i=1 i=1

. 5 . . .
3) El contraste se realiza hallando el 3 x* de la muestra aleatoria simple, siendo:
i=1

ix? =12+0,92+(-0,2)2 +14%+(-0,7)? = 4,3 <1107

i=1
por lo que se acepta la hipétesis nula.
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39.- El precio de los productos vendidos por una empresa es una variable aleatoria con
funcién de densidad f(x) =0x°", donde 0 <x<1,0>0, que depende del pardmetro
desconocido 6. Se quiere contrastar sobre el valor de dicho pardmetro la hipétesis nula
H, : 6 =1 frente a la alternativa H, : 6 = 2. Para ello, se foma una muestra aleatoria

simple de tamafio dos.
Determinar el nivel de significacion y la potencia del contraste, si se foma como regién

critica x,x, <0,6

Solucién:

El nivel de significacién o es la probabilidad de rechazar la 4

hipotesis nula siendo cierta: o = P(Rechazar HO‘ H, cierta). 1

En la regidn critica x,x, <0,6, para 6 =1 se tiene: f(x) =1, ~ X, = %

con lo cual: |
06 1 T

Xx;=06 @xp=1 X2 06/X1
P[X]_XZ <0, G‘HO 0=1 j IldxldXZ + j J-ldxl dX2 =
X1 =0,6¢/x2=0
0,6 1
1 0,6/x1
=J‘ (X2)p dxq + j (X2)o dxq _jldxl + j(o 6/x1) dxy =
0

= (x1)g°+ (Inxq)g g =0,6+0,6 (IN1~In0,6) =0,6+0,6(0+0,51) = 0,906

La probabilidad de rechazar la hipétesis nula siendo cierta es alta, lo que indica que el
contraste es malo.

» 1-pB =Potencia =P (Rechazar H, ‘ H, falsa) = P(Rechazar H, ‘ H, cierta).

En la regidn critica x,x, <0,6, para 6 =2 se tiene f(x) =2x, la potencia serd:

1=06 @xp=l x2=0,6/x1
Pot_P[X1X2 <0, G‘Ho 0= 2] I j2X12X2dX1dx2 + j j2x12x2dx1dX2—
=0,6

X2=0

0,6
:j4x1(x§/2)é dx, + j4x1(x2/2)§ X1 dx, = ijldxl + J'2(0,36/x1)dx1 =

0 0,6

= (x2)2¢ +0,72(Inx,)}, =0,36+0,72(In1-In0,6) = 0,36 + 0,72 (0 + 0 51) = 0,7272

La potencia del contraste no resulta excesivamente alta, el contraste no es bueno.
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40. - El volumen diario de ventas de una empresa, en cien mil euros, es una variable
aleatoria X sobre cuya funcion de densidad se establece la hipétesis nula
H, : f(x)=x/2, 0 <x <2, frente a la hipétesis alternativa H, : f(x) =1/2, 0 < x < 2.

Para realizar el contraste se toma una muestra aleatoria simple de dos dias en los que

los volimenes de venta fueron de 50.000 euros y 100.000 euros. Con un nivel de
significacién del 5 por ciento, se pide:

1. Hallar la mejor region critica.

2. Calcular la potencia del contraste.

3. Qué hipétesis se acepta.

Solucién:
o " Xo A

1) Para una muestra aleatoria simple de famafio dos, la
mejor region critica aplicando el teorema de Neyman-
Pearson, el cociente de las funciones de verosimilitud es: 2
L(x,,x,,f(x)=x/2 X,.X

(1 2 () /): 1 2 =X1.X2Sk o _k
L(x,,x,,f(x)=1/2) 1/2.1/2 oy
Si la hipdtesis nula es cierta f(x) = x/2), con un nivel de >

e o . x

significacién del 5%, se tiene: 0 5 2 1

Xy = k/2 X Xp = k/x1 X X
0,05 = Plx,x, <k|H, : f(x) = x/2 |- j j X% g, dx, + J' j 2 dx, dx, =
k2

xlzk/Zx x1:2 k/2>< 2 k2
— 1 2 2 1 2 k/x1 _ 1 _
= —(x5/2);dx, + J —(x5/2) " dx _j —dx, + j = dx, =
L B 4 V2 0 9%y i 4 \2 o 1 , 2 1 k/28x1 1

1
k* k2

k*[1 k?
X B In2-Ink/2)]=2| = +2In2- 1 -
T [In2-In(k/2)] 3 {2+ In Ink} 3 —_[1,8633-Ink]=

1. 2k kzl 2
:Z(XI)O +§(nx1)k/z =

2
:§[1,8633—|nk]:0,05 — k?[1,8633-Ink]=0,40 de donde k=0,3733

La regla de decision es x,.x, <0,3733.

Es decir, se rechaza la hipétesis nula si durante los dias el producto de los dos
volimenes de ventas de la muestra es inferior a 37.330 euros.

2) 1-p =Potencia = P(Rechazar H, ‘ H, falsa) = P(Rechazar H, |H, cierta).

En la region critica x,x, <0,3733, con la funcion de densidad f(x)=1/2, la potencia:

Xq =0,3733/2 2 1 X1 =2 0 3733/)(1
P = Plx,x, <0,3733|H, : f(x) = 1/2]:] j Jdx,dx, + j Lax dx, -

4

x1:0 0 o x1:0,3733/2 0
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0,3733/2 2 0,3733/2 2
S 1, . o3733/x 1 0,3733 1
- j Z(><2)§ dx, + j Z(x,)g M dx, = 5 j dx, + = j x—ldxl -

0 0,3733/2 4 0 0,3733/2

2 0,3733 10,3733
(In ><1)0,3733/2 = 4 + 4

= S Oxge g 23753 [In2 ~In(0,3733/2)] = 0,3146

3) En la muestra aleatoria simple, los volimenes de ventas fueron de 50.000 y 100.000
euros, en consecuencia x; =0,5 y x, =1, por tanto, x,.x, =0,5
Como la region critica es x,x, <0,3733, se acepta la hipdtesis nula.
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41.- Se sabe que las peras siguen una distribucién N(6,1). En una muestra de peras,

con peso medio de 300 gramos, se realizé un contraste con un nivel de significacion del
5% y una potencia de 0,6443, en donde la hipétesis nula era de H, : 6 = 0,4 kg frente a

la hipdtesis alternativa de H, : 6 = 0,3 kg. Se desea saber:

1. Cudl es el tamafo de la muestra.
2. Hallar la hipétesis aceptada.

Solucidn:

1) En una distribucién N(0,1), en una muestra de tamafio n, la funcién de verosimilitud
vendrd dada por la expresién:

1 n . 2
1 -Iea-92 1 -ix2-8)2 1 -lxp-9)2 1T 2o
L(Xl,Xz,-..,Xn,e)z_e 2 —_— e 2 e ——_ @ 2 — e i=1
\2T \2T 27 2

Con las hipotesis del contraste, H,:6=0,4 y H,:6=0,3. La regidn critica optima se

obtiene aplicando el teorema de Neyman-Pearson:

i=1

L(x,, X5,0,%,,0=0,4) [\/ﬁ
L(xlrle"':xn:e:o:3) { 1 }n —%i(x;—o,wz
e i=1

n
e

n n
;{Z(x.-o,zt)ZZ(x;o,s)ﬂ
_e ‘LA i-1

\en
1 n 2 n n 2 n 1 n
- in +0,16n-0,8 Zx; 7in -0,09n+0,6 Zx; -5|0.7n-02 Zx,-
= e i=1 i=1 i=1 i=1 = e i=1 < k1

tomando logaritmos neperianos, resulta,

1 n
~50.7n-0.23

e Tk - —%[O]n—O,Z ixislnkl = 07n-023%x <-2Ink
i=1 i=1
02%x <_07 2 Ink o 0,7 n +2Ink, -1x‘ 0,7 n +2Ink,
- X < - — X. < = <
e Snoeink = 2x 02 n 0.2n

La forma de la mejor region criticaes: x <k

Ahora bien, la hipétesis nula H, : 0 =0,4 es ciertasi X e N(0,4: 1/4/n). Con un nivel de

significacion del 5%, se tiene:
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_ XxX-04 k-04 k-04 k-04
P[x <klH,:6=0,4|=P L < ‘| =Plz<s———| =005 ——=-1,645
<kt 0-0.4]-p DA K08 |l B2 005 o 0D

~1,645
k-04 =
Jn

De otfra parte, sabemos que la potencia del contraste es 0,6443.

1-B = Potencia = P(Rechazar H, ‘ H, falsa) = P(Rechazar H, ‘ H, cierta).

Si se verifica la hipétesis alternativa H, : 6 = 0,3 se tiene que X e N(0,3; 1/+n)

_ x-03 k-03 k-0.3 k-0.3
PIx <k|H,:6=0,3|=P — < — |=Plz<——F——| = 0,6443 ——F—=0,37
[ sk0-03]-r 22 <R - 2 2 ~ T
0,37
k-03=—-
' Jn
—-1,645
k-04 = —+ n = 406
. . _ n 2,015
Resolviendo el sistema: 01= N =
k-03 =937 " k = 0,3184
' Jn

El tamafio de la muestra es de 406 peras.

2) La mejor region critica sera x <k =0,3184, rechazdndose la hipétesis nula cuando

el peso medio de la muestra de peras sea inferior a 318,4 gramos.
Como en la muestra se obtuvo un peso medio de 300 gramos (300 < 318,4), se rechaza

la hipdtesis nula de que el peso medio de las peras es de 0,4 kg.
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CONTRASTE NO PARAMETRICO DE BONDAD DE AJUSTE

1.- Para comprobar si los operarios encontraban dificultades con una prensa manual de
imprimir, se hizo una prueba a cuatro operarios anotando el nimero de atascos sufridos
al introducir el mismo ndmero de hojas, dando lugar a la siguiente tabla:

(ve)
(@

D Total
18 40

Operario A
Obstrucciones

o
~
O

Con un nivel de significacion del 5%, ¢existe diferencia entre los operarios?
Solucidn.-

Estableciendo la hipdtesis nula H,: 'no existe diferencia entre los operarios’

La probabilidad de que se atascase una hoja seria 1/4 para todos los operarios.
De este modo, el nimero de atascos esperados para cada uno de ellos seria
(6;=10)i.1, .. 4-

Tenemos, la tabla de contingencia 1 x 4:

Operario A B ¢ D Total
| 6 7 9 18 40
Obstrucciones (10) (10) (10) (10) (40)

Se acepta la hipdtesis nula, a un nivel de significacion o si

k k
Xi_1 = Z; = Z—'—n < xi; ket k = nimero intervalos

ST
- estadistico tedrico
estadistico contraste

o bien, la region de rechazo de la hipétesis nula: R = {

(nl el) > 2 k_]}

K
> %
i=1 €

and o6 70 9% 187
conlocual, y2="_pn=2_4+° 7 ,°° 40-9
=2 "0 10 10 10

Con el nivel de significacién (o =0,05), el estadistico tedrico: yf o5.5 =7,815
siendo x5 =9 > 7,815 =1y} 5. ; se verifica la regién de rechazo, en consecuencia,

rechazamos la hipétesis nula y se concluye que existe diferencia significativa entre los
operarios respecto al nimero de atascos en la prensa de imprimir.
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CONTRASTE NO PARAMETRICO DE BONDAD DE AJUSTE A UNA POISSON CON PARAMETRO
DESCONOCIDO.

2.- En un laboratorio se observé el nimero de particulas o que llegan a una
determinada zona procedentes de una sustancia radiactiva en un corto espacio de
tiempo siempre igual, obteniéndose los siguientes resultados:

Nimero particulas 0 1 2 3 4 5
Nimero periodos de tiempo 120 200 140 20 10 2

¢Se pueden ajustar los datos obtenidos a una distribucién de Poisson, con un nivel de
significacion del 5%?

Solucidn.-

Se establece la hipétesis nula H, : ‘La distribucién empirica se ajusta a la Poisson'

La hipétesis nula se acepta, a un nivel de significacién o si

k Gmero intervalos
2 _ _
Kkp-1 = Z = Z —N < Yu.kp1 donde .

~
=
|
®
N
n
x
S
N =N
n
T x
Il
>

1l
S

_— Umero pardmetros a estimar
- estadistico tedrico
estadistico contraste

k (n, —e)?
o bien, la regién de rechazo de la hipétesis nula: R = {Z% >y : k—p—l}
i-1 i

La distribucion de Poisson se caracteriza porque sélo depende del pardmetro A que
coincide con la media.

Sea la variable aleatoria X = 'ndmero de particulas'y n;= ‘nimero de periodos de tiempo'

X n; Xin; P(X;=k) =p;
0 120 0 0,3012 . 2 XN _ 590 _ 1o
1 200 200 03614 n 492 '
2 140 280 02169 r=1.2
3 20 60 00867 en consecuencia,
! k

4 10 40 0,0260 P(x; = k) = %e—m k=0,-5
5 2 10 0,0062 :

n = 492 590

Las probabilidades con que llegan las particulas k =0,1,---,5 se obtienen sustituyendo

1,2k

- e 12 o bien en las tablas con A =1,2

los valores de k en la férmula P(x; = k) =
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Para verificar si el ajuste de los datos a una distribucion de Poisson se acepta o no,
mediante una y°, tenemos que calcular las frecuencias esperadas (e; = np;)

X; 0 1 2 3 4 5

|
_ 120 200 140 20 10 2
frecuencias (e, =148,2) (e, =177,8) (e ,=106,7) (e,=427) (es=128) |(es=3,05)

e, =492.0,3012 =148,2 e, =492.0,3614=177,8 e; =492.0,2169 =106,7
e, =492.0,0867 =42,7 e; =492.0,0260=12,8 eg = 492.0,0062 = 3,05

dando lugar a una tabla de contingencia 1 x 6, en donde hay que agrupar las dos dltimas
columnas por tener la dltima columna frecuencias esperadas menores que cinco.
Por tanto, se tiene la tabla de contingencia 1 x 5:

X; 0 1 2 3 4y5
_ 120 200 140 20 12
frecuencias (e, =148,2) (e, =177.8) (e, =106,7) (e, =427) (e,=158)

Asi, los grados de libertad son tres (k-p-1=5-1-1=3)
¢ El estadistico de contraste:

5 n? 2 2 2 2 2
Z_,_ 120 . 200 . 140 N 20 N 12 4923231
148,2 177,8 106,27 42,7 15,8

¢ El estadistico tedrico: §os. 5 =7.815

El estadistico de contraste (bondad de ajuste) es mayor que el estadistico tedrico
(7,815), rechazdndose la hipotesis nula, es decir, la distribucién NO se puede ajustar

a una distribucién de Poisson a un nivel de significacién del 5%.

k (n, —e)?
Se verifica la regién de rechazo: R = {2% 2 %5 kep } ={32,31>72815}
i=1 i

En el test de la ¢ ® hay que tener en cuenta las siguientes consideraciones:

= Hay que tener en cuenta el nimero de modalidades que admite el caracter, ya que al haber
mas modalidades la 2 va siendo cada vez mas grande.

= Paraemplearlo correctamente es necesario que las frecuencias esperadas de las distintas
modalidades no sea inferior a cinco.

Santiago de la Fuente Ferndndez 192



Tablas de Contingencia
= Si existe alguna modalidad que tenga una frecuencia esperada menor que cinco se agrupan
dos 0 mas modalidades contiguas en una sola hasta lograr que la nueva frecuencia sea mayor
que cinco.
= Si para obtener las frecuencias esperadas se necesitan hallar p parametros entonces los

grados de libertad de la y* son (k - p) si son independientes, y (k — p - 1) si son excluyentes
las modalidades.
»  Se puede aplicar el test de la %2 en situaciones en las que se quiere decidir si una serie de

observaciones se ajusta 0 no a una funcion tedrica previamente determinada (binomial,
Poisson, normal, o hipotética).
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CONTRASTE NO PARAMETRICO DE BONDAD DE AJUSTE A UNA NORMAL CON PARAMETROS
DESCONOCIDOS.

3.- Para una muestra aleatoria simple de 350 dias, el nimero de urgencias tratadas
diariamente en un hospital A queda reflejado en la siguiente tabla:

N°urgencias | 0-5 5-10 10-15 15-20 20-25 25-30 | Total dias

N° dias |20 65 100 95 60 10 | 350

Contrastar, con un nivel de significacién del 5%, si la distribucion del nimero de
urgencias tratadas diariamente en el hospital A se ajusta a una distribucién normal.

Solucién.-

Para ajustar los datos obtenidos a una distribucion normal N(u,c) de pardmetros

desconocidos, se necesitan estimar los dos pardmetros recurriendo a los estimadores
mdximo-verosimiles: (i=X ,5° =c2), donde la variable aleatoria X = ' nimero de

urgencias diarias’.

Se establece la hipétesis nula H, : ‘'La distribucion empirica se ajusta ala normal’

Se acepta la hipdtesis nula, a un nivel de significacion o si

2 L (n,-e)®  knf ) k = nimero intervalos
Tip1 = 2 =2 —~N < %y 4,y donde . , :
i=1 e, i=1 €; - P = numero parametros a estimar
- estadistico tedrico
estadistico contraste

1) Se obtiene la mediay la desviacion tipica:

2

Intervalos Xi n, _ X;n, _ x;n,
0-5 |25 | 20 | 50 | 125
5-10 | 75 | 65 | 4875 | 3656,25
10-15 125 100 1250 15625

15-20 175 95 16625 | 29093,75
20-25 225 60 1350 30375
25-30 275 10 275 7562 5

6 6 6
n=>n =350 | > x;n=5075 | > x’n, =864375
i=1 i=1
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6 6 6

>oxn, 2% =x)*n; Y xfn,
X=-iF___ _145 2 _ it = il - (X)?=36,71 = 6,06
X=7350 7 O 350 350~ (X) =367 0. =6,

2) Se procede al ajuste de una distribucion normal N(14,5 ; 6,06) hallando las
probabilidades de cada uno de los intervalos:

Intervalos n; Pi e =pn (e ei)z (n; - ei)z /e
0-5 20 00498 1743 6,6 0,38
5-10 65 = 01714 = 59,99 25,1 0,42
10-15 100 03023 10581 33,76 0,32

15 - 20 95 0,2867 100,35 28,62 0,29
20-25 | 60 | 01396 | 4886 | 1241 2,54
25 - 30 10 00366 | 12,81 7.9 0,62
6
n =350 >(n—e)*/e =457
i=1
0-145 x-145 5-14,5 bl 3 _
P(O<x<5)=P{ 606 606 < 606 }—P( 239<z<-157)=

=P(1,57 <z2<239)=P(z2>157)-P(z2>2,39)=0,0582-0,00842 = 0,04978

5-145 x-145 10-145
6,06 6,06 6,06
—P(0,74 <2<1,57)=P(z>0,74) - P(z>157)=0,2296 - 0,0582 = 0,1714

P(5<x<10):P{ }:P(—1,57<z<—0,74):

10-145 x-145 15-14,5
6,06 6,06 6,06
—P(0,08<2<0,74)=1-P(z>0,74)—P(z>0,08)=1-0,4681—0,2296 = 0,3023

P(10<x<15)=P{ }:P(—O,74<z< 0,08) =

15-145 x-14)5 - 20-14,5
6,06 6,06 6,06
=P(z>0,08)-P(z>0,91)=0,4681-0,1814 = 0,2867

P(15<x<20):P{ }zP(0,08<z< 0,91) =

20-14,5 x—14,5<25—14,5
6,06 6,06 6,06
=P(z>0,91)-P(z>1,73)=0,1814-0,0418 = 0,1396

P(20<x<25)=P{ }:P(0,91<z< 1,73) =

25-14,5 - x-14,5 - 30-14,5
6,06 6,06 6,06
=P(z>1,73)-P(z>2,56)=0,0418-0,0052 = 0,0366

P(25<x<30)=P{ }zP(1,73<z< 2,56) =

3) Se calculan las frecuencias esperadas, multiplicando las probabilidades por el
ndmero total e, =p;.n
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4) Se calcula el estadistico de contraste y?, donde el nimero de grados de libertad es

k —p—1=(n°intervalos) — (n° pardmetros a estimar) — 1=6-2-1=3, con lo cual,
P P

6 (n,—e)?
2 i i
X3 = Z

i=1 e.

=457

Por otra parte, el estadistico tedrico x5 5.5 = 7,815
Como x5 =4,57 < x505.5 =7.815, se acepta la hipétesis nula a un nivel de significacién

del 5%. En consecuencia, la variable aleatoria nimero de urgencias en el hospital A sigue
una distribucion N(14,5 ; 6,06).
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CONTRASTE DE HOMOGENEIDAD.

4. - Para conocer la opinidn de los ciudadanos sobre la actuacién del alcalde de una
determinada ciudad, se realiza una encuesta a 404 personas, cuyos resultados se
recogen en la siguiente tabla:

Desacuerdo De acuerdo No contestan
Mujeres | 84 | 78 | 37
Varones 118 62 25

Contrastar, con un nivel de significacién del 5%, que no existen diferencias de opinidn
entre hombres y mujeres ante la actuacion del alcalde.

Solucidn.-

Se trata de un contraste de homogeneidad en el que se desea comprobar si las
muestras proceden de poblaciones distintas.

Tenemos dos muestras clasificadas en tres niveles, donde se desea conocer si los
hombres y mujeres proceden de la misma poblacién, es decir, si se comportan de
manera semejante respecto a la opinion de la actuacién del alcalde.

La hipdtesis nula: H, :'No existe diferencia entre hombres y mujeres respecto a la opinién'
Regién de rechazo de la hipétesis nula: R = {x%k—l).(m—l) > %2, (k_l)_(m_l)}

Se forma una tabla de contingencia 2 x 3 de la siguiente forma: en cada frecuencia

observada (nij)izl,---,k:jzl,---,m en la tabla de contingencia tenemos una frecuencia teérica o

NNy,

esperada e; que se calcula mediante la expresidn: e; =p;n = , donde p; son las

probabilidades de que un elemento tomado de la muestra presente las modalidades x;
deX e y; deV.

Desacuerdo De acuerdo No contestan Total (n,,)
) 84 78 37
Mujeres (e, =99,5) (e, =6896) (e, =23053) 199
118 62 25
Varones (e, =102,5) (e, =71,03) (e, = 31,46) 205
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Total (n,;) 202 140 62 n =404
199.202 199.140 199.62
en=09202-995 o, =080 6896 e, =12052-3053
en=200202 1025 ¢, =2R0 7105 ¢, =2P-02_3146

El estadistico de contraste: Z Z S —
i=1 j=1

2 2
= X(@-1.33-1) = X2,c0n lo que,
i

2 3.(ny—e;)® (84-99,5)2 (78-68,96)2 (37-30,53)2 (118-102,5)%2 (62-71,03)
zz ) = + + + +
55 e 99,5 68,96 30,53 102,5 71,03
(25-31,46)%
31,46 2.76

sigue una % con dos grados de libertad si es cierta la hipétesis nulacon e; >5 Vi, j:

en caso contrario seria necesario agrupar filas o columnas contiguas.

/4. k & (ni‘_ei')z 5 k o niz_
¢ El estadistico de contraste: > % ———"—=73, 1 @m.n= 22, — —N (manera dtil)
i=1 j=1 € ' E=
2.3, n; 842 782 372 1187  62% _ 25°
— —n - 404-9,76
Z;JZ e; | 995 6896 3053 1025 71,03 3146 '

El estadistico tedrico x5 5., = 5,991
Como %5 =9,76 > x505., =5,991 se cumple la regién de rechazo, concluyendo que las

muestras no son homogéneas, esto es, no proceden de la misma poblacién, hombres y
mujeres no opinan lo mismo.
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CONTRASTE DE TNDEPENDENCIA.

5.- Novecientos cincuenta escolares se clasificaron de acuerdo a sus hdbitos
alimenticios y a su coeficiente intelectual:

Coeficiente Intelectual Total
< 80 80-90 90 - 99 > 100
Nutricién buena 245 228 177 219 869
Nutricidn pobre 31 27 13 10 81
Total 276 255 190 229 950

A un nivel de significacion del 10%, ¢hay relacion entre las dos variables tabuladas?
Solucidn.-

Se trata de un contraste de independencia entre el coeficiente intelectual y los hdbitos
alimenticios.

H, : 'Las dos variables estudiadas son independientes’

bl las hipétesis: e . . \
Se establecen las hipotesis H, : 'Existe dependencia entre las dos variables

—e 2 k m
El estadistico de contraste: ZZ—) ok 1y.(m-1) = ZZ
i=1 j=1

i=1 j=1 eIJ

2
n;; .
—= —Nn (manera atil)
el

Siendo la regién de rechazo de la hipétesis nula: R=1{72 | 12 %% s 1. 1)

En la tabla de contingencia 2 x 4 para cada frecuencia observada (h;).; . x.j1..m

se tiene una frecuencia tedrica o esperada e;; que se calcula mediante la expresién:

nxl nY_]
L. =p.N=
eIJ le n
Coeficiente Intelectual Total (n,.)
<80 80 -90 90 - 99 > 100
Nutricidn 245 228 177 219
buena (e, = 252,46) | (e, = 233,25) | (e, =173,8) | (e, =209,47) 869
Nutricidn 31 27 13 10 a1
pObr'e (621 :23153) (622 :211 74) (623 :161 2) (624 :19152)
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Total (n,;) 276 255 190 229 950
869.276 869.255 869.190 869.229
_869.676 o546 e, =907:290 53355 o 809U o34 _809-227 _ 509 47
1= "950 ¢12= 950 13~ 950 %14~ 950
81.276 81.255 81.190 81.229
_ 81276 5353 _81e90 5174 80 62 _ ~19 52
21~ 950 ' €22 =950 - €237 7950 €2 =550 1%

El estadistico de contraste:

-950=9,75

2 e N 2452 2282 1772 2192 312 272 132 10?
X3 = ZZ = + + + + + + +
252,46 233,25 173,8 209,47 23,53 21,74 16,2 19,52

2 _ 22:24: (N - ey)° _ (245-252,46)> (228-23325)> (177-173,8)" (219 - 209,47)
’ ey 252,46 233,25 173,8 209,47

(31- 23,53)2 L @7- 21,74)? L @as- 16,2)2 L (ao- 19,52)2

=9,75
23,53 21,74 16,2 19,52

sigue una % ° con tres grados de libertad si es cierta la hipétesis nulacon e; >5 Vi, j:

en caso contrario seria necesario agrupar filas o columnas contiguas.

El estadistico tedrico x5 ,,.; = 6,251
Como %5 =9,75 > x5,.; =6,251 se cumple la regién de rechazo, concluyendo que se

rechaza la independencia, habiendo por tanto dependencia estadistica entre el
coeficiente intelectual y la alimentacidn.

Santiago de la Fuente Ferndndez 200




Tablas de Contingencia

6.- Tres métodos de empaquetado de tomates fueron probados durante un periodo de
cuatro meses; se hizo un recuento del nimero de kilos por 1000 que Ilegaron

estropeados, obteniéndose los siguientes datos:

Meses A B C Total
1 6 10 10 26
2 8 12 12
3 8 8 14 30
4 9 14 16 39
Total 31 44 52 127

a) Observando simplemente los datos, ¢qué se puede inferir sobre el experimento?
b) Con un nivel de significacién de 0,05, comprobar que los tres métodos tienen la

misma eficacia.

Solucion.-

a) Con la simple observacion de los datos, el empaquetado A parece ser el mejor, ya que
es el que menos kilos de fomates estropeados tuvo; si bien, esta situacién puede ser
engaiosa, ya que hay que tener en cuenta el nimero de kilos que se empaquetaron.

Para tomar una decision sobre si hay diferencia entre los diferentes métodos de
empaquetado, se contrasta la hipétesis nula Hy='No existe diferencia entre los

métodos de empaquetado’.

b) Seala hipétesis nula Hy="No existe diferencia entre los métodos de empaquetado’.

k m n%
Se acepta Hj si: X%k “.(m-1) = 21121 e_I_J_ -n< Xi;(k ~1).(m-1)
i=1 j= 1
. . Ny - Ny.
Formamos la tabla de contingencia 3 x 4 , donde ¢;; = T’
Meir;paquetado A B C Total
1 6 10 10 26
(e1; =6,35) (12 =9,01) (13 =10,62) (26)
5 8 12 12 32
(e =7,81) (e, =11,09) (25 =13,10) (32)
3 8 8 14 30
(€5, =7,32) (e5, =10,39) (e5z3 =12,28) (30)
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4 9 14 16 39
(€41 =9,52) (e, =13,51) (e,3 =15,97) 39)
Total 31 44 52 127
e, =203 _g35 e, -3231_781 ¢, -3931_73 o, 3931 _g5
127 127 127 127
e12=26'44=9,01 e, _32:44 1109 e32=w=10,39 e42=39'44=13,51
127 127 127 127
€5 = 26.52 _ 14 65 €, = 32.52 _ 41310 €45 = 3052 _ 45 08 €4 = 39.52 _ 1597
127 127 127 127
Vs . 3 4 n2
Estadistico de contraste: X2(3_1) 4o = X3 = z e_” - n=12824 -127 =1,24
i=1 j=1 “ij

El estadistico tedrico o esperado x5 o5 .6 = 12,592
Como 15 =124 < %2,5.6 = 12,592, el estadistico observado es menor que el

estadistico tedrico o esperado, NO se cumple la regién de rechazo, concluyendo que los
tres métodos de empaquetado tienen la misma eficiencia.
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7.- Una empresa multinacional desea conocer si existen diferencias significativas entre
sus trabajadores en distintos paises en el grado de satisfaccion en el trabajo- Para ello
se foman muestran aleatorias simples de trabajadores, obteniendo los siguientes
resultados:

Satisfaccion en el trabajo

Muy satisfecho  Satisfecho Insatisfecho  Muy insatisfecho
Espaiia 200 300 300 100
Francia 300 400 350 150
Ttalia 350 300 250 150

¢Puede admitirse con un nivel de significacion del 5% que la satisfaccion en el trabajo
es similar en los tres paises?

Solucidn.-

La hipdtesis nula Hy: 'Las proporciones de los trabajadores con los distintos grados de
satisfaccion son iguales en los tres paises'

Se acepta Hg:

K m K m
Lk - 1.(m-1) ZZ(n )" = %c-1.(m-1) = ZZ”

i=1 j=1 €ij i=1 j=1

=N

2
N <Ag:k-1).(m-1)

(‘D

ij

Region de rechazo de la hipétesis nula: R = {X(k Dam-1 2 Xa: k—1).am- 1)}

Se forma la tabla de contingencia 3 x 4 donde cada frecuencia observada

nxl nYJ

(nij)i=1,~--,k:j=1,~--,m tiene una frecuencia tedrica o esperada e; =p;n= "

Satisfaccion en el trabajo

Muy satisfecho | Satisfecho |Insatisfecho | Muy insatisfecho| Total

Espai 200 300 300 100 900

Spana (e, =242,86) (e, =285,71) | (e;53 =257,14) (e, =114,29) (900)

. 300 400 350 150 1200
Francia

(e, =323,81) | (e,, =380,95) | (e,5 =342,86) (e, = 152,38) (1200)

Ttali 350 300 250 150 1050

alia (€4, = 283,33)  (es, =333,33) (e, = 300) (€4, = 133,33) (1050)
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Total 850 1000 900 400 3150 ‘
‘e o 3 < (n;; - eij)2 3 < nﬁ
Estadistico observado: %% _1y 41y = Zze— =y oo n=
i=1 j=1 ij i=1 j=1 Sij

_ 2007 . 3007 A 3007 . 100° . 3007 . 4007 . 3507 . 1507 .
242,86 285,71 257,14 114,29 323,81 380,95 342,86 152,38

3502 3002 2502 1502
+ + + +
283,33 333,33 300 133,33

— 3150 = 49,55

Estadistico tedrico: x5 0s5.:a-1y.ca-1) = Xo.05:6 = 12,592
Como 3% = 49,55 > 12,592 = y % 1. Se rechaza la hipétesis nula de homogeneidad de

las tres muestras; es decir, la satisfaccion en el trabajo de los empleados de los tres
paises es significativamente distinta en los tras paises.
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8.- Las compaiiias de seguros de automdviles suelen penalizar en sus primas a los
conductores mds jévenes, con el criterio que éstos son mds propensos a tener un mayor
ndmero de accidentes. En base a la tabla adjunta, con un nivel de significacion del 5%,
contrastar si el nimero de accidentes es independiente de la edad del conductor.

Edad del Numero de accidentes al afio

conductor 0 1 2 3 4

25 0 menos 10 10 20 40 70

26 - 35 20 10 15 20 30

mds de 36 60 50 30 10 5
Solucidn.-

La hipétesis nula Hy: 'El ndmero de accidentes sufridos por los conductores no depende
de la edad del conductor’

Se acepta Hg:

k m _ 2 k m
Xk - 1).(m - 1>—22(n” o) = %lc-1.(m-1) = ZZ”

i=1 j=1 i=l j=1

=N

2
—N<Xa:k-1.(m-1)

(‘D

ij

Region de rechazo de la hipétesis nula: R = {X(k Dam-1 2 Xk —1).am- 1)}

Se forma la tabla de contingencia 3 x 5 donde cada frecuencia observada
(Ny)es, .k j1..m Tiene una frecuencia tedrica o esperada en caso de independencia
N, n

Xi Y
e. =p.n-=
ij le n
Nidmero de accidentes por afio
Edad del 0 1 5 3 4 Ny
conductor
250 10 10 20 40 70 150
menos e;; =3375 e,, =26,25 e,;; =2437 e,, =2625| e,; = 39,37 (150)
26 - 35 20 10 15 20 30 95
) e, =21,37 e,, =1662 e,,=1544 e,, =16,62 | e,y = 24,94 (95)
s de 36 60 50 30 10 5 155
mas de €3, =34,87 i ey, =2712 eyz3 =2519 ey, =27,12 | €55 = 40,69 (155)
Ny; 90 70 65 70 105 400
donde,
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150.90 95.90 155.90
e, = ———=33,75 e = = 21,37 e = = 34,87
400 21400 31 400
150.70 95.70 155.70
e, = ——— = 26,25 e = = 16,62 e = = 27,12
400 22 400 32 400
150.65 95.65 155.65
€13 = ——— = 24,37 e = = 15,44 e = = 25,19
400 23400 33 400
150.70 95.70 155.70
€, = ——— =26,25 e = = 16,62 e = =27,12
400 24 400 34 400
150.105 95.105 155.105
€, = ——— =39,37 e = = 24,94 e =——— =40,69
400 25 400 35 400
3 5 (n__ _ e__)2 3.5 n2
Estadistico observado: % _1y -1 =x% = ZZ”G—” =y e—' -n=
i=1 j=1 ij i=1 j=1 "ij

10? 102 202 402 702 202 10? 152 202 302
= + + + + + + + + +
33,75 2625 2437 2625 3937 2137 16,62 1544 16,62 24,94
602 502 302 102 52
+ + + +
34,87 2712 2519 2712 40,69

J - 400 =143,51

Estadistico tedrico: x% 5. - 1y.¢5- 1) = X 9.05:6 = 15:507

Como 3% = 143,51 > 15,507 = x5 ¢5.5 Se rechaza la hipétesis nula de independencia

entre la edad del conductor y el nimero de accidentes; es decir, la edad influye
significativamente en el nimero de accidentes al afio.
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COEFICIENTE DE CONTINGENCIA

9.- En dos ciudades, Ay B, se observo el color del pelo y de los ojos de sus habitantes,
encontrdndose las siguientes tablas:

Ciudad A Ciudad B
) Pelo Rubio No Rubio ) Pelo Rubio No Rubio
Qjos Ojos
Azul 47 23 Azul 54 30
No azul 31 93 No azul 42 80

Se pide:
a) Hallar los coeficientes de contingencia de las dos ciudades.
b) ¢En cudl de las dos ciudades podemos afirmar que hay mayor dependencia entre el
color del pelo y de los o0jos?

Solucion.-

a) El COEFICIENTE DE CONTINGENCIA es una medida de grado de relacién o dependencia
entre dos caracteres en una tabla de contingencia, dada por:

C= X donde C<1

Cudnto mayor sea el valor de C mds alto es el grado de dependencia entre dos
caracteres (X, Y).

Tenemos que hallar primero los valores de la % correspondientes a las dos

Ny . N,.
observaciones e;; = 'Ty‘ Para la poblacién A, la tabla de contingencia 2 x 2:
Ciudad A
: Pelo Rubio No Rubio Total
Ojos
Azul 47 23 70
T |en-219 €a-a09| o
No azul 3t | 93 124
02U 1 (e, =49.85) | (e, =7414) |  (124)
Total 78 116 194
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70.78 70.116 124.78 124 .116
Cu=ig, = 2814 e = =4185 ey = o =4985 ey = o =7414
Estadistico de contraste:
2, & Ny, 47> 232 312 = 932
2 = 2 = L = —194=33,07
teven =t ,;J; e, | 2814 4185 49,85 7414
.. . . ,07
El coeficiente de contingencia: C, = __3307 __ 0,3816
33,07 +194
Para la poblacidn B, la tabla de contingencia 2 x 2:
Ciudad B
Pelo . ,
: Rubio No Rubio Total
Ojos
54 30 84
Azul
(e;; =39,15) (e, = 44,85) 8%
No azul 42 80 122
(€2, =56,85) (e =65,15) 122)
Total 96 110 206
84.96 84.110 96.122 110.122
eu= 5o =3915 e =—_o —=4485 ey =— L= =5685 ey = - =6515
Estadistico de contraste:
2 2 n2 2 2 2 2
54 30 42 80
M - 206 =17,82
Xen@eD = ;; e, | 3915 44,85 56,85 6515
- . . 17,82
El coeficiente de contingencia: Cg = .| ———"—— =0,282
17,82 + 206

a) Como el coeficiente de contingencia mide el grado de relacion o dependencia entre
las variables, afirmamos que en la poblacién A hay mayor dependencia entre el color de
los ojos y del pelo.
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Estadistica Teorica IT

INTERVALOS Y CONTRASTES
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INTERVALOS DE CONFIANZA

a) Intervalo de confianza para la media p de una distribucion normal
N(u, o) de varianza conocida o

Lia (H)=[7 t 240 %}

b) Intervalo de confianza para la media p de una distribucion normal
N(u, o) de varianza desconocida o2

e  Muestras superioresa 30,n>30 = I,  (u)= {)? t 2y %}
o  Muestras pequefias n<30 = I, (u)= [Y t T2 (1) %}

c) Intervalo de confianza para la varianza o° de una distribucion
normal

(n-1)§2  (n-1)s?
Xi/z; (n-1) Xi—a/z; (n-1)

I, (c%)=

d) Intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos
distribuciones normales

e Las varianzas poblaciones 012 y cg son conocidas

NOTA.- En todos los intervalos de confianza S 2 = es la cuasivarianza muestral.
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Intervalos y Contrastes usuales

e Las varianzas poblaciones 62 y 63 son desconocidas:

- Caso en que la suma (n; +n,)>30 con n; =n,

Lia(m—p2)={(X-Yy) £ z4p

- Caso en que los tamafios muestrales son pequefios (n; +n,) < 30 vy las varianzas

son desconocidas, pero iguales (G5 - 65):

Il—(x (M1 _u2)=|:(>?_7) + Ta/ZJ (n1+n2—2) 'gp nl1+%:|

AD (n1_1)§12+(n2_1)§§ AD
S p= donde S p &s la media ponderada de las cuasivarianzas
ng+n, -2

muestrales.

- Caso en que los tamafios muestrales son pequefios (n; +n,) <30 vy las varianzas

son desconocidas y distintas (65 « G5 ):

f= — 2 donde f es la aproximacidn de Welch
a2 2 a2 2
(51/”1) . (52/“2)

ng+1 n,+1

NOTA.- Cuando el intervalo cubre el O no hay diferencia significativa entre las medias poblacionales.

e) Intervalo de confianza para la razon de varianzas de dos
poblaciones normales
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22 /82 a2 /42
81/ 83 : §1/53

Fa/Z: (n1-1), (np-1) ' Fl—a/Z: (n1-1), (na-1)

Il—a (Gf/o—lz) =

Cuando el intervalo cubre el 1 no hay diferencia significativa entre las varianzas poblacionales.

1
NOTA- Fy.nin, = 3
—a; Ny, Ny

f) Intervalo de confianza para el parametro p de una distribucion
binomial de pardmetros n, p, B(n, p)

Ao 1_Ao
Il_a(p)=[f30 + ZQ/ZJM]

n

g) Intervalo de confianza para la diferencia de parametros (p, —p,)

de
dos distribuciones binomiales

(=B P (1-5)

I o(pi—p2)= (P1—P2) £ Za/Z\/ n n,

h) Intervalo de confianza para el pardmetro A de una distribucion de

Poisson
A A
I A)=|A % —
1-a (1) [ Zq/2 \/:]

i) Intervalo de confianza para la diferencia de datos apareados

o Para muestras grandes n > 30
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— )
o Para muestras pequefias n<30 I=|d % Toc/Z, (n-1) T:

HIPOTESIS SOBRE LA MEDIA DE UNA POBLACION: REGION DE RECHAZO

X ~N(u,0) o2 conocida

Zy =721 4

Ho: m=no Hi:

By > Mo R = { X—no> Z, %} unilateral (simple)

Ho: p=pg Hy: py<po ={Y—u0< zl_a%} unilateral (simple)

Ho: p=pg Hi: p>pg ={ X—Ug> Za%} unilateral (compuesta)
Ho: p=po Hi> p<pg ={ X—Ho< Zl—a%} unilateral (compuesta)
Ho: p=po Hi: p#pg ={ ‘Y—uo‘ > Za,Z%} bilateral (compuesta)
Ho: p<py HiZ p>pg ={ X—Hg > Za%} unilateral (compuesta)
Hy: n2p, Hi: p<pg ={ X—po < zl_a%} unilateral (compuesta)

X~N(u,0) o?desconocida no =(n-1)s2 — in

S (o}

X
= t
Jn-1

a;n — _tl—a;n

Ho: m=uo  Hituy>pg

_ N s,
X—=Ho > Ty (a1 \/—
' n

} unilateral (simple)

Ho: m=uo  Hitpy<pg

S
1a(n-1) T;} unilateral (simple)

Ho: m=po Hyip>p,

X]|
|
-

— | —
X|
|
-
o
AN
—+

S
0 > Ta;(nl)T:‘} unilateral (compuesta)
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Ho: m=no Hitn=ug

S

X

R= { ‘)?— Mo‘ > *Q/Z;(n—l)ﬁ} bilateral (compuesta)

_ Sy
Hy: pn<p, H :p>p, R :{ X—Uy > Ta'(n—l)T} unilateral (compuesta)
' n
_ s,
Ho: p<p, Hi> p<pg R :{ X -y < Tl—a'(n—l)T} unilateral (compuesta)
’ n

HIPOTESIS SOBRE LA VARIANZA DE UNA POBLACION: REGION DE RECHAZO

Medlia poblacional conocida

Region de rechazo hijpdtesis nula

.2 _ 2 . 2 2
Hyo: 6c“ =05 H;: 01> op

R-{[Sx - /of | 2.

Ho: 0'2=0'§ H,: Gf< GS RZ{{Z(Xi—H)Z/GS}szlan}
i1
n
Ho: 6°=065 H,: o°> o} R={|:Z(X,—u 2/()'(2)i|2)(20L n}
i=1
n
Ho (52=Go H, 6% < G(% R={|:_Zl(xl_u)2/6(2):|sle—a n}
i=
L 2, 2 2
2 (X —n /Go:|SX1-a/2 n
Ho: 6°=05 H,: 6?# &} R =

n

Ho: 6°<o65 H,: o°> o} R = [Z(Xi—u)Z/GS}sza n}
i=1
n

Ho: 6°<05 H,;: 6°< 0] R={[Z(Xi—u)2/o'(2)}Sx21_a n}

Medlia poblacional desconocida

Region de rechazo hijpdtesis nula

. 2 _ 2 .2 2
Ho: =05 H;: 01> 0j

R = {[an(xi -%)* /03} 2 o (n—l)}

i=1

n
i=
n

I
'_\

Santiago de la Fuente Ferndndez

214



Intervalos y Contrastes usuales

n
Ho: 02=co H, c?< 0(2) R = {[Zi(ﬁ—_) /o :|SX2:I.—a;(n—1)}
i=
2 N2 /.2 2
|:§(Xi —-X) /0'0:| SX1-as2; (1)
HO: GZ:GO Hl 02¢ 0(2) R= I;
|:_zi(x| -X)? /0'3] 2 Xza/z; (n-1)
i=
n
Ho: 6°<c§ H;: 6°> o} R = {[_Zi(xi -Xx)? /03} > Y2 (n—l)}
i=
n
Ho 62 < 6o, H;: 62 < 0'(2, R = {[%(XI —Y)z /ng| < le_a (n—l)}
i=

Igualdad de medias: X ~N(Qu,,c,)

, Y=NQu,,0,)

2 2
. — 6] O,
Ho: uy=p, (o;,0, conocidas) R = |X—y|>zm/2 — 4+ —=
n, njp
2 42
. = 1 2
n, Ny
O 1,0 , desconocidas 1 1
H Ly =M X-y|>t Sp.|—+—
° ! 2 pero iguales | | @/2:(M1+n2-2) n, n,
O 1,0 , desconocidas — S1 2
Ho: np=mp> L R=<|X_y|>ta/2;fsp —
y distintas n, n,
| . cf o3
Ho: uy <p, (o,,0, conocidas) R={X-y>z, . |]—+—=
n; np
. - ci o,
Ho: p;—-p,<k (o,,0, conocidas) R=3Xx-y-k>z,  |—+—F=
n, n;
Ho: p, < _ X 1
0o- 1S H>2 (0-1_0-2) R = X_y>ta;(n1+n2 2)S +n_
2
; .2
; s = 1 2
Ho: pi<sp, (01#03) R=yX-y>t, ¢, —+—
n, nj;
| o o2 o2
Ho: u,2p, (o,,0, conocidas) R=4X-Y>2Z, .| —+—
1 N
| . ci o,
Ho: u;—p,o,2k (0,,6, conocidas) R=9X-y-k<-2z,.|—+—
n, ny
v
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_ 1 1
2”2 (Gl=02) R= X_y>t1—a;(n1+n2—2)sp —_— 4+ — }
n, n,
sf s
2u, (o,#0,) R=4X-Y>t 4.¢ Sp 4| — +—
n, n,

2 [Fl—a/Z;(nl— 1, (n2-1 »Fas2; (- 1, (o- 1)]}

Q
'_\
IA
Q
N
Py
Il

(7]
PN
\'%

Fa;(nll)-(nZJ-)}

2]
NN

Q
[EN
v
Q
N
Py
Il

(2]
RN

Q

H

|

a

N

Py

]

n|lon |
NNIFPN

< Fig:tni-1, (no-1) }

(2]
NN

X~B(@,p) (muestras grandes) Region de rechazo hijpdtesis nula

_ Po @-Po)
HO: P=Pg R={‘X—po‘>zq/2\/ : n 2 }
, 1-—
_ 1-
Ho: p2py R:{x—p0<zl_m\/po(n Po) }

X ~ Poisson(A) (muestras grandes) Regidn de rechazo hipdtesis nula

A

Ao

HO )"<}\’0 R = X—?\.O > Z(x T
_ Ao

HO )\’>;\‘O R= X—xo < Zl—a n

X~=B@,p1) Y~=BQ@.P2)  Region de rechazo hipdtesis nula

Ho: p1=p> R={‘61_62‘>Za/2\/p1n- d; _I_pzn- Ch}
1 2
Ho® Py <p2 R:{ﬁl_62>zq\/plr; 1 +p2n- QZ}
1 2
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Ho: p12p; R={61_62<21a\/p1-q1+p2_q2}
n, n,
2 5 )
s2 _(nl_l)sl + (n, -1)s3
p n,+n,—2 s?/n, +s3/n,)?
L ~ f = entero mas préximo -« 2 1/ 21 2/22) .
E_in+2yi_n1x + N,y w ) w
n; +n, n, +n, nl—l n2_1

CONTRASTE DE HIPOTESIS

a) Contraste de la media de una poblacion normal con varianza
conocida

e Contraste bilateral

Hipétesis nula Hy: p=p, Hipotesis alternativa H,: p#p,

x|

_Ho|

\/ﬁ z(x/Z

) o Y_Ho|
Se rechaza H, si el estadistico |z|= | > Z,,
s/\/n

Se acepta H, si el estadistico |z| =

Q.

— (e
Rrez:hclzo = { ‘X _MO‘ > z(x/Z F}

e Contraste unilateral

Hipdtesis nula H,: p<p, Hipotesis alternativa H, : p>p,

x —
Se acepta H, si el estadistico z = Po o z,
o/
. ‘s X =l
Se rechaza H, si el estadistico z=——— > z,
o/ Jn
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— (e}
R =4 X- >z, . —
rechazo { MO o \/H}

b) Contraste de la media de una poblacion normal con varianza
desconocida

e Contraste bilateral
* Muestras grandes n > 30

Hipétesis nula Hy: p=p, Hipétesis alternativa H, @ p # p,

Se acepta H, si el estadistico z = M
o

. P "?_ “o‘
Se rechaza H, si el estadistico z="—— > z,,

G

R -{\zu\” 5}
rechazo —Ho a2 ﬁ

= Muestras pequefias n <30

Hipétesis nula H, : p=p, Hipotesis alternativa H,: p# p,

- X —p
Se acepta H, si el estadistico t= ‘ O‘

W S

[X-n

W > Yo (01)

Se rechaza H, si el estadistico t =

_ S
Rr‘echazo = { ‘X - “’O‘ > *a/Z: (n-1) * F}

e Contraste unilateral
* Muestras grandes n > 30
Hipétesis nula H, @ p<p, Hipétesis alternativa H,: p > p,
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X —
Se acepta H, si el estadistico z = % z,
s/Jn

. - X —u
Se rechaza H, si el estadistico z=—-> > z,
s/n

R = {)? ny, > Z 3 }
rechazo ~— —Ho a *
AN

= Muestras pequeiias n <30

Hipétesis nula H, @ p<p, Hipétesis alternativa H,: p > p,

X
Se acepta H, si el estadistico 1=

X —u
s/—\/ﬁo < Yo

W > Yo (o)

Se rechaza H, si el estadistico t=

— S
Rr'echazo = { X—Ho > 1-oc'(n—l) . }

c) Contraste para la varianza de una poblacion normal

e Contraste bilateral

Hipdtesis nula H, : o° =c? Hipdtesis alternativa H, : o® # o2
. . n—1)s?
Se acepta H, si el estadistico x? :—( Gz) € [xf_a/?_,(n_l); Xi/Z,(n