EJERCICIOS RESUELTOS DE VARIABLE ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

1. Dada la variable estadistica bidimensional (X, Y) con la tabla de frecuencias

X\Y 1 2 4 6
1 2 0 1 1
3 3 1 0 1
5 0 1 0 5
Se pide:
3 4 3 4
a) > >y b) 3, faay o1 ©) DMy D0y d) flx/Y=2)y fly;/X=3)
i=1j=1 =1 -1
e) ajo Y ap; f) aj; 8) Sy
Solucién:
a)
3 4

Zznij :Z[ni1+ni2+ni3+ni4] = [n11+n12+n13+n14]+[n21+n22+n23+n24]+[n31+n32+n33+n34] =

=[2+0+1+1]+[3+1+0+1]+[0+1+0+5] =15

n.
b) Cada n; representa la frecuencia absoluta del par (x;,y;), la frecuencia relativa se define f; :ﬁ,

3 4
donde N=Z:Z:nij =15

i=1 j=1
n 0 n 5 n 3
f,=-23-"-0 fo, =34 == f,=-21_=
BTN 15 #TON 15 27N 15
c)
X\Y 1 2 4 6 Nie
1 2 0 1 1 4
3 3 1 0 1 5
5 0 1 0 5 6
Nej 5 2 1 7 15

3

znio :[nlo +Ny, +n3.]=[4+5+6]=15:iin”

i=1 i=1 j=1

H

3 4
Zn.j =[ne +ney +N03 "‘n-4]:[5'"2""1"'7]:15:ZZ:nij
o i=1 j=1



d)

X\Y 1 2 4 6 io
1 2 0 1 1 4
3 3 1 0 1 5
5 0 1 0 5 N3, =6
Nj 5 Ney =2 1 7 15

Las frecuencias relativas condicionadas f(x;/Y=2) y f(y; /X=3):

JY=2
X | n/v=2) | fix/v=2)=0/Y=2
Ney
1 0 0
2 1 1/2
3 1 1/2
n.2:2 1
n(y;/X=3)
Y nly;/X=3) | f(y;/X=3)=—"——
N3,
1 0 0
2 1 1/6
4 0 0
6 5 5/6
n3.=6 1
e)
3 4 3
szi Njj in [+, +ni3 +ng4]
i=1j=1 i=1
ajg = = =[xy N7 +XqNq5 +XqNq3 +XqNqa [+
10 N N N([111 1M X1 Ng3 114]

+[X2 Ny1 + XNy +X3 N3 +X; n24]+[x3n31 +X3N3; +X3N33 +X3 n34] )=

[1.2+1.0+1.1+1.1]+[3.3+3.1+3.0+3.1]+[5.0+5.1+5.0+5.5] _ 49

_ =326
15 15
3
XM 4435156 49
o también, a;y =11 == 1'5 : ::E:3'26
4
E:W“q
= _15+22+41467 55
01 N 15 15 '
f)
3 4
E:E:NVJWJ
i=1 j=1
M= =

N



[1.1.2+1.2.0+1.41+1.6.1]+[3.1.3+3.2.1+3.4.0+3.6.1]+[5.1.0+5.2.1+5.4.0+5.6.5] 205 _ 1366
15 5 '

8) Sy, =11 —3193; =13,66-3,26.3,6 =1,924

2. Las calificaciones obtenidas por un grupo de alumnos en Estadistica (E) y Macroeconomia (M):

E|3|4/6,7|5| 8 | 7|3 |5 |4 ,8|5 |5 ] 8| 8| 8|5
M|5,5/8|7|7| 9 |10, 4 |7 | 4 |10, 5|7 |9 |10 5 | 7

a) Hallar la tabla de frecuencias
b) Hallar las distribuciones marginales, media y varianza de las mismas
c) Covarianza

Solucion:
a) Lavariable E (Estadistica) toma seis valores diferentes. La variable M (Macroeconomia) toma siete

valores distintos, por lo que para formar la tabla bastard hacer el recuento de las veces que se repite
cada par.

E\M 4 5 6 7 8 9 10 Nie
3 1 1 2
4 1 1 2
5 1 4 5
6 1 1
7 1 1 2
8 1 5

N 2 4 0 5 1 17

b)
B | M. Einie E N, M; Nej Mjng | M’n,
3 2 6 18 4 2 8 32
4 2 8 32 5 4 20 100
5 5 25 125 6 0 0 0
6 1 6 36 7 5 35 245
7 2 14 98 8 1 8 64
8 5 40 320 9 2 18 162
17 99 629 10 3 30 300
17 119 903

e Distribucion Marginal de Estadistica:

_im 89 gy 2, 2 _37.582-313




e Distribucion Marginal de Macroeconomia:

7
2 Mjn,; > Min,

=1 119 j=1 903

M=ag = =27"=7 ap-= =27=5311 sy =ag a5 =5311-7°=4,11
01 N 17 02 N 17 M =302 ~ 401
¢) Para hallar la covarianza: s,, =a;; —aj93p;
6 7
> 2 EMmy
g —iFLi=l ~341+3.51+44.1+451+551+5.74+6.8.1+7.7.1+7.10.1+8.5.1+8.9.2+8.10.2
1 N 17
739
all =F=43,47 SXy =all _alo 301 =43,47_5,82.7 =2,73

3. Dada la tabla de correlaciones. Hallar n,; para que las dos variables sean estadisticamente
independientes y calcular su covarianza en este caso.

X\Y 5 7
100 8 4
200 Nyq 6
Solucion:
X\Y 5 7 Nie
100 8 4 12 - - desendi MM Nej o
200 Ny 6 Ny, +6 or ser independientes: NoNN i,
4 12 10 120 120-72
= — 4= — 4[n,;+18]=120 » Ny ="—-=12
ny; +18 ny; +18 n,; +18 Ny, +18 4
X\Y 5 7 Nie
covarianza: s,, =aq —apa 100 8 4 12
T Txy oL T10701 200 12 6 18
Nej 20 10 30
2 2
ZXini. zyjnoj
_ 5 100.12+200.18 _ O 5.20+7.10
N 30 N
2 2
PRI
i=1 j=1 _100.5.8+100.7.4+200.5.12+200.7.6_27200

a1 =

=906,67
N 30

Sxy = all _alo 301 = 906,67_160 .5,67 = _0,53



4. A partir de la siguiente distribucion bidimensional (Xi,Yj;nij), calcular: X, V,s)z(,s\zl Y Syy-éSon

independientes las variables X e Y?

X\Y 1 2 3
-1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
Solucidn:
X\Y 1 2 3 Nie
-1 0 1 0 1 Las variables X e Y son independientes
0 1 0 1 2 e i (g ) Nej o
cuando se verifica —=| > || — | Vi,
1 0 1 0 1 N [ N )[ N J .
N, j 1 2 1 4

2 2
No son independientes porque no se verifica la relacién: 97&—.— N2 i(nﬁj(nij
4 4 4 N N N
3 3
2.2 XYy
i=1 j=1
Qg =———=—|-1.21+1.2.1|=0
B |
3 E
innio L zxi Nie 1 5
a;p =x=1=1 =-[-11+02+11]=0 a zizl—z—[—12.1+o.2+12.1]=—=o,5
10 N 4[ ] 20 N 4 (-1) 4

s2=a,,—a3,=0,5-0=0,5 > s,=,/0,5=0,7

3
2
2Yin 1 297 1 18
—:Z[l'1+2'2+3'1]:2 aoz=’:1—=z[12-1+22-2+32-1]=7=4r5
sy =ag, —ag; =4,5-2°=05 > s,=,/05=07

covarianza s,, =a;; —ayg.dp =0-0.2=0

Adviértase que la covarianza es cero por la simetria de la distribucion.

Si (X,Y) independientes +—> Syx =0
Sis,=0 —  (X,Y) No independientes



5. Se han observado, durante un mes determinado, el gasto en el teléfono mévil y el ingreso total en
seis familias. Los resultados obtenidos, expresados en unidades monetarias corrientes, han sido:

Gasto teléfono movil Ingreso total (miles euros)
Familia 1 2 4
Familia 2 3 6
Familia 3 6 8
Familia 4 9 10
Familia 5 10 12
Familia 6 11 20

a) Calcular la covarianza entre el gasto y el ingreso. A la vista de este resultado, ¢ puede afirmar que
las variables sean dependientes e independientes?

b) Para estas 6 familias ¢ Qué variable se distribuye de forma mas homogénea, el gasto en mévil o en
los ingresos totales?

Solucién:
a)
Gasto teléfono movil |Ingreso total 2 2
Yi X Xi Yi Xi-Vi
2 4 16 4 8
3 6 36 9 138 La primera columna (Y;), gasto del teléfono mévil,
6 8 64 36 48 corresponde a la variable que se estudia, dependiendo
9 10 100 81 90 de la variable ingreso total de las familias ( X;)
10 12 144 100 120
11 20 400 121 220
41 60 760 351 504
6 6 5
iZl:Vi 41 iZl:Vi 351 s2 =ag, —ap; =58,5-6,83” =11,85
Ay =y=——=—=6,83 apy =—=—-=58,5
=Y TN TG 7 N 6
X; X; 2 2 2
= 60 — 760 S, =a,g —ajg =126,67—-10° =26,67
ajp=X=+L =210 3y, = — =" =126,67 oo
N 6 N 6
6
;XI.VI 504 SXy :all _alo.aOI :84_10.6,83:15,7 covarianza
all = - 84
N 6
b)
v SV 3144 . ..
y=6,83 Sy = 11,85 =3,44 CVy =—= =0,5037 (50,37% de dispersion)
y 6,383
% 56 67 Sy _ 2,16 o
x=10 Sy =4/ 26,67 =5,16 CV, =—= 10 =0,516 (51,6% de dispersidn)
X

Se distribuye de forma mas homogénea el ingreso total de las familias.



6. Un psicdlogo afirma, basandose en los datos obtenidos, que a medida que el nifio crece menores
son las respuestas inadecuadas que da en el transcurso de una situacién experimental:

Edad Nur.nero respuestas Edad Nur.nero respuestas

inadecuadas inadecuadas
2 11 7 12
3 12 9 8
4 10 9 7
4 13 10 3
5 11 11 6
5 9 11 5
6 10 12 5
7 7

a) Determinar la validez de las conclusiones del psicélogo

b) Maria, de diez afios y medio, participa en el experimento, écudl es el nimero de respuestas
inadecuadas que se puede predecir para ella?

c) Hallar la varianza residual

Solucion:

Sxy

Sx Sy

a) Lavalidez de la afirmacién se obtendra en funcién del coeficiente de correlacién: r=

Como no hay pares repetidos se entiende que son 15 pares de la forma (x;, yj) gue representara

x;:edad e y;:numero respuestas inadecuadas de modo que la frecuencia de cada par es la unidad.

X; 2 3 4 4 5 5 6 7 7 9 9 10 | 11 | 11 | 12

Yi 11 | 12 10 | 13 11 9 10 7 12 8 7 3 6 5 5

15
inyi
-1 2.11+3.12+4.10+---+11.5+12.5 789
allz = = :52'6
N 15 5
15
2%
- i1 2+3+4+4+5+---+11+11+12 105
alO:X: = = :7
N 15 15
15
2
E—— 11+12+10+13+---+6+5+5 129
N 15 15

En consecuencia, s,, =a;1 —a193p; =52,6-7.8,6=-7,6

Para el calculo de las desviaciones tipicas (s,, sy):




15
DX
1

224344745 1117 117 1127 877

I ==~ —58,46
Y 15 15

15

2}

S 1124122 410 +13% 4 +62 452 +5 1237

N 15 15

s2=a,;—al,=58,46-7°=9,46 > s, =./9,46 =3,07
sy =ag, —ag, =82,46-8,6°=8,5 > s =./85=291

Sxy - 716

s.s, 3,07.291

El coeficiente de correlacion: r= =-0,85 correlaciéon inversa del 85%

La validez solicitada es del 85% en correlacidn inversa, es decir, a medida que aumenta la edad del
nifio (X) disminuye las respuestas inadecuadas (Y).

b) Para poder predecir el nimero de respuestas para cada edad determinada (caso de Maria) sera
necesario hallar la ecuacién de regresion de Y (n2 respuestas inadecuadas) sobre X (edad del nifio):

s s
Y=Y =—"2(x—X) pendiente de la recta = coeficiente de regresion: b, =—-

X X

Adviértase que la pendiente de la recta o coeficiente de regresion b, viene determinado

por el signo de la covarianza s,

sXy - 716

b =X _
Y s2 9,46

=-0,80 (recta de regresidon decreciente)

La ecuacién de la recta de regresién sera: y—8,6=-0,80(x—-7) — y=14,2—-0,80x

En consecuencia, para la edad de Maria (x =10,5) el niUmero de respuestas inadecuadas que se puede
predecir sera:

y=14,2-0,80.10,5=5,8 =6 respuestas inadecuadas.
¢) Lavarianza residual sr2 :5\2/ (1—r2)
Coeficiente de Determinacion: r? =(—O,85)2 =0,7225
s7 =s; (1-r?)=8,50 (1-0,7225)=2,35875

s 2,35875

=100 g0 =27,75%

7

% variaciones no explicado = 100

[%]
< NN



7. De una variable estadistica bidimensional (X, Y) se conoce s, =3:
, 1
» Recta de regresién de Y sobre X: y= 2+5X

» Recta de regresion de X sobre Y: x=—4+2y

a) Hallar el coeficiente de correlacion
b) Si Xx=2, determinar y, a,g, ap; Y a1

Solucion:

1
a) Larecta de regresién de Y sobre X: y :2+§x puede escribirse:
1 1 1
=24+=X > y-0==(4+x) = b, ==
y . y n (4+x) =
Analogamente, la recta de regresidon de X sobre Y: x=—4+2y

x=—4+2y B x-0=2(=2+y) = by, =2

b =% _
X
Y S

SXy 1
? :E —> Sxy :4,5
s 4,5

X 15 2
bxy:S_ZZ2 — $2 =2 > sy = 2 =225 B sy=4225=15
y y

—

N |-

2
Sabemos que X
y

D

r= Sxy _ 415

sys, 3.15

=1 con lo que existe una dependencia funcional, cosa que no es de extrafiar por

1
. . ., =2+—X .
tratarse de Unica recta de regresidn. Adviértase que las rectas: y 2 son la misma recta,

X=—44+2y

basta con multiplicar la primera recta por 2 y despejar la x:

2y=2[2+%x}:4+x > x=—-4+2y

b) y:2+%x > y=2+-—X

SXy 2811—311301 = 4,52311—2.3 g a11:4,5+6:10,5



8. En una experimentacion sobre el sector turistico se han observado dos caracteres cuantitativos (X,

Y), obteniéndose los siguientes resultados:
(0,2), (1,6),

a) Hallar las distribuciones marginales
b) Correlacién entre ambos caracteres

(3,14),

(_11 _2);

(2, 10)

c) éCémo completariamos los pares (-3, o), (e, 4)?. Utilizar para ello la recta de regresién ajustada a

los datos observados.

Solucion:

a) Como no hay repeticidn de los pares, la tabla de doble entrada de frecuencias absolutas vendra

dada de la forma:

X\Y 2 6 14 -2 10 Nie

0 1

1 1 1

3 1 1

-1 1 1

2 1

Nej 1 1 1 1 1 5

Las distribuciones marginales de la X e Y, respectivamente, seran:

X 0 1 3 -1 2 Yi 6 14 -2 10
Nie 1 1 1 1 1 Nej 1 1 1

b) Para estudiar la correlacion se forma la tabla adjunta, donde no figura la columna de las
frecuencias absolutas por ser la unidad para todos los pares

Xi Yi X Yi Xiz yl2
L 6 6 1 36
3 14 42 9 196
_1 _2 2 1 4
10 20 4 100
30 70 15 340
5
in y| 70
a; = I:1N = = 14
Xi Xi 2 B ) 3 ) _
X=a =i=5=1 A== —""_3 Sy =ax —ap =3-1"=2
07N s 205

s, =4/2=1,41



Zyi ZS:V?

v i=1 30 = 340 5\2/ =ag; —agl —=68—-6° =32 Sy =4/32=5,66
y=801=T=?=6 agy = N =?=68
Sy 8 _1
Sy =11 —@1p0dp; =14-1.6=8 r_\/SZSZ _\/2.32_
x Sy

Como el coeficiente de correlacién es igual a 1, indica que existe una dependencia funcional entre las
variables (X, Y) estudiadas.

c) Paracompletar el par (-3, e) hay que hallar la ecuacién de la recta de regresion de Y sobre X.

Andlogamente, para completar el par (e, 4) hay que hallar la ecuacién de la recta de regresion de X
sobre Y.

¢ Recta de regresién de Y sobre X:

s s
y—¥ =—-(x—X), donde el coeficiente de regresién b,, =— (pendiente de la recta)
X

x|
Il
=
~<
Il
(o)
o
|
‘x
<
Il
N | 00
Il
I

S
y-V="L(x-%) > y-6=4(x—1) > y=2+4x

X
El par (-3, ®) se completa: y=2+4(-3)=-10 — (-3,-10)

¢ Recta de regresién de X sobre Y:

s s
X—X =%(y—7), donde el coeficiente de regresion b, :LZV (pendiente de la recta)
Sy Sy
S 8 1
Yo 32 4

s
Xx=X=="2(y-y) x—1:1(y—6) > x:l(—2+y)
sy 4 4

1 1 1
El par (e, 4) se completa: x:z[—2+4]:E N {E' 4}



9. Se desea estudiar la relacion que existe entre la variable X (porcentaje de la poblacién urbana en
las distintas provincias) e Y (renta media por hogar). La tabla adjunta contiene datos referentes a
treinta provincias:

X\Y 1-16 | 16-31 | 31-46 | 46-60
10-19 1 1 1

19-28 8 3

28 - 37 3 7 1
37 -45 2 3

a) Calcular las rectas de regresién

Solucion:
a)
X\Y 1-16 | 16-31 | 31-46 46 - 60 Nie
10-19 1 1 1 3
19-28 8 3 11
28 - 37 3 7 1 11
37-45 2 3 5
N,j 1 14 14 1 30

¢ Las distribuciones marginales de X e Y, respectivamente:

Intervalos X; Nie XiNie Xiz Nie
10-19 14,5 3 43,5 630,75
19-28 23,5 11 258,5 | 6074,75
28 - 37 32,5 11 357,5 | 11618,75
37-45 41 5 205 8405
30 864,5 | 26729,25
24: 4
2
XiNie 2% Nie
- 4, i ,
X =ayg =171 _8645 5581 a,0 ==L _ 2672925 _ 990,975
N 30 N 30
s2 =a,, —a2, = 890,975—28,81° = 60,959 s, =+ 60,959 = 7,807
2
Intervalos Yj Nej YiNej Y Nej
1-16 8,5 1 8,5 72,25
16 - 31 23,5 14 329 7731,5
31-46 38,5 14 539 20751,5
46 - 60 53 1 53 2809
30 929,5 | 31364,25
> '
YiNej 25,
- - 1364,2
V=ag, = _929,5 =30,98 agy = = _3130425 45,475

N 30 N



55 =ag, —ag; =1045,475-30,98” = 85,7146 s, =4/ 85,7146 =9,258

¢ Ladistribucién conjunta

X\ y; 8,5 23,5 38,5 53

14,5 1 1 1

23,5 8 3

32,5 3 7 1
41 2 3

=919,65

4
zxiyi N
g ==l _ 14,5.8,5.1+14,5.23,5.1+14,5.38,5.1+23,5.23,5.8+---+41.38,5.3 _ 27589,5
1= = =
0

N 30

Xy

27,1162

s
v' Recta de regresion de Y sobre X: y—y=—""(x—X) — y-30,98= 5 (x —28,81)

X 7

y=18,30+0,44x

3 27,1162 ., .
Coeficiente de regresion: byx =m—121=—= 0,44 >0 (recta de regresion creciente)
o, 60,959
X _ S _ 27,1162
v’ Recta de regresion de X sobre Y: x—X=—Y(y—y) > x-28,81=""""(y—30,98)
sy 85,7146
x=19,20+0,31y
, S 27,1162 ., )
Coeficiente de regresion: be :% =—""—=0,31>0 (recta de regresidn creciente)
s, 85,7146

10. Justifique las razones por las cuales debe aceptarse o rechazarse que las dos rectas siguientes
sean, respectivamente, las lineas de regresién minimo-cuadraticas de Y sobre Xy de X sobre Y de una

serie de observaciones.

Y/X: Y=2X+1 X/Y: X=-5Y+10
Solucidn:
Y=1+2X = b, =2>0 Los coeficientes de regresion deben tener el mismo signo, al
{X _10-5Y — b, =—5<0 depender ambos de la misma covarianza. 5
Y Con lo cual, no pueden ser rectas de regresion.



11. Justifique las razones por las cuales debe aceptarse o rechazarse que las dos rectas siguientes
sean, respectivamente, las lineas de regresién minimo-cuadraticas de Y sobre X y de X sobre Y de una
serie de observaciones.

Y/X: Y=2X+1 X/Y: X=-5Y+10

Solucion:

Y=1+2X - byx =2>0 Los coeficientes de regresidn tienen el mismo signo, lo que es
X=10+5Y — bxy =5>0 l6gico al depender ambos de la misma covarianza.

De otra parte, el coeficiente de correlacién: r =\/be .bxy =\/ 2.5=3,16, resultado absurdo cuando

el coeficiente de correlacién —1<r<1, concluyendo que no pueden ser rectas de regresién.

12. El coeficiente de correlacion entre dos variables X e Y es 0,6. Sabiendo ademas que,
x=10 s, =15 y=20 sy=2

a) Hallar las rectas de regresion de Y/X y de X/Y
b) Calcular la varianza residual para las dos regresiones anteriores

Solucion:
s s
> Recta de regresion de Y sobre X: y—y=—Y(x-x) > b, == (coeficiente regresion)
X SX
s s
> Recta de regresion de X sobre Y: x—X=-""(y—y) > b, =—F (coeficiente regresion)
Sy Sy
s s
El coeficiente de correlacion: r=,/b,, .b, = Y 5 06=—T Syy =1,8
Sy Sy 1,5.2
. S 1,8 S 1,8
En consecuencia, b,, = = =0,8 b, = =2"-0,45

X X -
2152 o 2

Y/X: y-20=0,8(x-10) — y=12+0,8x

Las rectas de regresion seran:
X/Y: x-10=0,45(y—20) — x=1+0,45y

Y/X st=s] [1—r2] Y/X s =s,41-r
b) Varianza residual Error tipico estimacion
X/Y szsi [1—r2] X/Y S, =S, 1—r2

Y/X s?=2 [1—0,62] > $2=256 — s,=,/2,56=16
por tanto,
X/Y s2=1,5% [1—0,62] - =144 — s =.,/144=12



13. En una distribucidon bidimensional se conoce:

R=0,7 s, =1,2 y=4 X/Y: X=0,6+0,44Y

Obtener:

a) Mediade X

b) Recta de regresion de Y/X

c) VarianzadeY

d) Covarianza de ambas variables

Solucion:

X=0,6+0,44Y

a) Recta de regresién de X sobreY: X=0,6+0,44Y +— <_
X=0,6+0,44.4=2,36

b) Larecta de regresion de Y/X:

a=0,6
siendo X=0,6+0,44Y
bxy:0,44
2 2 0,72
r :byx.bxy — 0,7 :byx.0,44 — be: 4:1,114
byx
——

s
con lo cual, la recta de regresion de Y sobre X: y—V:Lzy (x—x) sera: y—4=1,114 (x—2,36)
SX

|y =1,370+1,114 x|

c) Varianzade laY: Sabemos que, s, =1,2 bXy =0,44 byx =1,114

S
by =L 15 1,114=% s s =1,114.12% =1,604

" 1,22
S 1,604 1,604
recurriendoa b, =—=" > 044=""— > sh=""—=3,645
s s )
y y

d) La covarianza de ambas ya se ha calculado: |s,, =1,604




14. Sean las variables estadisticas bidimensionales (X, Y), donde X = "PIB per capita (en miles de
ddlares) e Y = "Tasa natural de crecimiento demogréfico de 162 paises del mundo". Se conocen los
datos siguientes:

D x=978,9 D y=2886,4 D xy=8938,4
> x* =17569,9 > y? =172291,2

a) Obtener la recta de regresion que pretende explicar la tasa natural de crecimiento en funcion de la
renta del pais.

b) Interpretar los coeficientes de la recta estimada.

c) Obtener una medida de bondad del ajuste e interpretar si éste es bueno.

Solucién:
byx
——
s
a) Se trata de encontrar la recta de regresién de Y sobre X: y—y =L2y (x=X)
X
2
_ X 9789 X" 17569,9
N 162 N 162
2 _ 2 _ 2 _
Sy =ayg —ajp =108,456-6,04" =71,97
2
_ 2886,4 172291,2
g =Y :&:—:17,82 agy = ZV = =1063,526
N 162 N 162

57 =ap, —ap; =1063,526—17,82> =745,97

Xy 89384
. . . . Sxy _52146
El coeficiente de regresion de Y sobre X (pendiente de la recta): byx === 2197 =-0,729
s )

X

Adviértase que la pendiente de la recta (—0,729) en el signo depende de la covarianza (s, ), al ser

negativa la recta de regresion sera decreciente, esto es, a medida que aumenta los valores de la
variable X (PIB per capita) disminuyen los valores de la variable Y (tasa natural de crecimiento
demogrifico).

La recta de regresion solicitada serd: y—17,82=-0,729 (x—6,04) +— [y=22,22-0,729x

c) El Coeficiente de determinacién lineal: r2=b,, .b

yX =Xy

b =S _ ~52,46 _
i s§ 745,97

-0,07

con lo que, r? = (-0,729).(-0,07)=0,051 ( 5,1% grado de fiabilidad)



El coeficiente de correlacién lineal: r=.,/0,051=0,226 (no existe apenas correlacidn lineal entre las

variables, pudiendo existir otro tipo de correlacién)

15. La siguiente distribucion bidimensional se expresa en la siguiente tabla de correlaciones. La
variable X representa los ingresos familiares mensuales en unidades de 10 euros. La variable Y
representa, a su vez, los metros cuadrados de la vivienda familiar.

X/Y <60 60 - 80 80 - 100 100 - 150 > 150
50 - 100 20 18 2 1 0
100 - 200 25 40 30 2 1
200 - 350 5 10 15 25 3
350 - 500 0 5 15 20 8

> 500 0 1 2 7 10

a) Calcular la distribucion marginal de las dos variables. ¢Son independientes los ingresos familiares
y el tamafio de la vivienda donde habitan?
b) Obtener la distribucion de la superficie de la vivienda condicionada al intervalo modal de los
ingresos familiares.
c) Calcular la distribuciéon de los ingresos condicionada al intervalo mediano de la vivienda familiar.

Solucion:
a)
Nie
X/ Y <60 60 - 80 80-100 100 - 150 > 150 N;e e = .
50-100 20 18 2 1 0 41 0,155
100 - 200 25 40 30 2 1 98 0,370
200 - 350 5 10 15 25 3 58 0,219
350 - 500 0 5 15 20 8 48 0,181
> 500 0 1 2 7 10 20 0,075
Nej 50 74 64 55 22 N= 265 1
N,
f, = NJ 0,189 0,279 0,242 0,208 0,083 1

Para que los ingresos familiares (X) y el tamafio de la vivienda familiar (Y) sean independientes debe

n. (N,
verificarse — = (nij Y
N N N

No son independientes porque

J

n n n
43 + 4e "'e3
4 N

15 48 64
+

265 265 265



DISTRIBUCION MARGINAL DE LA VARIABLE X

N, N, o
Intervalos Xi Nie G fo = I\Il N, . :WI h; _c_:
50 - 100 75 41 50 0,155 41 0,155 0,82
100 - 200 150 98 100 0,370 139 0,525 0,98
200 - 350 275 58 150 0,219 197 0,744 0,39
350 - 500 425 48 150 0,181 245 0,925 0,32
>500 | - 20 | - 0,075 265 1 | -
265 1
DISTRIBUCION MARGINAL DE LA VARIABLE Y
N, N, n
Intervalos Yi Nej Cj f,j= J N; .,=—J hjz_J
N N C
<60 | - 50 | --—-- 0,189 50 J4 0,189 | --—---
60 - 80 70 74 20 0,279 124 a 0,468 3,7
80-100 | 90 | ® | 20 | 0242 B8 & 071 3,2 | mediano |
100 - 150 125 55 50 0,208 243 Z| 0,918 1,1
>150 | - 22 | - 0,083 265 1 | -
265 1
b) X ="ingresos familiares" e Y ="metros cuadrados de la superficie"
Y n;/50-100 | n;/100-200 | n;/200-350 | n;/350-500 n;/>500
<60 20 25 5 0 0
60 - 80 18 40 10 5 1
80 - 100 2 30 15 15 2
100 - 150 1 2 25 20 7
> 150 0 1 3 8 10
41 98 58 48 20

Con los datos disponibles no se puede calcular el intervalo modal de la variable X, al no poder calcular
todas las densidades de frecuencias marginales, es imposible hacerlo en el tramo (> 500) que tiene
una amplitud ilimitada.

¢) La distribucién condicionada de la variable X al intervalo mediano de la Y (vivienda familiar):

X/Y <60 | 60-80 |80-100|100-150| >150 Intervalos | N3 (n, /80—100)
50 - 100 20 18 2 1 0 50 - 100 2
100 - 200 25 40 30 2 1 100 - 200 30
200 - 350 5 10 15 25 3 200 - 350 15
350 - 500 0 5 15 20 8 350 - 500 15
> 500 0 1 2 7 10 > 500 2




Y/X: Y=3+2X
X/Y: X=2+0,3Y
Sabiendo ademas que Sxy = 3,2 . Obtener la varianza residual de las dos rectas de regresion.

16. Se conocen las regresiones {

Solucion:
. _ 2 Sy =3,2 2
Y/X: Y=3+2X by =2 by =Sy /55 —2—> s;=32/2=16
. — = Syy=3,2 2
X/Y: X=2+0,3Y b,y =03 by =Sg /55 —2—> s2=3,2/03=10,67

Por otra parte, el coeficiente de determinacién: R? = byx .bxy =2.0,3=0,6

Y/X: sf:si[l—rz]-» s7 =10,67 [1-0,6]=4,268
Varianza residual
X/Y: sf:sﬁ[l—rﬂ — s2=1,6[1-0,6]=0,64

2

Y/X: sp=s,41-r" — s.=,/4,268=2,066

Error tipico estimacién
X/Y: s,=s,41-r> — s, =,/064=0,8

17. Sean las siguientes ecuaciones las rectas de regresion de una variable bidimensional (Y, X; n;)
X-2Y=3
X—4Y=2
a) ¢éCual de estas rectas corresponde a la regresion de Y/X y cual a la regresion de X/Y?

b) Hallar las medias aritméticas de Y sobre X
c) éCuanto vale el coeficiente de correlacidn lineal?

Solucién:
a)
X—2Y=3 recta regresion X/Y X =3+2Y N {bx .
* Sea B i6n Y/X . > signo (b,,) =signo (b,,)
X—4Y =2 recta regresion Y/ e _1/
Y=—T14-X
l:)yx =1/4

yX



X—2Y=3 recta regresion Y/X R Y:_E—’_Ex = byx =1/2 . .
e Sea X_4Y =2 recta regresion X/Y a' — = signo (byx) =sigho (bXV)
- T IX=2+4Y b
bxy =4

1
=—.4=2>1 cosa que no es posible (0< r? <1)

Coeficiente de determinacién r? =byy by, =
2

X/Y: X=3+2Y
En consecuencia

18. En una distribucion bidimensional (X;, Y;, n;) se conoce x=10 y s,, =10. Ambas rectas de

regresion pasan por el punto (0, 0). ¢Cual es el grado de bondad del ajuste?.
Solucidn:
Las rectas de regresion de Y/X e X/Y se cortan en (X,Y), en este caso en el punto (10,V).

Por otra parte, segun el enunciado se cortan en (0, 0), por lo que se puede concluir que ambas rectas
coinciden al tener dos puntos distintos en comun.

En consecuencia, R*=1 — R=1 (100% grado de ajuste).

19. A partir de un conjunto de datos sobre las variables X e Y se ha calculado la regresiéon de Y sobre
X, obteniéndose los siguientes resultados:

Y=10+0,45X r’=0,9 X=20
Calcular los parametros de regresion de X sobre Y
Solucion:
a=10 r2=byy b 2 0,9
Y=10+0,45X —F>2 r"=0,9=0,45b,, = b,, =——=2(pendiente recta)
b,y =0,45 45
byx ) i
De otra parte, y=a+ b.x —Y=2*PX s ¥ -10+0,45.20=19
byy byy
-~

. - X=a'+by _ ., - 1 - |
Andlogamente, x=a'+b'.y —————2* > a'=x—-Db'.y = a'=20-2.19=-18

La recta de regresion de X/Y: |Y =—18+2X




20. ¢Cuales de los siguientes pares de posibles rectas de regresién de Y/X y de X/Y realmente
pueden serlo?. Razone la respuesta.

a) Y=3+4X siendo X=2+Y b) Y=3+2X siendo X=2-0,3Y c) Y=3+2X siendo X=2+0,2Y

Solucioén:
Y/X: Y=3+4X a=3
 ¥Y=3+4X 1 , .
. byx =4>0 signo (b ) =signo(b,, )
a'=2 r? =by .b,, =4.1=4>1contradiccion
X/Y: X=2+Y—
b,, =1>0
a=3
Y/X: Y=342X s |
. ;?;2 > signo(b,) # signo(b,, ) contradiccion
X/Y: X=2-03YH
by, =—0,3<0
Y/X: Y=3+2X 2=3
D Y=3+2X . .
. byx =2>0 signo (b, ) =signo(b,, ) o
X ) coeficientes coherentes
a'=2 r’=by.b,, =2.02=0,4<1
X/Y: X=2402YH
by =0,2>0

21. Comprobar si son coherentes los resultados obtenidos al ajustar la recta de regresion:

2 — —
a) Y=A+bX b 5,,=20 s,=10 y=38 x=4 a=3
b) Y=A+bX > si=4 s, =4 s2=04 si=5
Solucion:
a)
sxy 20
b:byx—s—zzﬁz
X Los datos no corresponden
Y=A+bX - —>

_ _ o a la recta de regresion
y=a+bX — a=y-bx=8-2.4=0+3

b) Los datos no corresponden a una recta de regresion como puede observarse.



s2,=s2(1-r) > 0,4=4(1-r%) > 01=(1-r) > r’=09 > r=094
Sy 4
Y=a+bX — ib=b,="=—=08
S, O
2 2 2 2
S S S 0,4
rz_ 2XV2 = 1_L2y|_> r22_=0’8 # 1_L2y=1 ~2-09
4
S-Sy Sy sy

22. En una distribucién bidimensional (X, Y) se ha ajustado una regresién lineal entre las dos

variables. Se sabe que r=0,8, s, =4, y=2 y que la recta de regresion de X sobre Y ajustada es
Y =4X. Se pide:

a) Calcular los valores de s, , si y X

b) Calcular la recta de regresion de Y sobre X
c) Calcular la varianza residual en la regresion de X sobre Y

Solucion:
a)
_ S _
%= (y-y)
Recta de regresion de X sobre Y Sy
Y =4X X — lY x=a'+b'y s a=0
4 b'=b,, =1/4 (pendiente recta)
b b
5 o 5 1
r“=b.by, = 08 :byx.z > by =256
covarianza (sxy) b
— Sy 2 2
by :S—Z > Sy = by B> sy =1(2,56).4° =40,96
X
2 'B; Sxy 2 Sxy 2 40,96
Varianza Y (sy) byy =— P sy=— b s/= =163,84
sy Xy 1/4

Media X (X) x=atb'y Elxjefatby] o x=atby o 0+1. 2=0,5

b)
b=byx

—

_ S _
Recta de regresion de Y sobre X Jy—Y= Lzy (x—=x) = y=a+bx

X
y_2=4°'296 (x—0,5) > y=0,72+2,56Xx
4

c) VarianzaresidualdeX: s’ =s2(1-r’) > s3 =16(1-0,64)=5,76



23. Se desea estudiar la repercusion que tiene los dias de lluvia en el nimero de visitas al zoo. Para

ello, se observaron las siguientes variables, durante los Ultimos diez aios, siendo Y="n? visitas

anuales, en miles" y X="n? de dias de lluvia al afio":

Ao | 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003
X 18 26 30 33 38 39 42 44 46 49
Y 107 105,5 105 104,4 | 104,3 104 103,7 | 103,4 | 103,1 103

a) Coeficiente de correlacion lineal e interpretar el resultado.
b) Recta de regresion que explique el nUmero de visitas anuales en funcion del niumero de lluvia.
c) ¢Qué prevision de visitas habra para el afio préximo si el Instituto Meteorolégico informa que

llovera 40 dias?. ¢éQué grado de fiabilidad tendra esta prediccion?.
d) Hallar la varianza residual del nimero de visitas anuales.
e) Obtener la recta de regresién X/Y.

Solucion:
Afio Xi Yi X;-Yi x? y?
1994 18 107 1926 324 11449
1995 26 105,5 2743 676 11130,25
1996 30 105 3150 900 11025
1997 33 104,4 3445,2 1089 10899,36
1998 38 104,3 3963,4 1444 10878,49
1999 39 104 4056 1521 10816
2000 42 103,7 4355,4 1764 10753,69
2001 44 103,4 4549,6 1936 10691,56
2002 46 103,1 4742,6 2116 10629,61
2003 49 103 5047 2401 10609
10 365 1043,4 37978,2 14171 108881,96
Distribucion marginal de X
10 L.
X X 2 2 2
. gll ! _E_36 . _igll I _14171_14171 Sy =3a9 —31p :1417,1—36,5 :84,85
Ao =X=T T T T 0T T T T s, =+/84,85=9,21
Distribucion marginal de Y
10 L
2, 1043,4 2.1 108881,96
A=Y= '=:\| = 1—0' =104,34  agp, = '=1\l = "~ =10888,196

{si —a,, —ag; =10888,196—104,34> =1,36

s, =4/1,36 =117



Covarianza - Coeficientes regresién lineal - Coeficiente correlacién lineal

10

in'yi

=" 379782
N 10

aj, = =3797,82

Covarianza: s,, =aj; —ayg.3p; =3797,82-36,5.104,34 =-10,59

b
~— S —
Y/X: by === 1059 _ 4125
- o s, 84,85
Coeficientes regresion lineal: b L0509
~— S —
X/Y: by =2=—""-=-779
sy 1,36

Coeficiente de correlacién lineal: r =\/byx by, = \/ (-0,125)(-7,79) = 0,986

NUBE DE PUNTOS

107 % y= 0,1248x + 1089
> %& R?=09716

Observando la grafica de la nube de puntos a mas dias de lluvia
menor numero de visitas. El grado de ajuste entre la nube de
puntos y la recta de regresién es del 98,6%.

0 10 20 30 40 50 60
X:n® de dias de lluvia

b) Recta de regresion de Y sobre X:

b=b
——

S
y—vz% (x—X) +— y-104,34=-0,125(x—36,5) — y=108,90—0,125x

X
c) Sien 2007 se estiman 40 dias de lluvia se estiman un numero de visitas:

y=108,90-0,125 (40) ~ 104 dias

d) Lavarianza residual dela:

2

Sty :s§ (1—r2) > sfy = 1,36(1—0,9862) =0,0378 (3,78% causas ajenas a la regresion)

e) Recta de regresion de X sobre V:

X—X=—+— (y-y) » x—-36,5=-7,79(y—-104,34) > x=849,31-7,79y

. 84931—
X/Y: x=84931-779y > §=on2317X
7,79

NOTA.- Para representar conjuntamente en EXCEL las dos rectas de regresion (Y/X, X/Y) se han de
introducir dos series: Seriel (X, Y), Serie2 (X, \7)



24. Las notas en Estadistica (X) y en Matematicas (Y) obtenidas por 10 alumnos elegidos al azar en un
grupo de primer curso de la Facultad de Ciencias Econdmicas y Empresariales han sido las siguientes,
segun el orden de seleccidn de la muestra:

Ne orden | 1° 20 3¢ 40 59 62 79 8° 9 | 100
X 9 7 3 6 7 5 10 8 3 5
Y 8 5 4 2 9 6 10 9 1 5

a) Representar la nube de puntos correspondiente a esta distribucién. ¢ Qué hipdtesis pueden
hacerse a la vista de la representacién?.

b) Estimar los parametros de la recta de regresion Y/X. Interpretar los coeficientes calculados.

c) Estimar los parametros de la recta de regresion de X/Y y comparar ambas rectas.

d) Representar las dos rectas de regresion junto a la nube de puntos.

e) Calcular la varianza residual en la regresién Y/X. ¢ Coincidira con la varianza residual en la
regresion X/Y?

f) Para un alumno que haya obtenido un 7 en Matematicas, équé nota se le pronosticaria en
Estadistica?

g) Para un alumno que haya obtenido un 4 en Estadistica, équé nota se le pronosticaria en
Matematicas?

Solucion:

7"

a)

WUEE DF PUITOS

" [ ]

Observando la nube de puntos (diagrama de dispersion) se
e o puede establecer la hipdtesis de que existe correlacidn lineal
creciente entre las variables.

NOTAS MATEMATICAS
@

NOTAS ESTADISTICA

b) Estimar los parametros de la recta de regresion Y/X

N2 orden 1° 29 3¢ 49 5¢ 62 79 82 92 102
X; 9 7 3 6 7 5 10 8 3 5 63
Yi 8 5 4 2 9 6 10 9 1 5 59
X;.Yi 72 35 12 12 63 30 100 72 3 25 424
Xiz 81 49 9 36 49 25 100 64 9 25 447
yiz 64 25 16 4 81 36 100 81 1 25 433
Distribucion marginal de X
10 10
> x > X2 s2 =a,,—a%, =44,7-6,32 =5,01
ap=x==t =B _g3 5w I _,, {SX=M=2,24

N 10 N 10



Distribucidon marginal de Y

i 2V {Si =2y, —ap; =43,3-59° =8,49
g 59 ~" 433 ~ g
aOlzyz',l\, =10 >0 aoz='1N =—p ~ 433 s, =+/8,49 =291

Covarianza - Coeficientes regresidn lineal - Coeficiente correlacidn lineal

10
in Vi
i=1

424 Covarianza: s,, =aj; —a19.391 =42,4-6,3.5,9=5,23
all =— == 42,4
N 10
S 5,23
b=by, =—=""-=1,044>0
Sy ,01

Parametros regresion lineal Y/X
Y=a+bX — Y=-0,677+1,044X

=0,643 — r=,0,643=0,80

y=1.044x - 0677
HUBE DE PUNTOS R*= 0643

El coeficiente de regresidon b es positivo, con lo
gue a mayor nota en estadistica mayor nota en
matemadticas. De otra parte, el coeficiente de
correlacién r es 0,80, con lo que la fiabilidad del
modelo es del 80%.

HOTAS MATEMATICAS
-

1 2 3 4 5 6 7 L] 9 10 L3l
NOTAS ESTADISTICA

c)
S 2
b'=b,, == 2,23 =0,616>0
sy 8,49
Pardmetros regresion lineal X/Y - = D= e 3
X=a+b'Y > X=2,665+0616Y x—as+bsy |—>5a2—3x5—I203y—6,3—0,616.5,9—2,665
P =20 2 =22 222 20,643 > r=,/0,643=0,80
sy sy 501849

HUBE DE PUNTOS

N El coeficiente de regresidn b' es positivo, con lo que a

R =0,6431

mayor nota en matematicas mayor nota en estadistica.
X—-2,665
—— se
0,616
utiliza para representar en Excel la serie (X, \7) , que junto

De otra parte, X=2,665+0,616Y > Y=

HOTAS ESTADISTICA

a la serie (X, Y), permite la grafica conjunta de la nube de
puntos y las dos rectas de regresion.

HOTAS MATEMATICAS



d) Pararepresentar en Excel las dos rectas de regresién junto a la nube de puntos.

X 9 7 3 6 7 5 10 8 3 5
Y 8 5 4 2 9 6 10 9 1 5
Yy | 10,28 | 7,04 | 0,54 | 541 | 7,04 | 3,79 | 1191 | 8,66 | 0,54 | 3,79

HUBE DE PUNTOS

¥=1,0439 - 0,6766
R =0,6431

Diagrama dispersion: Series (X, Y), (X, Y)
Y =(X—2,665)/0,616

(5,3,5‘9)

HOTAS MATEMATICAS
£
L ]

HOTAS ESTADISTICA
e) Varianzas residuales

Varianza residual de Y/X: r*=0,643 s, =849  s; =s.(1-r’) > s =8,49(1-0,643)=3,03
Varianza residual de X/Y: r*=0,643 s, =501  s;=s;(1-r’) — s} =501(1-0,643)=1,79

rx —

f) Un alumno con un 7 en Matematicas (e,7) para pronosticar la nota en Estadistica habria que
recurrir a la recta de regresion de X/Y: X=2,665+0,616Y

X=2,665+0,616.7=6,98 en estadistica

g) Unalumno con un 4 en Estadistica (4, ®) para pronosticar la nota en Matematicas habria que
recurrir a la recta de regresion de Y/X: Y=-0,677+1,044X

Y=-0,677+1,044 .4 =3,50 en matematicas



