MODELOS DE PROBABILIDAD

En una plantacién de manzanos, el peso en kg de la fruta producida anualmente por cada
manzano sigue una distribucién normal N(50; 10).

(a) Si tomamos dos manzanos al azar, ¢cudl es la probabilidad de que la produccién anual
entre los dos manzanos supere los 110 kg?.

(b) Si tfomamos 9 manzanos al azar, ¢cudl es la probabilidad de que exactamente siete
manzanos tengan una produccion superior a los 45 kg?.

(c) Si otra plantacién de manzanos sigue una distribucién normal N(50; G) para el peso anual
producido por cada manzano, sabiendo que el 80 % tiene una produccién superior a 40

Kg, ¢cuanto vale 2.

S Y] Si una variable X; es Ny, ) y otra variable X, es Ny, 0, )

independientes entre si, entonces la nueva variable X =X, + X,

sigue también una distribucion normal media Nl{}tl + 0o ), 012 + O% |

La propiedad se puede generalizar paran
variables aleatorias independientes.

(@) Sea X;= ‘'produccian del manzane i-ésimo’

X, + X, es N(50 + 50, 107 +10?) = N(100,14.14)

(X, +X, /-100 110-100
-
1414 1414

PiIX +X, IL‘>11DI=P{ :|=PIZL'>'D.?1|=D.3339



Al extraer de la plantacion 9 manzanos al azar, y selicitarnos la probabilidad

de que 7 manzanos tengan una produccién superior a 45 kg, nos encontramos

ante una distribucion binemial b(9, 7, p)

Mo olvidemos que la muestra se ha sacade de la plantacion de manzanos
que es N(50, 10). Entonces:

X0 B0 b 051=1-Plz-05)=
10 10

p=PI(X =45 ]:P{

=1-03085=0,6015=07

b(n, k, p )= bn n-k q)

Sea la variable

= 'nimero de manzanas con una produccion superior a 45 kg'

P(Y=7)=b(9.7,0.7)=b(9,2,0.3)=0.2668

(¢) Sea la variable aleatoria ¥ = 'plantacion de manzanoes' que sigue una
distribucion normal N(50, )

Como el 80% tiene una produccion superior a 40Kg,
se tiene:

080 =P(Y >40) —

. ﬂ~8U=P|“Y;5D}4D—5ﬂ“|=P|/ o0y
.

entonces, 0.80 = P|Kz < %\| — P|Kz }lgﬂ\] =020
\ J \ Y,

10
= —=0384 = =119
O



En un grupo étnico A la estatura de las personas (en centimetros) sigue una distribucion
normal N(165, 5), en el grupo étnico B sigue una distribucién normal N(170, 5) y en el grupo
C una distribucion N(175, 5), siendo los tres grupos muy numerosos.

(a) Si elegimos una persona al azar del grupo A, ¢cudl es la probabilidad de que mida mds de
160 cm?.

(b) Si elegimos 10 personas al azar del grupo étnico A, independientemente unas de otras,
¢cudl es la probabilidad de que entre todas midan mds de 1600 cm?.

(c) En una ciudad, el 50% de la poblacién pertenece a la ethia A, el 20% pertenece ala By
el 30% restante a la C. Si elegimos una persona al azar en la ciudad, y mide mds de 172
cm, ¢cudl es la probabilidad de que pertenezca al grupo étnico C?.

(d) Al elegir 100 personas al azar del grupo B, independientemente unas de otras, ¢cudl es
la probabilidad de queal menos 50 midan mds de 172 cm?.

Pf”xﬁ—m_ 160 —165
L5 5
=1-P(z>1)=1-01587 =0,8413

(@) P(X, >160)=

|—Plzf—1|_ P(z <1)=

(b) Al elegir independientemente 10 personas al azar, '

tenemos 10 variables aleatorias independientes

(A1, A2, ..., A10).
La nueva variable X + X5+ .. + X5 es
10 veces
N| 165+ .. +165, /8 + .. 32 )} =

= N(1650,+/250) = N(1650,1531)

con lo cual
’ o

=P‘ Z}MW=P(Z}—3JG}=
\ 1581

= 1-P(z >316)=1-0.000687 =0,9993




P(A)=0.50 P(B)=0.20 P(C)=0.30

Aplicando la regla de Bayes:
P(C/Altura >172) =

~ P(C) P(X >172)
~ P(A)P(X, >172) + P(B)P(Xg >172) + P(C)P(X >172)

[ 172-165)
P(X, >172)=Pl z>———
\

= P(z >1.4)=0,0808

72—-170
;

4 ]_ -;'11'.’;5} P .,'
P(Xp >172)= P| 2 f{‘*g &
kS

V(s

™
| =P(z >0,4) = 03446
:

P(Xq >172)= PL

5

4721751
z>—J

= P(z >-0,6) =1-P(z >0,6)=0,7257

con lo cual,

P(C/Alhwa >172)=

Al elegir 100 personas al azar,
la variable aleatoria ¥ = 'nimero de personas que miden mas de 172 em’
sigue una distribucién binomial b(100, 50, p)

P(z>0,4)=0,344

[ 172170
Siendo p=P(Xg >172)=P|z>—"——|=
\ > /

b(100, 50, 0,3446) — Nlup../upq) = N(34.46; 22 58 ) = N(34.46; 4.75)

> wj ~ P(z >3,3)=0,000483

P(Y >50)= P(z >
4,75



El color de una especie de mamiferos viene determinado por dos genes Ny n. Pueden haber
ejemplares negros homocigéticos (NN), negros heterocigéticos (Nn) y blancos
homocigéticos (nn).

Una hembra negra A, procedente del cruce de un macho negro homocigético (NN) con una
hembra negra heteocigética (Nn), se cruza con un macho blanco (nn).

(a) Si tiene 5 cachorros, probabilidad de que 2 sean negros y 3 sean blancos.

Si tiene 3 cachorros, todos ellos negros, probabilidad de que A sea homocigética (NN).

Como la hembra negra A procede del cruce de un

macho negro (NIN) con una hembra negra (MNn),

las probabilidades de A son:

NN P(A=NN)= %
NN Ni & Nn -
NN ]
. Nn P(A=Nn)= =
‘_ e
(a) MNn
1 _ i 1 ;
) (A = NN) nnn Nn —P Nn (negros heterocigéticos)
MNn
Mn %
1 MNn = MNn (hegros heterocigéticos)
% (A= Nn) Mnn
= nn
hn 174 nn (blancos homocigéticos)

P(2negros y 3 blancos) = P(A = NN) Pi2 negros v 3 blancog/A = NN |

+ P(A =Nn) P2 negros v 3 blancog/A=Nn | =

-

'1\'2 I/
=i
‘\H

AN

L3

= 1{) ¥ 1 | = 11:.'5.3.{}5' = 015625
2 |

3
-

1
2

.
2] 2



~ P(A=NN)P(3negros/A=NN) + P(A=Nn)P(3negros/A=Nn)

) .
(L) __ 9% _gss80

) ()@ + (1) (J4)° 03623

(b) PIA=NN/3negros /= ‘% {t
P(A = NN) P(3negros/ A = NN) ; fégg
i

Una compaiiia de petréleo tiene un contrato para vender grasa en envases de 500 gramos.
La cantidad de grasa que la mdquina de llenado pone en los envases sigue una normal con la
media que el encargado elija y 6=25. ¢Qué valor medio debiera elegir el encargado si la
compaiiia no desea que le rechacen mds del 2% de los envases por tener un peso por debajo
de lo especificado?.

Lav. a. X = ‘cantidad de grasa envasada’ sigue N(y, 25)

0,02 = P(X < 500) = P(X —p 500- “j —, 002 - P(z . 500~ ”j
25 25
~ 002- P(z B ‘2200] -, K —2200 _205 > u=25(2,05)+500 = 55125
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Un bidlogo comprobé que la probabilidad de que al inyectar a una rata un determinado
producto sobreviviera después de una semana era de 0,5. Si el bidlogo inyecto el producto a
un lote de cien ratas. Se pide:

a) Probabilidad de que vivan mds de 65 ratas.

b) Probabilidad de que vivan entre 40 y 60 ratas.

c) Probabilidad de que vivan menos de 30 ratas.

d) Probabilidad de que vivan mds de 45 ratas. ¢Qué significa esta probabilidad?.

Sea lav. a. X = 'ndmero de ratas que sobreviven en una muestra de 100 ratas’

X sigue una distribucién binomial b(n =100, p = 05).

Estas cantidades no se encuentran en las tablas de la binomial, tampoco puede ser una
distribucion de Poisson puesto que la probabilidad (p=0,5) es muy grande.

Se puede considerar que X sigue una distribucion normal: b(n, p) - N(np, anq)
b(100,05) N(5o, /100 (0,5)(0,5)) = N(50, 5)

X -50 >65—50
5 5

a) P(X > 65) = P( j _P(z > 3)=0,00135

40—50<X—50<60—50
5 5 5

b) P(40<X<60)=P( j=P(—2<z<2)=1—2P(z>2)=O,9544

X—50<30—5O
5 5

c) P(X <30)= P( j = P(z < -4)=P(z > 4) = 0,0000317

X -50 . 4550
5 5
lote las ratas viven mds de 45 dias en un 84,13%.

d) P(X > 45)= P[ j =P(z>-1)=1-P(z>1)=1-(0,1587) = 0,8413 . En el

Santiago De la Fuente Fernandez [m
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En una ciudad se publican tres periédicos A, By C. El 30% de la poblacién lee A, el 20% lee
Byel15%lee C.El 12% lee Ay B,el 9% lee Ay C,el 6 % lee By C. Finalmente, el 3% lee A,
By C. Se pide:

a) Porcentaje de personas que leen al menos uno de los periddicos.

b) Porcentaje que lee sélo A

c) Porcentaje que leen B 6 C, pero no A.

a) Probabilidades conocidas: P(A)=0,30 P(B)=0,20 P(C)=015
P(ANB)=012 P(ANC)=009 P(BNC)=006 PANBNC)=0,03

P(AUBUC)=P(A)+P(B) +P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC), con lo cual

PAUBUC)=0,30+0,20+0,15-0,12-0,09 - 0,06 + 0,03 = 0,41

‘ P(solo A)=P(AUBUC)-P(BUC)=0,41-0,29=0,12

donde,
". P(BU C) = P(B) + P(C)—P(BN C) = 0,20 + 0.15 — 0,06 = 0,29

!. PBoCynoA)=P(AUBUC)-P(A)=0,41-030=0,11

(



Se lanzan tres monedas al aire. Sea la variable aleatoria & = nimero de caras que se
obtienen. Se pide:

a) Distribucién de probabilidad de &

b) Funcién de distribucién de &

¢) Media, varianza y desviacion tipica de &

d) Probabilidad de que salgan a lo sumo dos caras
e) Probabilidad de que salgan al menos dos caras.

Efe,ec)=3 — PE=3)=18
=&(c,e.c)=&(e.c.c)=2 =—> P(E=2)=3/8
=&(e.c.e)=&(e.e.c)=1 = P(E=1)=3/8
—0 — P(£=0)=3/8

La distribucion de probabilided es:

i=x; | PE=x) xPlE=x) &=x x]P(E=x)
x;=0 1/8 0 0 0
X, =1 3/8 3/8 1 3/8
Xq=2 3/8 6/8 4 12/8
=3 1/8 3/8 g /8

1 12/8 24/8=73

b} La funcion de distribucion sera:

)
Si0<x<1 F(x)=P(£<1)=P(5=0)=1/8
Sil=x <2 F(x)=P(£<2)=P(E=0)+P(E=1)=4/8

Si2=x<3 F(x)=P(£-3)=P(5=0)+P(=1)+P(£=2)=7/8



La grafica de la funcion de distribucion:

F(x),
i S Y S SR R PO ,
T8 rrom e = i
| I
| :
4/8L-——--—- , : |
i | |
1/8 ' i |
1 : ! h
0 1 2 3 x
Media, varianza y
4 “desviacion tipica
4
12
]‘LE :E(?):in P(E.:Xi)zgzl.,s media

Gy = 0,75 = (0,87 desviacién tipica
donde E(;z}z Z Xiz P(i=x;)=3

1=1

d) P(£=2)=F(2)=7/8 o también

P(§<2)=P(E=0)+P(E=D+P(E=2)=7/8

) P(522)=P(:=2)+P(:=3)=4/8=1/2
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La cuarta parte de una poblaciéon ha sido vacunada contra una enfermedad infecciosa. En el

transcurso de una epidemia de dicha enfermedad se constata que entre los enfermos hay
un vacunado por cada cuatro no vacunados. Se pide:

a) ¢Es de alguna eficacia la vacuna?.

b) Si se sabe que la epidemia ha afectado a uno de cada doce vacunados, ¢cudl es la
probabilidad de caer enfermo para un individuo no vacunado?.

Cada 5 enfermos:

1 vacunado y 4 no vacunados

Az'estar vacunado'
Sean los sucesos:
B='estar enfermo’

-

-,

P(A) = i— P(A) = %

P(A/B) =

1 pam)=L
5 5

",

-

Una vacuna es eficaz cuando:

P(enfermos/vacunados) < P(no enfermos/ no vacunados)

1
o(8/a)= PEIPA/E) (PB) 5 4
P(A) 1 5
4
_ 4
(/)= FELPA/E) . PB) 5 _ 16 peg)
P(A) 3 15
4

Como P(B/A) = ‘;_P(B} < P(B/A) = %P(B}

se concluye que la vacuna es eficaz

Como la epidemia ha afectado a une de cada doce vacunados,
tenemos: P(enfermo /vacunade) = P(B/A) = %

. o S ! = B
Por el rtado ant === P(B P(B) = —
or el apartade anterior P(B/A) T (B) ==p P(B) 18

Entonces, la probabilidad de caer enfermo para un individuo ne
vacunado P(B/A) sera:

Pe/A)= T2 PB) = 18 3 - &

2
15 48 ~ 9



En cierto hospital se comprobé que el peso en kilos de los nifios al nacer era una variable
aleatoria cuya funcién de densidad es:

kx 2<x<4
f(x)=
0 restantes valores

(a) Hallar k para que f(x) sea funcion de densidad. Representarla.

(b) Hallar la funcién de distribucién. Representarla.

(c) Media, varianza y desviacion tipica.

(d) Probabilidad de que un nifio elegido al azar pese mds de 3 kilos.

(e) Probabilidad de que pese entre 2 y 3,5 kilos

(f) ¢Qué debe pesar un nifio para tener un peso inferior o igual al 90 % de los nifios?.

a) Por ser f(x) funcion de densidad tiene que cumplirse:

-IZ-”‘ :' oo 2 4 =1

9 1=j f(x)dx:j f(x)dx + j fx)dx + j f(x) ds
) - - 2 4

con le cual
2
X

4 4 1
1=jlcxdx=lc =6k — k==
2 2 6

f(x) =

0 restantes valores . : »

La funcion de distribucion F(x) se puede obtener
a partir de la funcion de densidad

dF(x)
dx

F(x):fm fHdt — f(x)=

donde
P(i=x;) = F(x;)
P(5>x,) = 1-P(5<x,) = 1-F(x))

P(x, < £<x,) = F(x,) - F(x,) = j: f(x) dx



b) Si X <2 F(x):jx f(t)dt=0

X
X X X t t2 x? -4
Si 2<x<4 F(Xx)= f(t)dt = | f(t)dt = —dt=|—| =
| ) Lo (© -[2 ® L 6 {12}2 12
X 41 2]
Six>4 F(X)= f(t)dt = —dt=|—1| =1
i (=] fwde=[ - Mz
- F(x)
0 Xx<2 ‘
F(x)= <’ -4 2=x=4
12 T
1 X =4
0 2 4- b':l(

f(x)=-+

—0o0

00 4 3 4
¢) Media p; = E(g) = r x f(x) dx = fodx - {)1‘—8} — 3.1kilos
2

4

4
E(gz) ~ f:xz f(x) dx = .[24x2 %dx — {%L = 10 kg?



Varianza Gé = E(&z)—(ué)z = 10—(3,1)2 = 0,39

Desviacién tipica Cr = 10,39 = 0,6 kg
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=2
P(2<£<35) = F3,5) - F(2) = ‘3"12—4 H 2 -4 |

kS AN s

f) Sea A= peso buscado. Entonces:

F(A) = P(5<A) = 090

Al -4
F(A) = 090 = o - A=./1210901+4 = 38

El nific debe pesar 3.8 kilos para que el 90% de los nifios tengan

un peso inferior o igual

Santiago De la Fuente Fernandez Lm
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Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad:

X x (0,1
2
f(x)=- 3—3:: xe(l,2]
2
0 en €l resto

Hallar la mediana.

La Mediana es aquel valor (o valores) que dejan a la izquierda

y derecha la misma cantidad de probabilidad.
Considerando que F(xX)=P(5<x)= jx f(t) dt

La Mediana (M) debe verificar:

¢ 3 ™
= F(M) = (X)dx dx IM|3—EX|ck =
\ A

¢ :.:\1

3 3IM?
= | &= |3——x| = 3M- -
4
L /1
2 =
M=23815
M- 5.l S s Mi10=0
1 2 M=1185

La dnica soelucion valida es M = 1185
La otra solucion (M=2 815) se sale del intervalo de definicion.




En una estacidn de peaje estamos interesados en estudiar la variable aleatoria
T = "tiempo que transcurre en minutos entre las llegadas de dos coches consecutivos'. La
funcidn de densidad es de la forma:

-4t
£(t) = 4e t>0
0 en el resto

a) Tiempo que transcurre entre las llegadas de dos coches consecutivos.
b) ¢Cudl es la probabilidad de que el tiempo transcurrido entre dos llegadas sea inferior al
minuto, si sabemos que al cabo de 30 segundos todavia no ha llegado el segundo coche?.

a) La esperanza matematica es:

E(T) = :f{t) dt = f tlae™)dt = .Ft et dt

) -

4 Resulta una integral por partes: j-—'lt e dt

‘ nu=t = du=dt
| I“ d‘ unv — I‘- d“ = d" 4‘t.dt — y j_.le 4't-dt — 1":'e_4t

de donde, I;lte gt = _te® 4 |eftdt = —te o Lo

En consecuencia, E(T)= '[41;.3'4" dt = | — —
. ;

PIT<1nT>1/2) Plf2<T<1]
P(T >1/2) P(T >1/2)

b) P(T<1/T>1/2)=

1
_ ] 1
Pil/2<T<1) = J:4e Wt = [—e 4‘;]1;2 = {—E} = 01170
i 1/2

2

= 1% 1
PT>1/2)= | 4e™¥dt = |-—| =— =01353
i e Ji/2 .

2

Por tante, PIT<1/T >1/2| = PI'IXE{T{:_II = 0.1170 = 0.86
PIT=>1/2] 01353




La intensidad de un impulso sigue una variable aleatoria X, cuya funcién de distribucion es:

F(x)=-

a) Calcular la intensidad media del impulso
b) Si medimos 90 impulsos independientes, ¢cudl es la probabilidad de que exactamente 3

Considerando que la funcion de distribucion de una
variable aleatoria continua viene definida como:

ot ]
F(x)= | f(t)dt se tiene que f(x)= 4 Elx) si f(x)= dF(x)

bastara con derivar

B
F(:x):f? s10<x<3
I BlxE3
(0 stx<0
: #5
f(x)= 5 sg10<x<3
F . 0 s1x=3

(0 demas valores

a) E [infcnsidnd media del im pulso] = E[}{] = | xf(x)dx

3 . 5 He 5 [3 3
E[X]:Ixf(x)dx :J‘xldx =Z|xPdx=2|=| =2
0 o 9 9 Jo 913 ;




b)

[Tomamos una muestra de tamaifie 90 (impulsos)
ude una poblacién con funcion de densidad f(x)

4/ muUEsTR
«:-“"-.__ P

— 851 0=x =3

f(x)=

()  demas valares

‘3’32:; <217 0.00
» p=Plx<3]= f(x)dx J. = i

La distribucién binemial B(90, 3, 0.01) - al ser
np = (90)(0__‘01): 0,9 = 5-se aproxima a una
distribucion de Poisson de parametro 4 =1np = 0.9
L,

Con lo cual, P(X = k)_Fe —

~07 —0.0494

o mirando en la tabla de la distribucion de Poisson:

P[%=0,9.k =3]=0,0494
B(90,3,0.01) =
np =90.(0.01)=0.9

 P(h=np=09)



La duracion, en minutos, de un proceso textil sigue una distribucion N(u, G). El 60 % de
las veces dura mds de 40 minutos. El 55% de ellas dura menos de 50 minutos. Hallar (u, G)

Sea la variable X = duracion en minutos del proceso textil

P(X =40)=0,60 P(X <50)=0,55
X—u
G

serd una distribucién N(0,1)

La variable tipificada Z =

por tanto,
(X—;Lhém—u“‘
(N o /

0.60 = P(z 40— ”‘
L o

P(X ~40)=0,60 — 060=P

(X—}L SO—H“‘
G

[055 P(z 50-p) ]

\

P(X <50)=055 — 0,55=P




(n-40=025c 1L=46,75
H

4

LSO—}LZUJEG c=27

La funcion de densidad de una variable aleatoria continua es:

2 cx o0
f(x):J ax“+Db D=x<2

{ 0 en otro caso

Hallar a'y b sabiendo que P(% < X< 1)= 0,1357

p
5Se plantean dos ecuacienes W

para hallar las dos incagnitas:

mPor ser f(x) funcién de densidad

- P(}f <X =1)=01357




= 01357 _
7a+12b=3,2568 a=0,3048

— J—

 S8a+6b=3 b =0.0936

Una variable aleatoria continua X tiene la funcidn de densidad:

s

kx D=x <1

2 X
f(x)=1———= 1=x<4
(x) 1T G

| 0 en el resto

(a) Hallar el valor de k
(b) Media y mediana de la variable aleatoria
¢) Sabiendo que X es menor que 3, ¢cudl es la probabilidad de que X sea menor que 2?.

+ oo
f es funcidn de densidad si 1= J.f(}{) dx

1 . | L 274
i (2 x\ It 2xX X 6k+9
1= kxdx+ ‘———‘dx: + — —
0 1.3 6, 2 3 12 1 12

e —

1
La funcion de densidad sera: k = .
- D=x<=1 gl __.
5 1/2 .
fx)=+2 X 1=x<4 :
36 O 1
| 0 en el resto

La media o esperanza matematica:
+ oo

n: =E(&)= I xf(x)dx

La mediana M deja por arriba y por debajo el ° A
i

50% de las observaciones.
e /s
J' L,

Verifica que 3= f(x)dx 5 \
o Z

—



# Lamediana M:

M 1 M/
l:I f(x)dx:IEdXJrj (:_5 _
2 Js 02 1 W3 6

%)
{XT Fx X2:| (Mz M 1)
I e __1.+___‘:>
4l |3 o1z L1z 33

_PX<2)n(x<3)] _
P(X - 3)

_P(X<2)_ % |8

P(X <3) 1L/ 11

-




Sea (ﬁ, T]) una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad

k O=<vex=1
teyy=| K 0 |
[ (0 restantes valores

a) Hallar k para que sea funcién de densidad

b) Hallar las funciones de densidad marginales. ¢Son € y n independientes?
¢) Hallar las funciones de distribuciones marginales

d) Hallar las funciones de densidad condicionadas.

Para que f(X.V) sea funcién de densidad debe

verificarse: J‘ J‘f(h }) dx d; =1

= [fenaa Hhm mh }
:l{ﬁ;{d}«:zl{lezg — k=2

En consecuencia,

2 0=y =x=1
fy=] 2 0 |
[ 0 restantes valores

X

0 1

[ (£.n) son independientes = f(x,y)=1;(x).f, (}F)}

b) Las funciones de densidad marginales vienen dadas en la expresion

fl(X)=J‘f(Xﬁ}’) dy =I2d}-‘ =2x 0=<x<1
—m 0

+ o ’ L
f:(y)= If(XJ’) dx :I 2dc=2[x];=2-2y O<y-<
o ,

£(x.y) =f(0) f(y) = 2x. (2-2y) = 2=1(x.y) (A

luego no son independientes



Las funciones de distribucion marginales:

& :r:j'l,'-" b “l

Z) F1(x>=j f1(f-)clt=j2tdt=x2 T
s » ;

Y B®-= F fo (t) dt = r(l— 20)dt = fpe—e2]; -
e 0

S
4 i \ V)}‘ :[zt_tz]gzz}r_}yz 0cy <l

T -
d) Las funciones de densidad condicionadas, se expresan: 7 o ST

: f |
f(x/vy)= f(x.y) . oy <] Q] %
f,(y) 2-2y

r B 7
fiy/x)= 1650 =— o<x<l O<y<l \
fi(x) 2x

Santiago De la Fuente Fernandez
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Sea (?:, T]) una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad

[x+y O0<x<l 0<y<l

f X_‘ =
( Y) L 0 restantes valores

a) Hallar la funcién de distribucidn
b) Hallar las funciones de densidad marginales
c) {¢Son &y n independientes?.

A N Kooy = ¥ 3
a) F(x,v)= j j f(u,v)dudv= j j (u+v)dudv= j “. (u+v)dv ‘du =
~o o 0 W0 o | Jo )

: 2T : : 2 2u | 2 2 D=x=1
:j uv+‘_ du:j ]_l}i'+y_ du = 1 }’+}' 11 :X Y+}’ X
0 2 0 2 2 2 2 2 0=y=<l

0 0
En consecuencia,
( 0 X=0 —w<y<w
y=0-—w<xX<w
2 2
_Xy+_yx Dex=<=1 o0<y=l
2 2
< x
F(x,v)= 3 D<x<l l=y<w
2
Y. ¥  0O<y<l 0=x<w
2 2
\ 1 xzl yzl

b) Las funciones de densidad Marginales:

&t 00 | 2
fi(x)= | f(x,y)dy=| (x+y)dy = XY‘F}?T :x+% 0<x <l
& — o g -._I:I -
&+ 00 al _1(2 7! 1
to(y) = | f(x.y) dx = D(X+}f)dx: ‘T+X}f = 0<y=<l
& —0 - _—r —|:| -




¢) (£.1m) son independientes = f(x.,v)=1(x).f5(y)

1" 1) x vy 1
1 (%) . 15(y) x EJ k}' EJ Xy St5S

f(x.y)=(s+y)

Luego no son independientes

Sea (; 1 ) una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad:

[1 y<x 0<x<1
f(x,v)=-
(X Y) LO restantes valores

a) Comprobar que f(x, y) es funcién de densidad
b) Hallar las medias de £ y n
¢) Hallar las probabilidades siguientes:

1 1 1 1
PlE<—; n<0 PlE>—; ——<n<—=
[g 2" } {é 2’ 27" 2}

a) fw E(m) dx dy :Ll dx dy =

= 'H _}él{y}dx:ﬂlxdx:[xg]é =1

En consecuencia, f(X.}f) es funcion de densidad

Para hallar las medies de & y 1 hay que hallar primero

W las funciones de densidad marginales. En este sentido:

e 1
fl(x):jf(x.y) dy :X.[dy =[y]*,=2x 0<x<l



[ pl

jdx:l—}’ 0=y <l
+ oo v
f; (Y)=jf(x.y) dx =

I
jdleﬂf' —1<y=0
¥

”‘&':j Xf1(K)dX=Lx2xdx:{‘_} _

e 0 1 L
I, :'LD y o (y)dy :J._f (L+v)dy + Ly(l_y)dy _ pEs

0 BN
& 3 o 3 A
Z{F—er—} J{y__}f_} =0
2 3 . 2 3

1/2 @l
fies-
172 57!
0 = 1, 3
1 -l @lf2
__::Tli:;:|: dxdy =
= vz e-1/2
F I oot
HE\ —1;'“2{‘,. 1z 2
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Sea (ﬁ, T]) una variable aleatoria con funcién de distribucion:

iy i) 0
K otros casos

Se pide hallar:

a) la funcién de densidad

b) Las funciones de densidad marginales

¢) Las funciones de densidad condicionadas

d) Coeficiente de correlacion.

9°F(x.v)

x @y
a) F(x.y)= j I fluvidudv — f(x.y)=
—om o—m 9 Gy

vy = $°F(x,y) S [SF] 8 |9(1-e*)d-e?)|
it 9x Sy Gy | 3x | Iy 9x

= i[ﬁ_x (1- e_y)]: e e, b g
¢ el

[ ! x>0 =0
En consecuencia, f(x.V) Z]\E‘Xﬂf f Hie

0 otros valores

N =" b) Las funciones de densidad marginales:

fl(x):If(xﬁy)dyzxje_(“?)dy :[— e_':XJ’F)]; =—e " x>0
— @ |:|

fz(}')=jf(x~?)dx=xj -s:_'("“fﬁ’:'cl:>~::[—a:_'(XJrf'ﬂ'][;D=—-.°:_5'F y =0
o 0



¢) Las funciones de densidad condicionadas

f(x.y) e &7

f(x/y)= —=¢ * y=0 x>0
£5(v) e’
—(x+y)
f(y/x)= fey) _e — =¢ 7 x>0 vy=0
f;(x) e "

Como f(x/y)=e "=£1(x) y f(y/x)=e7"=1,(y)

les variables (i T]) son independientes

El coeficiente de correlacian entre dos variables

’ L
aleatorias (£, M) se define como p = .08

GE G'-'?

=2
@ 0

donde

POE PARTES [udv=uv —| wdu

' ¥ 3\
sze Tk =—x%e X+I2xe Bk =—x%e ¥ 4+|—-2xe X+Il& dx
E

b,

Santiago De la Fuente Fernandez
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Analogamente,
o =Eln?)~(n, F=2-1=1 = o, =1

B = [yt = [ye iy =fye -]

()= [ n oy = [ v ay -

= (—yzﬁ_jr —2ye”’ —le_f’r) =2

donde POE PARTES [udv =uvr—[wdu

A,

jy e Tdy= —ye” +J.e_5’dy = —ye 7 —e”’

Ilyy = 0yq — Oy O = E(EN)—-E(£)E(n)

Con lo cual,

1 =01 =g g =E(EN)-E(£)E(n)=1-11=0

El coeficiente de correlacion

n; _ 0

p= — —() ==p Las variables son INCORRELADAS
Gy G, 1.1




Sea (5';, T]) una variable aleatoria bidimensional con distribucién de probabilidad:

g N -1 1
1 1/6 1/3
2 1/12 1/4
3 1/12 1/12

a) ¢Son (&,1) independientes?
b) Hallar las medias marginales
¢) Hallar las varianzas y desviaciones tipicas marginales

d) Hallar las probabilidades: P(£<2;m>0) P(§>2) P(n<0)

e) Coeficiente de correlacidn.

Para saber sic y T] son independientes hay que hallar

las distribuciones marginales de & y 1 y verificar

si se cumple:
Ple=x;n=y;)=PE=x;).Pln=y;) vij

o lo que es equivalente: py =F, . P,
R

Las distribuciones marginales de C y 1) son:

Luego las variables & y Tl no son independientes

§ 1 —1 1 P,.

! 1/6 1/3 1,2

2 1/12 1/4 1/3

3 1/12 112 |16

Py, 1/3 2/3
11 1 {1 1

PoPy =375 7P BBy =o5=5=pn

R 12 2 1
2y by, _g'g—av—ﬁ—l?'zl PPy 25.5:5;1—
11_t1_1_ 12 11






d g n -1 1 P,
1 1/6 1/3 1/2
2 1/12 1/4 1/3
3 1/12 112 | 1/6
Py, 13

P(M<0)=P(—w <& <wn=<0)

=P(E=Ln=-1)+P(E=2n=
1 1 1 1
6 12 12 3

4
GE .Gj?

El coeficiente de correlacion es p =

donde i1 =01 — %y -y = E(iﬂ)_E(i)E(ﬂ)

1 101 1
1 = E(En)-E(£).E(n) 563 T
L —1/18
por tante, P = adll / =—0,1125




Sea (X, Y) un vector aleatorio con funcién de densidad

kxy2 si 0<x<2 0O<y<l
0 en el resto

f(x, y)={

a) Hallar el valor de k
b) ¢Cudnto vale la densidad marginal de X en x = 17?2

1
¢) Valor de la densidad condicionada f (X =1ly= —)

2 2

a) Para que f(x, y) sea funcion de densidad debe verificar:

La funcion de densidad

2

3 9 :
f(x,v) = Xy s 0<x<l O<y<«l
0 en el resto

1 ! 3 [y3]
7 X
I f(x.y) d}’=j “xy’dy = —X[}—] =5
e 0 o 2 3 2
¥ 0
0 en el resto
. flexe
f(x)= En consecuencia, f(x =1)=

0 en el resto




¢) La funcion de densidad marginal de la V:

2 by 7 i Ak
- I I(x,v) clx=j —X}-'2 dx = —}-'2 [XT] = 3};2 0<y<l
- 0

0 en el resto
3'}.‘ 2 Sl 0 < '}" <] {:}
£(y)=
0 en el resto

Par tante:

Sea (X, Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad:

2 si0y<x<l
0 en el resto

f(X,Y)={

a) Obtener las distribuciones marginales
b) Calcular P(X<1/2;Y <1/3)
c) Calcular Cov (X, Y)

{;*?‘ﬁf n = Laregion donde se reparte la probabilidad
s se encuentra rayada




a) Para hallar les distribuciones marginales
de las dos variables aleaterias, consideramos:

H
f(x)= f(X y) dy =+ _[iél}" =2x 0<x«l
= 0 en el resto

.9

(1l
1
2dx=2-2y 0<y<«l
£ = [ £y dx =) Lzy Co
BEY [ 0 en el resto

O |

b) P(X<1/2;Y <1/3) = Ijjo{jjéydx}dy = ij/jo [——y}dy = [y y ]13

¢) La covarianza viene dada por la expresion:|

Cov(X.Y) = E(XY) — E(X). E(Y)

= E(XY)= j. “ xyf(x, 1}(11](1}: I}:ZD[LXjéi}’cl}f]cm:
j [ ]D(IX—I X(IX—%

1

T s

| b

= E(X)= Ixf(x) dx = Ix{lx}dx =3 x° ]U =
— 2=0 '

T=

1 1 [ g 31,-'3 1 1
= E(Y)= It,f(x}ch I},{l—ly}d};: Vo —— —
y=0 =0 3 3

- () ()94
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