REGRESION Y CORRELACION simple
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Recuerdas... la teoria
de la regresion y de
la correlacion.
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iClaro que me acuerdo...!

Fue aquel verano que empezamos
a ganar dinero.

Aprendimos que la muestra se
utiliza para inferir en la poblacién

DD

i

Regresemos a
aquel verano ...
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Era un dia de verano, Javi y Carlitos se encontraban en la
playa jugando a la pelota.

Javi: Estoy harto de hacer siempre lo
lo mismo.

En ese momento, Don José, padre de Javi, que tenia * puesta la
oreja” a lo que los chiquillos estaban hablando, penso que le
podrian ayudar en su trabajo. Don José, ademas de otros
negocios, tiene un parque de atracciones y todos los veranos se
preocupa mucho para que el negocio funcione bien.

Cuando los chiquillos se acercaron, les llamé.

Don José: Tal vez podriais echarme una mano. Asi no
tendriais tiempo de aburriros y ademds os
ganariais un dinerillo.




Javi: ;En qué 1e podemaos ayvudar papd?

Don José: /s muv sencilla, veréis: todos los aiios en verano,
e w estudio sobre el mimero de nifios que
avisten al parque de atracciones durante el mes de

En una semana, tenian
recogidos los siguientes

Agosto, en relacion con la temperatura que hace datos:
carder diu.
Carlitos: [V qué ex lo que quiere que hagamos?
Don José: 17 trabajo 1y > o wioui . 9 -
rabajo trata de lo siguienre: Temperatura Numero nifios
Lunes | & 20

Durante unos cuantos dias contareis el namero de nifios que

S 3.0 h o
asisten al parque. y mediréis la temperatura de cada dia. Martes e 33° evese cvoceee 54

Ambas cantidades estin relacionadas. Una elevada Miéreoles v 25° wounne ceenens 45
{cmgeratura. es decir, que hace un dia muy caluroso, indica que Jueves cereess 27° tesers conaces 32
la fls1stencif| de niﬁqa‘ ¢s alta. En cambio, si la temperatura es Viemes 2 10
baja, o el dia es lluvioso, ¢l nimero de nifios que asiste es Sabado . - SN |

mucho menor,

Muy bien nmuchachos, ahora
tengo que ponerme a trabajar.
Comenzaré por ordenar los datos.

A Javiy a Carlitos les parecié muy buena idea, y a la maifiana
siguiente se pusicron a trabajar.

i Javi, me parece |

e :
¢ O Carlitos, Ienemo.s‘!!
$ . T H i
Ly nteresante. | que trabajar ...

D. José ... ;Ordenarlos?,
pero ;jcono?.

—




Tenemos dos caracteristicas distintas
de un mismo dia.

Cada caracteristica recibe el nombre
de “variahle”.

En este caso, hay dos caracteristicas
[temperatura, nifios], se trata de una
“variable estadistica bidimensional ",

Para ordenar los datos, se construye
una tabla de “doble entrada”, de la
siguiente forma:

10 | 20 | 32 | 38 | 45 | 54 | total

1
!
1
33 O S N 1
1
6
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Esta tabla, ademas de indicarme el nimero de observaciones
que he realizado, me indica que, por ejemplo, he obtenido una
vez el resultado de 32 nifios y 27°C, y nunca 38 niiios y 25°C.

En otras palabras, sea:

L]

Y =“numero de nifios’

A

X ="grados de temperatura”

Papad, ;estas variables pueden
tomar distintos valores ...?7
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Claro Javi, para reflejar
esos valores utilizo
subindices.

D. José ...
Sub - indice ? 7
' ‘ >ero, ;qué es SUBINDIC'E ?l

Tranquilos muchachos, tenemos dos
variables:
¢ Clada x; indica “grados de temperatura”,

toma los valores:
X, =15 x,=25 x3=27 x,=32 x;=33 x,=33

¢ Cada y; indica “mimero de nijios", toma los valores:

y, =20 y, =45 y;=32 y, =10 y;=54 y,=38



Ademas, la observacion simultanea de los caracteres (x, y) se
representa por un punto.
e~ El conjunto de puntos se conoce como “dingrama de
dispersion”.

Y $ Nimero de nifios

54 pEpmS SAR v ; i = E @

d 5 Jirmainn ¢ 4 R Diagrama
dispersion
38 e e e R e |
32 ®

Wi B

10
' 1 temperatura
15 25 27 32 33 X

Si observamos dos caracteres,
tendremos que determinar si existe
0 no dependencia entre ellos

D. José: Muy bucna observacidn, Javi. Mirad, pueden ocurrir
dos cosas:
»+ (Jue nuestros puntos estén alineados, todos sobre la misma
recta. Sl es asi, la relacién estd clara.

No entiendo nada ... ;(Qué tiene
que ver una recta en todo ...7

i Lo que mi padre quicre decir, es que
1
~ los valores x; ey, se relacionan

% mediante la ecuacion de una recia
P

d
1]
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Pero bueno, jqué tienen que ver las
ecuaciones con lo que estamos haciendo?

0 Carlitos, no has comprendido
nada. Lo que intento decir es
que una ecuacion es una relacion.

—"

La ecuacionde unarectaes 'y = A + B.x

14 Observa que a cada valor de x, corresponde
wh valor de y, que resulta de sustituir en la
ecuacion.



Ah, ya entiendo, pero ;y si los valores
no estan alineados?.

Entonces, lo que tenemos
que hacer, es encontrar
una recta que se aproxine
a ¢5os pumo.s‘.

Y , nimero de nifios .
DIAGRAMA DISPERSION

54 .. ... 55 s Ty msvassaor il

r: d, =10-37

10 o

- > temperatura
15 25 27 32 33 X °C

Observamos que el valor x, =32 tiene un valor observado

y, =10 y otro valor tedrico y, =37 > error: d; =10-37

Javi: Pero, entonces estamos cometiendo 1 error.

D. José: Claro, intentamos ajustarnos lo mdximo posible y
sélo podemos “predecir”.

Carlitos: Pero bueno, de esa forma podria haber mds rectas.

- Y
; ) ®
¢/‘/o \\0
I ®
" px i
creciente decreciente
Y
+
A A
I independiente

Javi: Si, pero al haber distintas rectas, se cometen distintos
errores, y lo que nos interesa es que ¢l error sea mininio
cverdad papd?.

D. José: Muy bien hijo. Como veo ya vais comprendiendo, os
diré que 10do esto tiene nombres. I'sa recta que
construimos se llama “recta de regresion”, y el
proceso por el que llegamos a ella se conoce cono
“regresion ", que equivale a predecir, generalizar,
pronosticar o estimar.
Ademds para calcular esa recta existe un método
generalizado que se conoce como “ajuste por
minimos cuadrados .



Ay, av, ay ..., creo que voy a liarme
otra vez con éste ajuste de los
minimos cuadrados.

Los valores de fa nuestra
recogida en el pargue, no
se comporian siempre igual
con la recta.

@ estdis atentos, lo
entenderéis. Se tiene:
X = 15° = y =20 nifios.

x=27° » y =32 nifios.
x=33° » y =38 nifios.

Javi, no entiendo lo que dices,
l‘m valores que feniamos son:

\Gra:ﬁcamenre: x=33° » y =54 nifios
x=25° = y =45 niiios
Y A X =32° » y =10 nirios
54 ¢ Analicemos la situacidn con detalle:
- > [n la grdfica anterior, se observa
43 que con x=33° grados de temperatura
38 / asistian al parque y =38 niios. Los
37 valores observados (x = 33, y =38) se
32 encuentran en la recla.
30 . B Javi, presenta un caso diferente: en
] la muestra recogida, observanios que con
018 e P e e Ll X =33" grados de temperatura asisten al
- Y error =— 27 parque y =54 nifios. Los valores
observados (x =33, y = 54) NO sc
ehcuentran en la recta.
T 35 27 37 33 b‘( .Qué ocurre en este caso? : al valor i)bxerrado x= 3.? ’
i : g corresponde un valor observado ¥y =234 yunvalor teirico

En consecuencia:

: Y =38 ¢n la recta. Veamaos esto con detalle en la grdfica:
Cada valor x, tiene un valor observado y, y graf



54 % dy=54-38

45 [d, =45-30

\
38 |error = 15 ‘V

37
32
30
d,=10-37
515 ememiianiing 7 44
10 [ error =-—27
15 28 2 31 33 >X

En consecuencia: A cada valor observado x; corresponde
un valor observado y, y otro valor tedrico ¥; [en la recta].
El error que se comete en el ajuste de larecta [d, =y, -¥.]
se llama error de prediccion [diferencia entre los valores
observados y tedricos].
Observemos:
dy=y, -y, =20-20=0 enlarecta
d,=y,-y,=45-30=15 positivo
d,=y,-y,=32-32=0  enlarecta
d,=y,-y,=10=-37==27 negativo
dy=ys—ys=54-38=16  positivo
dy= vy, -y, = 38-38=0 en la recta

Javi: Ya entiendo ..., cuanto mds pequenio sea este valor,
mejor serd la recta que tomamos.

Carlitos: Intonces, si la suma de esas distuncias es minima,
la recta serd mejor:
d, +d, +d; +d, +d; +d; =minima.

D. José: No Carlitos. Piensa que cono sumanios errores
positivas y negativos pueden conducirnos a un error:
d, +d, +d; +d,; +d; +d; =0+154+0-27+16+0=5 (error).

Carlitos: ;/ ¥ eso qué quicre decir ?.

D. José: Que los valores positivos y negativos se pueden
reducir o anular, y la suma no representa la suna
real de las distancias.

Carlitos: ¢ Y entonces, qué podemos hacer ?.

D. José: Pues tomar esas distuncias al cuadrado:
6
d} +d} +d]+d} +di+d; > M=) d}
i=1
Siendo cada  d; =(yi - 5”1) . la expresiion que hay minimizar :
6 6
M= de = z:(yl - $.)? s esto es, minimizamos M:

i=1 i=l

M=0+15"+0+(-27)> +16 + 0 = 1210

“El método de los minimos cuadrados™ dice que la ecuacion

’ ) o — m
optima viene dada por la expresion: y —y = -—-'?'—(x -X)
cl



D. José: Muy hien, Carlitos, ya vas comprendiendo. Ahora,

. m e .
iy -F=—l(x -%)? para calcular ¢l resto de coeficientes que aparecen en

Gl la ecuacion, necesitaré realizar una serie de cdleulos
- iMadre Mi...! que ordenaré en una tabla.

Que formuta mds rura

Xy Y X;.¥; xil 5 yiz
15 120 | 300 | 225 | 400
25 | 45 | 1125 | 625 | 2025

Iré explicando cada cosa: "7 71732 T 8ea Tl 720 T1024
& X e y representan los valores 3371710 T30 Tioaa T _Iaoﬂ_
medios de lus variables x; ey, 33 | 54 | 1782 11089 | 2916
respectivamente, 33 38 1254 | 1089 | 1444

& X se calcula: sumando todos SUMA 165 ; 199 | 5645 : 4731 | 7909

los valores de x. y dividiendo .
i b Utilizando la tabla, calcularemos:

por el mimero total de datos.

) _ - MOMENTOS RESPECTO AL ORIGEN > a,y,a,,3,
& Andlogamente, s¢ hace para 'y :

X;
o ,Z_,: =_15+25+27-!-32+33+33_165

G~ X5 =275
Para calcular ¢l resto de los N 6 6
simbolos, ;jqué hacemos? ... i "
_ T 20+45+32+10+54+38 199
dy = ¥y = = = 5 =33.16

N 6

b = - ;
He oido que los simbolos ~ CO(VARIANZA My =ay; =89 - Ay,

se conocen como coeficientes Z -
estadisticos o pardmetros. o o i L agie
L= =
N

=940,83




m,, =940,83 - (27.5)(33.16) = 940,83 - 911,9 = 28,93

: . 2 2
Varianza de la variable X ' o = a., - aj,

6
2
2% 4781

i=1
N
ol = 796,83 - (27,5)° = 796,83 - 756,25 = 40,58

= 796,83

ds

D. José: (/na vez sustituido todo esto, lu ecuacion de la recta
de regresion es:

2 -
. y — 33,16 = [;g’z;} (x=27.5)
y-y = —-[x-%] = '
O y=1368 +0,70x < y=A +Bx
——

Caleuladora

Ll cociente [m“ /o ;] es la pendiente de la recta de Y sobre X,

m _ .
sedenota: b =—% | recibe el nombre de "coeficiente de

X

regresion” de X sobre Y.

28,93
In este caso, se tiene: b, = ——— = 0,70

740,58

Ahora, que ya lo habéis entendido, podéis recoger mds diios
sobre el resto de los dias, y predecir si el buen tiempo influye
en la asistencia de los nijios al parque de atracciones.

—

Don José ... i Podemos conocer el error
que se comete al considerar la recta de
regresion y=1[308 + 0,70 x de

una forma abstracta?.

St Carlitos, se puede conacer el "grado

de ajuste” entre la "nube de punios” y la
recta de regresion considerada.

A esta medida estadistica se llama
"coeficiente de correlucion” y se denota:

De forma que:

p=—"— 1alque -1<p<1]

my,

0,0,

o Si pZ0 lacorrelacion es inversa.
e Si p=0 las variables X ¢ ¥ son
incorreladas.

e Si p 20 lacorrelaciin es directa

P T W

Otra vez me estoy liando
con tanta correlacion,
directa, inversa, ...



Tranquilo Carlitos. Te lo voy a explicar:

o Correlacion inversa: Iy cuando se tiene
una recta de regresion decreciente. A medida
que aumenian los valores de la variable X
disminuyen los valores de la variable Y.

e Correlacion directa: Is cuuando se tiene
una recta de regresion creciente. A medida
que aumentan los valores de la variable X
aumentan los valores de la variable Y.

e Variables incorreladas: Las dos recras
son perpendiculares. Las variables X ¢ Y son
independientes.

i Yaentiendo, las grdficas serian:

p<0 p>0

variables incorreladas

Javi: Entonces , es muy sencillo calcular el "coeficiente de

correlacion” :
Cualculudora

m & =
OO WA o, = XO, o, =YyO

o, -0, nm:[ny/n]_iy p=T

Covarianza: m;; = 28,93
Varianza de x: 63 =40,58 portanto o, = | 40.38 = 6.37

~
-

Varianza dey: o5 = a, - ag,

6
Z i - 7909

=1
N
o; = 1318,16 = (33.16)* = 1318,16-1099,58 = 218,58
portanto, o, = [ 218.58 = 14,78. I'n consecuencia:
28,93
6.37) (14.78)

= 1318,16

Ap =

= 03055 [30.55%] -l1<p<lI

=

Bien hijo. I'n correlacion directa débil
del 30,55 % [validez del pronosticol,
podentos afirmar que a medida que
aumenta la temperatura, aumenta ¢l
numero de nifios que visitan el parque
de atracciones

i FIN

Es el momento de exponer con rigor
la teoria de la regresion y de la
‘ correlacion.




VARIABLE ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

VARIABLE ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

Yobla de doble enivenda Parametros fstadlst!cos de la vi\nable X:
— D ox'n, xZn
o T8 1 n 1 Iy 1 %)
X g Yi s £ . J— Yj ¥ cemen ; Ym X; - _ _i=l _i=1
4 : X=dp=—"FTAp=— ——
I n; | n n N L
X n 15 T - (T 1 :
B i . . 4 )| O'i = a,, —alz,, [varianza de X]
n, | I ol
X3 M1 | P22 | . 2 | eenee '721_!_1 97 g, = +1/ 0‘: [desviacion tipica de X]
............................. i B I SECTT TN ETRTEES wevenes
SR 1 ) s e
X; Ny | Ny |, ng ... Nim | Px Pardimetros estadisticos de la variable Y :
; m m
| ; |
............................. FERTTTUTTRN IRCSTTN SETTITIAN BETTERED JZ’YI nyj Zy
: : < = )
s =ty SRy iy =
Xk Ny L1 P N S | BRT s Men | g N
i ! | ol= (. —a,f, [varianza de Y]
an o N L NN JOR | ".\'J . | e | W !
| i i - or
' ' g, =+, G_f [desviacion tipica de Y]
ng: Frecuencia absoluta de la variable bidimensional (X, Y)

[ nimero de veces que aparece repetido el par l_x; oy j) ]

n,, : Frecuencia absoluta marginal de la variable X

[ nimero de veces que aparece repetida la variable x; ]

ny. - Frecuencia absoluta marginal de la variable Y

[ niimero de veces que aparece repetida la variable y; ]

k m
ani = le).j =N y=3 = o
i=l f=t




ANALISIS DE REGRESION Y DE CORRELACION

Consideramos lo
siguiente:

Limitaciones...

¢ Un valor de la variable dependiente Y no se puede
estimar legitimamente si el valor de la varable
independiente X esta fuera del rango de los valores que
sirvidé como base de la ecuacion de regresion.

¢ Laecuacion de regresion abtenida no se puede
extrapolar para otras muestras.

¢ Un coeficiente de correlacion significativo no indica
necesariamente que las variables tengan una relacion
causal, pero si puede indicar una concatenacion con
otros cventos,

¢ Cuando la relacion entre dos variables no es lineal,
se puede disponer de una transfonmacidn para lograr su
linealidad. Asi, en distintas ciencias se presentan gran
nitmero de cuestiones relacionadas con la regresion
potencial, exponencial, logistica. etc.

Esto me ha hecho polvo...
Entonces, ;qué utilidad tiene la
recta de regresion y el coeficiente
de correlacion?

(Cuando se desea
generalizar, nos
introducimos
dentro del campo
de la Inferencia

estadistica.

-

Inferencia estadistica es
una técnica que pennite
pasar de recta de regresion
para la muestra a recta de
regresion para la poblacion.

El comportamiento de la
muestra puede generalizarse
para la poblacion, mediante
una correccion adecuada.




. *
regresion, dado un valor x,, se puede

k
; silf s 2
=  Enlamuestra, mediante la recta de Z y? - Z - b Z X ¥,
1=
N

estimar el valor: o

r
yo = |y - i st o my 3 Para ello. se establece un
) 2 ] 4 i .
g a’. Tendremos que generalizar contraste de hipotesis.

el concepto del coeficiente
de correlacion lineal para
la poblacion ...

= Para estimar un valor y, de la Siendo g €l cochaiele

g ; de correlacion muestral.
poblacion, tendremos que recurrir a un

intervalo de confianza.
Distinguimos si la varianza de la poblacion

) .
G~ es 0 no conocida.

. . 2 .
= La varianza poblacional o~ es conocida:

)2
o) L .
y, el =|y, 2z, © 1 r 0 Se formula la hipodtesis nula d:c:e?do que las vanqb!es estan
2 n 1 _\2 incorreladas. esto es. no hay relacion entre las variables.
Z X,- X . i . . "
oy Es decir. H,: p = 0 "no hay relacion entre las variables'.

El estadistico de contrastees t,_ , = ——====

. . 2 .
= La varianza poblacional ¢~ es desconocida: 7 1-p

e Cuando t, _, < t“z -2 seacepta la hipétesis nula, no
: T2 e iz .
. * 1 (‘,, N -“) existiendo relacién alguna entre las variables.
YIISI:"yIIitm( )5 =
20 n-2 ¥Y.X n n _\2
2 (xi = ) e Cuando ¢, _, > to,_2 -3 existe relacion significativa
i=1 )

& entre las variables, con un nivel de confianza ( 1-a).
en donde, Sy ( = emor estandar de la regresion:

@ Santiago de la Fuente Ferndndez
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