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CONCEPTO DEL ANÁLISIS DISCRIMINANTE

El Análisis Discriminante es una técnica estadística que se utiliza para clasificar a distintos
individuos en grupos, o poblaciones, alternativos a partir de los valores de un conjunto de
variables sobre los individuos a los que se pretende clasificar. Cada individuo puede
pertenecer a un solo grupo.

La pertenencia de un individuo a uno u otro grupo se introduce en el análisis mediante una
variable categórica que toma tantos valores como grupos existentes. En el análisis
discriminante esta variable categórica juega el papel de variable dependiente.

Las variables que se utilizan para realizar la clasificación de los individuos se denominan
variables clasificadoras, También se emplean las denominaciones de variables criterio o
variables predictoras, o la denominación genérica de variables explicativas.

La información de las variables clasificadoras se sintetiza en unas funciones, denominadas
funciones discriminantes, que son las que finalmente se utilizan en el proceso de
clasificación.

El análisis discriminante persigue explicar la pertenencia de cada individuo original a uno u
otro grupo preestablecido, en función de las variables de su perfil, y a la vez que cuantificar
el peso de cada una de ellas en la discriminación. De ora parte, el análisis discriminante
persigue predecir a qué grupo más probable habrá de pertenecer un nuevo individuo del
que únicamente se conoce su perfil de variables. La variable categórica grupo es lo que se
explica y lo que predice.

El análisis discriminante está muy relacionado con el análisis multivariante de la varianza
con un factor, aunque el papel que juegan los distintos tipos de variables está invertido en
uno y otro método. Así, en el análisis de la varianza la variable categórica (el factor) es la
variable explicativa, mientras que en el análisis discriminante la variable categórica es
precisamente la variable dependiente.

ANÁLISIS:  El análisis parte de una tabla de datos de n individuos en que se han medido p
variables cuantitativas independientes o explicativas, como perfil de cada uno de ellos.

Una variable cualitativa adicional (dependiente o clasificadora) con dos (o más) categorías,
ha definido por otros medios el grupo a que cada individuo pertenece.

A partir de la variable cualitativa se obtendrá un modelo matemático discriminante contra el
cual será construido el perfil de un nuevo individuo cuyo grupo se desconoce par, en
función de un resultado numérico, ser asignado al grupo más probable.

En la clasificación discriminante hay dos enfoques:

 Basado en la obtención de funciones discriminantes de cálculo, similar a las ecuaciones
de regresión lineal múltiple.

 Empleando técnicas de correlación canónica y de componentes principales,
denominado análisis discriminante canónico.

El primer enfoque es el más común y su fundamento matemático está en conseguir, a partir
de las variables explicativas, unas funciones lineales de éstas con capacidad para clasificar
otros individuos. A cada nuevo caso se aplican dichas ecuaciones, y la función de mayor
valor define el grupo a que pertenece.
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CLASIFICACIÓN CON DOS GRUPOS

Se trata de estudiar la aplicación del análisis discriminante a la clasificación de individuos,
en el supuesto de que dichos individuos se puedan asignar solamente a dos grupos a partir
de k variables clasificadoras. El problema fue resuelto por Fisher analíticamente mediante
su función discriminante.

Función discriminante de Fisher

La función discriminante de Fisher D se obtiene como función lineal de k variables
explicativas X, es decir:

    1 1 2 2 k kD = u X + u X + + u X

Se trata de obtener los coeficientes de ponderación ju . Considerando que existen n

observaciones, la función discriminante se puede expresar para ellas:

    i 1 1i 2 2i k kiD = u X + u X + + u X        i 1, 2, , n 

iD  es la puntuación discriminante correspondiente a la observación i-ésima.

Expresando las variables explicativas en desviaciones respecto a la media, iD  también lo

estará y la relación anterior se puede expresar en forma matricial como sigue:

    

1 11 21 k1 1

2 12 22 k2 2

n 1n 2n kn k

D X X X u

D X X X u

D X X X u

     
     
     
     
     
     




     
  en notación matricial más compacta:  d = Xu

La variabilidad de la función discriminante (suma de cuadrados de las variables
discriminante en desviaciones respecto a su media) se expresa como:

    d'd = u' X'X u

La matriz X'X  es una matriz simétrica expresada en desviaciones respecto a la media, por
lo que puede considerarse como la matriz  T  de suma de cuadrados (SCPC) total de las
variables (explicativas) de la matriz X.

Según la teoría del análisis multivariante de la varianza, X'X  se puede descomponer en la
suma de la matriz entre-grupos F y la matriz intra-grupos V (o residual). Por tanto,

    X'X = T = F + V

En consecuencia,    d'd = u' X'X u = u'Tu = u'Fu + u'Wu

Donde T, F y W son las matrices del SCPC total, entre-grupos e intra-grupos
respectivamente, que se calculan con los datos muestrales, mientras que los coeficientes iu

están por determinar.
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Fisher en 1936 obtuvo los iu  maximizando la razón de la variabilidad entre-grupos respecto

de la variación intra-grupos.

Con este criterio se trata de determinar el eje discriminante de forma que las distribuciones
proyectadas sobre el mismo estén lo más separadas posible entre sí (mayor variabilidad
entre-grupos) y, al mismo tiempo, que cada una de las distribuciones esté lo menos
dispersa (menor variabilidad intra-grupos).

Analíticamente, el criterio de Fisher para la obtención de la función discriminante:

       λ
u'Fu

=
u'Wu

maximizar

La solución a este problema se obtiene derivando   respecto de u e igualando a cero, es
decir:

2

2Fu(u'W u) 2W u(u'Fu)
0 2Fu(u'W u) 2W u(u'Fu) 0

u (u'W u)

 
   




2Fu u'Fu
Fu W u

2W u u'W u
       -1W Fu =λu

En consecuencia, la ecuación para obtener el primer eje discriminante 1W Fu u   se

traduce en la obtención de un vector propio u asociado a la matriz no simétrica -1W F

Dado que   es la ratio a maximizar, cuando se calcule medirá el poder discriminante del
primer eje discriminante.  Como se está realizando un análisis discriminante con dos
grupos, no se necesitan más ejes discriminantes.

En el caso general de un análisis discriminante con G grupos (G 2) , el número máximo
de ejes discriminantes que se pueden obtener viene dado por (G 1, k)min . Por tanto,
puede obtenerse hasta  G 1  ejes discriminantes, si el número de variables explicativas k
es mayor que G 1 , hecho que suele ser siempre cierto, pues en las aplicaciones prácticas
el número de variables explicativas suele ser grande.

El resto de los  ejes discriminantes vendrán dados por los vectores propios asociados a los
valores propios de la matriz -1W F  ordenados de mayor a menor. Así, el segundo eje
discriminante tendrá menos poder discriminante que el primero, pero más que cualquiera
de los restantes.

Como la matriz -1W F  no es simétrica, los ejes discriminantes no serán en general
ortogonales.

En el caso de análisis discriminante con dos grupos, los coeficientes 1 2 k(u , u , , u )
normalizados correspondientes a las coordenadas del vector propio unitario asociado al
mayor valor propio de la matriz -1W F  obtenidos en el proceso de maximización,  pueden
contemplarse como un conjunto de cosenos directores que definen la situación del eje
discriminante.
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Las puntuaciones discriminantes son pues los valore que se obtienen al dar valores a

1 2 kX , X , , X  en la ecuación:

           1 1 2 2 k kD = u X + u X + + u X

Las puntuaciones discriminantes se corresponden con los valores obtenidos al proyectar
cada punto del espacio k-dimensional de las variables originales sobre el eje discriminante.

Los centros de gravedad o centroides (vector de medias)  son los estadísticos básicos
que resumen la información sobre los grupos.
Los centroides de los Grupos I y II serán:

           

1,

2,

k,

X

X
x

X

 
 
   
 
  



I

I
I

I

             

1,

2,

k,

X

X
x

X
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II
II

II

Por tanto, para los Grupos I y II se obtiene: 

1 1, 2 2, k k,

1 1, 2 2, k k,

D = u X + u X + u X

D = u X + u X + u X

 


 





I I I I

II II II II

El punto de corte discriminante C es:  
D D

C
2


 I II

El criterio para clasificar al
individuo i-ésimo es el siguiente:

i

i

D C Se clasifica al individuo en el Grupo

D C Se clasifica al individuo en el Grupo




 





i I

i II

En general, cuando se aplica el análisis discriminante se le resta el valor de C a la función
discriminante, que vendrá dada por:

           1 1 2 2 k kD - C = u X + u X + + u X C

En este último caso,

El criterio para clasificar al
individuo i-ésimo es el siguiente:

i

i

D C 0 Se clasifica al individuo en el Grupo

D C 0 Se clasifica al individuo en el Grupo

 


  





i I

i II

Existe una forma alternativa que consiste en construir funciones discriminantes para cada
grupo. Estas funciones, a las que se denominan FI  y  FII  tienen la siguiente estructura:

  

1 2 k

1 2 k

F X X X C

F X X X C

    


     





I

II

I,1 I,2 I,k I

II,1 II,2 II,k II

a a a

a a a

      funciones discriminantes lineales de Fisher
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Cuando se utilizan estas funciones, se clasifica un individuo en el grupo para el que la
función iF  sea mayor. Este tipo de funciones clasificadoras tienen la ventaja de que se

generalizan fácilmente al caso de que existan más de dos grupos y vienen recogidas en la
mayoría del software estadístico.

Haciendo:

1 2 kF F ( )X ( )X ( )X (C C )          II I II,1 I,1 II,2 I,2 II,k I,k II Ia a a a a a

            1 1 2 2 k ku X + u X + + u X - C = D - C

se pueden obtener los coeficientes 1 2 k(u , u , , u ) .

Existen otros criterios de clasificación, entre los que destacan el análisis de la regresión y la
distancia de Mahalanobis.

ANÁLISIS DE REGRESIÓN: La relación entre el análisis de la regresión y el análisis
discriminante con dos grupos es muy estrecha. Si se realiza un ajuste por mínimos
cuadrados, tomando como variable dependiente la variable dependiente que define la
pertenencia a uno u otro grupo y como variables explicativas a las variables clasificadoras,
se obtienen unos coeficientes que guardan una estricta proporcionalidad con la función
discriminante de Fisher.

A partir del coeficiente de determinación, que se calcula en el análisis de regresión, se
puede pasar fácilmente a la distancia de Mahalanobis entre los dos centroides de los dos
grupos.

DISTANCIA DE MAHALANOBIS: Es una generalización de la distancia euclídea que tiene
en cuenta la matriz de covarianzas intra-grupos.

El cuadrado de la distancia de Mahalanobis 2
i,jDM  entre los puntos i y j en un espacio de p

dimensiones, siendo wV  la matriz de covarianzas intra-grupos, viene definida por:

     2 -1
i,j i j w i jDM = (x - x )' V (x - x )

donde los vectores ix  y  jx   representan dos puntos en el espacio p-dimensional.

La distancia euclídea es un caso particular de la distancia de Mahalanobis, donde wV = I .

La distancia euclídea no tiene en cuenta la dispersión de las variables y las relaciones
existentes entre ellas, mientras que en la distancia de Mahalanobis sí que se descuentan
estos factores al introducir la inversa de la matriz de covarianzas intra-grupos.

La distancia euclídea será:  
p

2 2
i,j i j i j ih jh

h=1

d = (x - x )' I (x - x ) = (x - x )

Con el criterio de la distancia de Mahalanobis se calculan para el punto i, las dos distancias
siguientes:
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2 -1
i, i w i

2 -1
i, i w i

DM = (x - x )' V (x - x )

DM = (x - x )' V (x - x )

I I I

II II II

La aplicación de este criterio consiste en asignar cada individuo al grupo para el que la
distancia de Mahalanobis es menor.

Señalar que la distancia de Mahalanobis se calcula en el espacio de las variables
originales, mientras que en el criterio de Fisher se sintetizan todas las variables en la
función discriminante, que es la utilizada para realizar la clasificación.

Para aclarar las posibilidades de aplicación del análisis discriminante, con los conceptos
expuestos hasta el momento, se presenta un caso relativo al área financiera.

PRÁCTICO EN EL BANCO FUENTERREBOLLO

Cuando el banco concede un préstamo personal a un cliente se enfrenta a la posibilidad de que sea
reintegrado o de que no lo sea. En caso de no ser reintegrado será clasificado como fallido. En esta
línea, se pueden considerar dos grupos de clientes: cumplidores y fallidos.

Como es evidente, si el banco conociera de antemano que una persona va a resultar fallida no le
concedería el préstamo. No obstante, puede utilizar la información existente en el banco sobre
préstamos concedidos en el pasado en la concesión de préstamos futuros de forma que se evite o,
al menos se reduzca la concesión de préstamos que después puedan resultar fallidos.

Generalmente, en los archivos del banco existe información de las características de las personas a
las que se ha concedido un préstamo, ya que el cliente, cuando realiza una solicitud de préstamo,
debe facilitar información acerca de ingresos, edad, sexo, situación familiar, antigüedad en el puesto
de trabajo, régimen de tenencia de la vivienda, etc.

Es muy probable que los clientes cumplidores tengan unas características distintas de los clientes
fallidos. Utilizando estas características, se trata de establecer unas funciones que clasifiquen lo más
correctamente posible a los clientes a los que se les ha concedido un préstamo en cumplidores y
fallidos (finalidad explicativa). Posteriormente, estas funciones se emplearán, en el caso de que la
clasificación sea adecuada, para determinar si se conceden o no los préstamos a futuros solicitantes
(finalidad predictiva).

El Banco de Fuenterrebollo tiene información acerca de 16 clientes a los que se les concedió un
préstamo por un importe de 100.000 euros a cada uno de los clientes. Pasados 5 años desde la
concesión de los préstamos, el 50% de los clientes fueron clasificados como fallidos por no haber
reintegrado su préstamo.  En el momento de la solicitud, el Banco disponía de la información que
muestra la tabla adjunta (en 10.000 euros).

  En la actualidad, el director del banco tiene otras dos nuevas solicitudes. El primer solicitante
dispone de un patrimonio neto de 10,1 (en diez mil euros) con unas deudas pendientes de 6,8 (en
diez mil euros). Para el segundo solicitante los valores de estas variables son 9,7 en patrimonio neto
y 2,2 en deudas pendientes. ¿Cómo deberá reaccionar el director del banco, con la información que
tiene recogida?

El director con la información recogida sobre las variables patrimonio neto y deudas pendientes
trata de construir una función discriminante que clasifique con los menos errores posibles a los
clientes en dos grupos (fallidos y no fallidos).
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Si obtiene buenos resultados en esta clasificación, en un paso posterior utilizará la función
discriminante para determinar si concede los préstamos.

Fallidos No Fallidos

Cliente
Patrimonio

neto
Deuda

pendiente
Cliente

Patrimonio
neto

Deuda
pendiente

1 1,3 4,1 9 5,2 1,0
2 3,7 6,9 10 9,8 4,2
3 5,0 3 11 9,0 4,8
4 5,9 6,5 12 12,0 2,0
5 7,1 5,4 13 6,3 5,2
6 4,0 2,7 14 8,7 1,1
7 7,9 7,6 15 11,1 4,1
8 5,1 3,8 16 9,9 1,6

Total 40 40 Total 72 24
Media 5 5 Media 9 3

 Utiizando el patrimonio neto de los clientes como variable clasificadora, denominándola  1X . El

grupo de clientes fallidos  ( )I , mientras que el grupo de clientes no fallidos   ( )II .

Las medias muestrales de los dos grupos son:   1,IX 5    ,     1, IIX 9

El punto de intersección de las dos funciones: 
1,I 1,II

1

X X 5 9
C 7

2 2

 
  

El punto de corte  1C  se utilizará para clasificar a los clientes que se les ha concedido el préstamo. Si

el patrimonio neto es menor que 7 (en diez mil euros) se clasifica al cliente como fallido  ( )I ,

mientras que se clasifica como no fallido  ( )II  si el patrimonio neto es mayor que esa cifra.

Con este criterio, se refleja el porcentaje de clasificaciones correctas e incorrectas en cada grupo.

Clasificación por Patrimonio neto

Situación real Fallidos No Fallidos Total

Fallidos 6   (75%) 2   (25%) 8  (100%)

No Fallidos 2   (25%) 6    (75%) 8  (100%)

Del total de 16 clientes se ha clasificado correctamente a 12, lo que equivale a un 75% del total.  En
concreto, se ha clasificado incorrectamente como fallidos a los clientes 5 y 7.  Por el contrario, se
han clasificado erróneamente como no fallidos a los clientes 9 y 13.

 Se utiliza la variable deudas pendientes como variable clasificadora, a la que se designa por  2X ,

para ver si se obtienen o no mejores resultados que con  1X

Las medias muestrales de los dos grupos son:   2,IX 5    ,     2, IIX 3

El punto de intersección de las dos funciones: 
2,I 2,II

2

X X 5 3
C 4

2 2
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Si las deudas pendientes son mayores que 4 (en diez mil euros) se clasifica al cliente como
fallido  ( )I , mientras que se clasifica como no fallido  ( )II  si las deudas pendientes son menores que

esa cifra.

Clasificación por Deudas pendientes

Situación real Fallidos No Fallidos Total

Fallidos 5 (62,5%) 3 (37,5%) 8 (100%)

No Fallidos 4 (50%) 4 (50%) 8 (100%)

Del total de 16 clientes se ha clasificado correctamente a 9, lo que equivale a un 56,25% del total.
En concreto, se ha clasificado incorrectamente como fallidos a los clientes  3, 6 y 8.  Por el contrario,
se han clasificado erróneamente como no fallidos a los clientes  10, 11, 13 y 15.

Los resultados obtenidos con esta segunda variable clasificadora son peores, ya que se clasifican
correctamente al 56,25% de los clientes.

Se han utilizado las dos variables clasificadoras de forma separada. Cabe preguntarse si se puede
mejorar el porcentaje de clientes clasificados correctamente si se utilizan las dos variables
clasificadoras de forma conjunta.

Para calcular la función discriminante de Fisher se utilizan las variables explicativas patrimonio neto
y deudas pendientes. Los centros de gravedad o centroides de los dos grupos son:

       
1,

2,

X 5

X 5

   
    

  

I

I
Ix        

1,

2,

X 9

X 3

   
    

  
IIx II

II

La función de clasificación lineal que se obtiene aplicando el método de Fisher:

      1 2x xD 1,036 X 0,932 X 

Sustituyendo en la función anterior  1X  y  2X  por las medias   1,X I  y    2,X I  del grupo I, se obtiene:

       1, 2,x x x xD 1,036 X 0,932 X 1,036 5 0,932 5 0,52    I I I

Procediendo de forma análoga en el grupo II, se obtiene:

       1, 2,x x x xD 1,036 X 0,932 X 1,036 9 0,932 3 6,528    II II II

El punto de corte discriminante:  
D D 0,52 6,528

C 3,524
2 2

 
  I II

La función discriminante de Fisher es:

       1 2x xD ‐ C = 1,036 X ‐ 0,932 X ‐ 3,524

En el siguiente cuadro se ha aplicado la función discriminante a cada uno de los clientes del Banco
Fuenterrebollo. La puntuación obtenida por cada cliente aparece en la penúltima columna. Todos
los clientes que obtengan puntuación negativa son asignados al grupo I, mientras que los que tienen
puntuación positiva se asignan al grupo II.
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Sustituyendo los valores de patrimonio neto y deudas pendientes se obtienen los valores de la tabla:

Cliente
Grupo

pertenencia

Patrimonio

Neto  ( )1X

Deuda

Pendiente   ( )2X
Puntuación

Discriminante  ( )D
Clasificado

1 I 1,3 4,1 ‐5,9984 I
2 I 3,7 6,9 ‐6,1216 I
3 I 5 3 ‐1,14 I
4 I 5,9 6,5 ‐3,4696 I
5 I 7,1 5,4 ‐1,2012 I
6 I 4 2,7 ‐1,8964 I
7 I 7,9 7,6 ‐2,4228 I
8 I 5,1 3,8 ‐1,782 I
9 II 5,2 1 0,9312 II
10 II 9,8 4,2 2,7144 II
11 II 9 4,8 1,3264 II
12 II 12 2 7,044 II
13 II 6,3 5,2 ‐1,8436 I
14 II 8,7 1,1 4,464 II
15 II 11,1 4,1 4,1544 II
16 II 9,9 1,6 5,2412 II

Resultados de la clasificación

Grupo de pertenencia
pronosticado

Total

                                       Fallido I II

  Original     Recuento        1 8 0 8
                                     2 1 7 8

%                                  1 100 0 100
                                     2              12,5    (1/8)            87,5   (7/8) 100

  Clasificados correctamente el 93,8% (15/16) de los casos agrupados originales

Comparando el grupo real de pertenencia y el grupo asignado se observa que solamente el cliente
13 está mal clasificado.

Con las dos nuevas solicitudes que tiene que analizar el director del Banco:

1º solicitante:   1 2x x x xD ‐ C = 1,036 X ‐ 0,932 X ‐ 3,524 = 1,036 10,1 ‐ 0,932 6,8 ‐ 3,524 = 0,602

2º solicitante:   1 2x x x xD ‐ C = 1,036 X ‐ 0,932 X ‐ 3,524 = 1,036 9,7 ‐ 0,932 2,2 ‐ 3,524 = 4,4748

Como la clasificación es positiva en ambos casos, se clasifican los dos solicitantes en el grupo de los
no fallidos, denotando que el segundo solicitante tiene una puntuación discriminante mucho más
elevada.



10

Para realizar el análisis discriminante, se elige Analizar/Clasificar/Discriminante

Como variable de agrupación se elige a la variable dependiente Préstamo. En el botón Definir rango
es necesario especificar cuáles son los valores Mínimo y Máximo de esta variable. Se introduce
Mínimo: 1 y Máximo: 2.

Las otras dos variables:  X1 = Patrimonio_ Neto  y   X2 
 
= Deuda_Pendiente, se eligen como variables

independientes, cuyos valores se utilizan para construir la función discriminante.

SPSS ofrece activados los botones: Estadísticos, Clasificar y Guardar. El botón Método sólo se activa
si previamente se ha elegido Introducir las variables con un Método por pasos.

En la salida del Visor aparecen los coeficientes de la función de clasificación de Fisher:

      1 2u = 1,036 u = ‐0,932 C = ‐3,524

Para obtener los coeficientes  1 2u , u  se recurre a las funciones discriminantes de Fisher:

       1 2 1 1 2 2F F ( )X ( )X (C C ) u X + u X - C = D - CII I II,1 I,1 II,2 I,2 II Ia a a a

con  lo que restando a los coeficientes de la segunda columna (No Fallidos) los de la primera
columna (Fallidos) se obtienen los coeficientes de la función D C .

La función de clasificación lineal de Fisher:      1 2x xD 1,036 X 0,932 X 

La función discriminante de Fisher:    1 2x xD ‐ C = 1,036 X ‐ 0,932 X ‐ 3,524
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Aparecen otros estadísticos de carácter descriptivos relacionados con la función discriminante.

 Coeficientes de las funciones canónicas discriminantes no tipificados

Los coeficientes de esta función son estrictamente proporcionales a los coeficientes de la función

discriminante  1 2u = 1,036 u = ‐0,932( , ) . El factor de proporcionalidad es 0,4074.  Estos coeficientes

no estandarizados se obtienen utilizando la regla de normalización u'Wu

Se toma como norma el denominador de   λ = =
u'Fu

u'Wu

Variabilidad entre ‐ grupos
maximizar

Variabilidad intra ‐ grupos

Así pues, la norma es la variación intra‐grupos.

 En la matriz de la estructura se puede conocer cuáles son las variables que tienen mayor poder
discriminante en orden a clasificar a un individuo en uno de los grupos.

Una forma de medir ese poder discriminante es calculando el coeficiente de correlación entre cada
una de las variables y la función discriminante.  Las comparaciones deben realizarse siempre
tomando las correlaciones en valor absoluto.

La correlación de la función discriminante con la variable Patrimonio_Neto (0,748) es mayor en valor
absoluto que con la variable Deuda_Pendiente (0,452).

 El cuadro muestra los coeficientes estandarizados de las funciones discriminantes canónicas.
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Estos coeficientes se obtienen cuando se tipifican cada una de las variables clasificadoras, para que
tengan media 0 y desviación típica 1. De esta forma se evitan los problemas de escala que pudieran
existir entre las variables.

La magnitud de los coeficientes estandarizados es un indicador de la importancia que tiene cada
variable en el cálculo de la función discriminante.

Así la variable Patrimonio_Neto tiene una influencia mucho mayor que la variable
Deuda_Pendiente, así un 35% superior.

Pulsando el botón Guardar...

El Grupo de pertenencia pronosticado crea una variable categórica con códigos 1, 2, ... , que indican
el grupo en que ha sido clasificado cada caso (grupo pronosticado).

Las Puntuaciones discriminantes crea tantas variables como funciones discriminantes se hayan
estimado. Cada variable contiene las puntuaciones discriminantes de cada función. Las variables se
crean en el orden en que han sido extraídas las funciones, es decir, en el orden definido por el
tamaño de los autovalores. Las puntuaciones discriminantes no se ven afectadas por las selecciones
realizadas en el proceso de clasificación.

En el caso del Banco de Fuenterrebollo en el Editor aparece la variable categórica Dis_1
con código ( 1, 2) indicando el grupo en que ha sido asignado el cliente.  Así como la variable  Dis1_1
con las puntuaciones discriminantes de la función Dis_1.
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Las puntuaciones discriminantes  Dis1_1  se expresan atendiendo a los coeficientes no tipificados de

las funciones canónicas discriminantes:     1 2u = 0,422 u = ‐0,380  , , C 1,437

     1 2x xD ‐ C = 0,422 X ‐ 0,380 X ‐ 1,437

Con las dos nuevas solicitudes que tiene que analizar el director del Banco:

1º solicitante:   1 2x x x xD ‐ C = 0,422 X ‐ 0,380 X ‐ 1,437 = 0,422 10,1 ‐ 0,380 6,8 ‐ 1,437 = 0,2451

2º solicitante:   1 2x x x xD ‐ C = 0,422 X ‐ 0,380 X ‐ 1,437 = 0,422 9,7 ‐ 0,380 2,2 ‐ 1,437 = 1,8251

Como la clasificación es positiva en ambos casos, se clasifican los dos solicitantes en el grupo de los
no fallidos, denotando que el segundo solicitante tiene una puntuación discriminante mucho más
elevada.

INFERENCIA Y CALCULO DE PROBABILIDADES EN EL ANÁLISIS
DISCRIMINANTE (2 GRUPOS)

Fisher realizó la obtención de la función discriminante aplicando un enfoque puramente
descriptivo, como se ha analizado en pasos anteriores.

Si con el análisis discriminante se desea ir más lejos de la mera clasificación se requiere la
formulación previa de hipótesis estadísticas. Formulando estas hipótesis se pueden abordar
algunos temas de carácter inferencial y otros relativos al modelo poblacional.

Los temas de carácter inferencial se refieren a diversos contrastes de significación sobre el
modelo, así como contrastes utilizados en el proceso de selección de variables cuando el
número de éstas es muy grande y no se conocen a priori las variables que son relevantes
en el análisis.

De otra parte, el cálculo de probabilidades de pertenencia a un grupo requiere que
previamente se hay postulado algún modelo probabilístico de la población.

Las hipótesis estadísticas que se adoptan, análogas a las postuladas en el análisis
multivariante de la varianza, se refieren tanto a la población como al proceso de obtención
de la muestra.

Hipótesis estadísticas sobre la población:

 Hipótesis de homoscedasticidad: La matriz de covarianzas de todos los grupos es
constante igual a  .

 Hipótesis de normalidad: Cada uno de los grupos tiene una distribución normal
multivariante, es decir,  g gx N( , ) 

Hipótesis sobre el proceso de obtención de la muestra:

Se supone que se ha extraído una muestra aleatoria multivariante independiente en cada
uno de los G grupos.

Bajo las hipótesis señaladas, la función discriminante obtenida por Fisher es óptima. No
obstante, la hipótesis de que las variables clasificadoras sigan una distribución normal no
sería razonable para variables categóricas (utilizadas frecuentemente en el análisis
discriminante como variables clasificadoras). Conviene señalar que, cuando se utilizan
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variables de este tipo, la función discriminante lineal de Fisher no tiene el carácter de
óptima.

Considerando las hipótesis anteriores, se examinan los contrastes de significación del
modelo, el problema de selección de variables y el cálculo de probabilidades de pertenencia
a una población.

Contrastes de significación y evaluación de la bondad del ajuste

Con los contrastes de significación que se realizan en el análisis discriminante con dos
grupos se trata de dar respuesta a tres tipos de cuestiones diferentes:

(a) ¿Se cumple la hipótesis de homoscedasticidad del modelo?

(b) ¿Se cumple la hipótesis de normalidad?

(c) ¿Difieren significativamente las medias poblacionales de los dos grupos?

La justificación de las primeras cuestiones ya se conoce de la teoría de  modelos. El
análisis de normalidad en el caso multivariante se suele realizar variable a variable, dada la
complejidad de hacerlo conjuntamente. Para el contraste de homoscedasticidad se puede
utilizar el estadístico de Barlett-Box.

La respuesta que se dé a la cuestión (c) es crucial para la justificación del análisis
discriminante. En el caso de que la respuesta fuera negativa carecería de interés continuar
con el análisis discriminante, ya que significaría que las variables introducidas como
variables clasificadoras no tienen una capacidad discriminante significativa.

La hipótesis nula y alternativa para dar respuesta a la cuestión (c) son: 0 1 2

1 1 2

H :

H :

  
   

El contraste de la hipótesis nula se puede realizar específicamente mediante el estadístico
2T  de Hotelling. Existen otros estadísticos que se pueden emplear, diseñados para el caso

general de G grupos, tales como el estadístico Ra de Rao o el estadístico V de Barlett.
Estos últimos estadísticos están construidos a partir de la   de Wilks.

En el caso de que se rechace la hipótesis nula se puede aplicar el análisis univariante de la
varianza para contrastar la hipótesis de igualdad de medias para cada una de las variables
clasificadoras por separado.

Como medida de evaluación de la bondad de ajuste se utiliza el coeficiente eta cuadrado
 2η , que es el coeficiente de determinación obtenido al realizar la regresión entre la

variable dicotómica, que indica la pertenencia al grupo, y las puntuaciones discriminantes.

A la raíz cuadrada de este coeficiente se le denomina correlación canónica. Una expresión
alternativa de la correlación canónica es:

         
1


 

 

donde   es precisamente el valor de la ratio que se obtiene al maximizar 
u'Fu

λ =
u'W u

Desde un punto de vista matemático   es una raíz característica.
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COMPARACIÓN DE GRUPOS

A parir de las pruebas de Box y Lambda se puede aplicar el análisis discriminante al
conjunto de datos, ya que hay diferencias entre cada grupo.

La Prueba de Lambda de Wilks compara las varianzas entre sí, mientas que la Prueba
de Box compara la igualdad de las covarianzas.

La prueba de Box sobre la igualdad de las matrices de covarianzas, como se indica en el
pie de la tabla de resultados, contrasta la hipótesis nula de que las matrices de
covarianzas poblacionales son iguales, es decir:

 Prueba de igualdad de las medias de los grupos (Prueba de Box):

Sig. (p - valor)  0,05     Las covarianzas son distintas    Se aplica análisis
discriminante.

Sig. (p - valor)  0,05      Las covarianzas son iguales    No aplicable análisis
discriminante.

En el análisis discriminante es importante (aunque no necesario) que las matrices de
covarianzas poblacionales sean distintas.

 Prueba de igualdad de las medias de los grupos (Lambda de Wilks):

Sig. (p - valor)  0,05     Las varianzas son distintas    Se aplica análisis
discriminante.

Sig. (p - valor)  0,05       Las varianzas son iguales    No aplicable análisis
discriminante.

Desde el punto de vista práctico, la comparación de grupos (tanto la Prueba de Box
como la de Wilks) solo se utiliza  para saber si se puede realizar el análisis discriminante
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Análisis de préstamos fallidos en el Banco Fuenterrebollo
Contrastes de significación

Se selecciona Usar método de inclusión por pasos, con lo que se activa el botón Método...

Pulsando el botón Estadísticos...

Se abre un cuadro dividido en tres grandes
áreas: Descriptivos, Coeficientes de la función y
Matrices.

DESCRIPTIVOS:

Medias: Proporciona el vector de medias (los centroides) y desviaciones típicas de cada variable
para cada grupo.

Univariante ANOVA: Contrasta igualdad de medias entre los grupos para cada variable.

M de Box:  Contrasta la hipótesis nula de que las matrices de varianzas‐covarianzas poblacionales
son iguales en los distintos grupos.

COEFICIENTES DE LA FUNCIÓN:

De Fisher:  Coeficientes de la función de clasificación bajo Normalidad

No tipificados:  Coeficientes de la función discriminante canónica de Fisher 'centrados'
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MATRICES:

Covarianza de grupos separados: Proporciona la matriz de varianzas y covarianzas de cada grupo,
es decir, las matrices S1

  
y  S2 , donde:

                     

     

     

k k

k k

n n
2(k) (k) (k) (k) (k) (k)

i1 1 i1 1 i2 2

i=1 i=1

k n n
2(k) (k) (k) (k) (k) (k)

i1 1 i2 2 i2 2

i=1 i=1

X ‐ X X ‐ X X ‐ X

S = k =1,2

X ‐ X X ‐ X X ‐ X

 
 
 
 
 
  

 

 

Covarianza intra‐grupos: Proporciona la matriz de varianzas y covarianzas 'combinada',  obtenida
como media ponderada de las dos anteriores, es decir:

                       1 1 2 2

1 2

(n ‐1)S + (n ‐1)S
S =

n +n ‐2

Covarianza Total: Proporciona la matriz de varianzas y covarianzas de (X1,  X2) para todos los
n
1
+ n

2 
= 16  individuos de la población, sin distinción de grupo.

COMPROBACIÓN SUPUESTOS PARAMÉTRICOS: La función discriminante minimiza la probabilidad
de equivocarse al clasificar a los individuos en cada grupo. Para ello, las variables originales se deben
distribuir como una normal multivariante y las matrices de covarianzas deben de ser iguales en
todos los grupos. En la práctica es una técnica robusta y funciona bien aunque las dos restricciones
anteriores no se verifiquen.

Si un conjunto de variables se distribuye como una normal multivariante, entonces cualquier
combinación lineal de ellas se distribuye como una normal multivariante. Por ello, si alguna de las
variables originales no se distribuye como una normal, entonces es seguro que todas las variables
conjuntamente no se distribuirán como una normal multivariante.

La segunda restricción se ocupa de la igualdad entre las matrices de covarianzas de los grupos. Para
comprobar esto, se puede utilizar la Prueba M de Box, que tiene como hipótesis nula que las
matrices de covarianzas son iguales. Se basa en el cálculo de los determinantes de las matrices de
covarianzas de cada grupo. El valor obtenido se aproxima por una F de Snedecor. Si el p_valor < 0,05
se rechaza la igualdad entre las matrices de covarianzas.

El test de M de Box es sensible a la falta de normalidad multivariante, es decir, matrices iguales
pueden aparecer como significativamente diferentes si no existe normalidad. Por otra parte, si las
muestras son grandes, pierde efectividad (es más fácil rechazar la hipótesis nula).

Pulsando el botón Método...
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Lambda () de Wilks:  Estadístico que mide el poder discriminante de un conjunto de variables

              
min(q‐1,p)

I

i=1

V V 1
= = =
T V +F

(1+ λ )
           (0   1)

Cuanto más cerca de 0  mayor es el poder discriminante de las variables consideradas, y cuanto
más cerca de 1 menor es el poder discriminante.

Estadísticos asociados:  F de Rao;  χ2 de Barlett (tests sobre las diferencias de medias en ambos
grupos)

La i‐ésima correlación canónica viene dada por:    i
i

i

λ
CR =

1+ λ
 mide, en términos relativos,  el poder

discriminante de la i‐ésima función discriminante, ya que es el porcentaje de la variación total en
dicha función que es explicada por la diferencia entre los grupos,  1CR0 i  , cuanto más cerca de 1

esté su valor, mayor es la potencia discriminante de la i‐ésima función discriminante.

Pulsando el botón Clasificar...

Una opción interesante es la de Reemplazar los valores perdidos con la media. En más de una
investigación, por algún motivo en la base de datos hay valores perdidos, y para que estos no
afecten los resultados finales, existe ésta opción de reemplazo, que se recomienda utilizar.

GRÁFICOS:

Grupos combinados: Representa las puntuaciones discriminantes o valores de la(s)  funcion(es)
discriminante(s), para los 16 individuos de la muestra (8 de cada grupo) todos juntos en un gráfico,
junto con sus centroides.  Como sólo hay una función discriminante este gráfico no se hace (si se
selecciona, luego no aparece).

Grupos separados: Representa un gráfico como el anterior pero para cada grupo. En este caso,
representaría en el primer gráfico únicamente los 8 individuos del grupo 1 y en el segundo sólo los 8
del grupo 2.

Mapa territorial: Con una única función discriminante no lo hace.
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El Visor de resultados de SPSS muestra:

En los contrastes de igualdad de medias se observa que en ambos casos se rechaza la hipótesis nula
al ser p_valor < 0,05, es decir, los dos grupos en media son diferentes.

 matriz intra‐grupos combinada:  
4,764 1,001

1,001 3,259

 
 
 

La información de esta tabla de ANOVAs univariados suele utilizarse como prueba preliminar para
detectar si los grupos difieren en las variables de clasificación seleccionadas.  Sin embargo, hay que
considerar que una variable no significativa a nivel univariante podría aportar información
discriminativa a nivel multivariante.

La salida de la matriz de covarianzas proporciona:

        1

4,289 1,824
S =

1,824 3,474

 
 
 

 ,   2

5,240 0,177
S =

0,177 3,043

 
 
 

 ,   total

8,713 ‐1,199
S =

‐1,199 4,108

 
 
 

Por otra parte, la media ponderada de  1S  y   2S  debe de coincidir con la matriz intra‐grupos

combinada, denominada S. Es decir, debe verificarse que:

1 1 2 2

1 2

4,764 1,001 4,289 1,824 5,240 0,177(n ‐1)S + (n ‐1)S 7 7
S = = = +

1,001 3,259 1,824 3,474 0,177 3,043n +n ‐2 14 14
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Aparece después la Prueba de Box  para el contraste de la hipótesis nula de igualdad de las matrices
de varianzas‐covarianzas poblacionales. Uno de los supuestos del análisis discriminante es que todos
los grupos proceden de la misma población y, más concretamente, que las matrices de
varianzas‐covarianzas poblacionales correspondientes a cada grupo son iguales entre sí.

El estadístico M de Box toma la forma: 
g

j j

j=1

M= (n ‐ g) log S ‐ (n ‐1) log S

Donde S es la matriz de varianzas‐covarianzas combinada,   jS  es la matriz de varianzas‐covarianzas

del grupo j‐ésimo, n es el número total de casos y  g el número de grupos.

El estadístico M carece de distribución muestral conocida, pero puede transformarse en un
estadístico F e interpretarse como tal (muchos investigadores critican este estadístico por ser
demasiado sensible a pequeñas desviaciones de la normalidad multivariante y a tamaños
muestrales grandes, tendiendo a ser conservador).

Se observa que la primera tabla ofrece los logaritmos de los determinantes de todas las matrices
utilizadas en el cálculo del estadístico M. Dado que el estadístico es multivariante, la tabla permite
comprobar qué grupos (cuando hay más de dos) difieren más.

Resultados de la prueba  ofrece la prueba M de Box y su transformación en un estadístico F.

El resultado de la prueba hace que no se rechace la igualdad de matrices de varianzas‐covarianzas,
dado que Sig = 0,849 > 0,05 , concluyendo que los dos grupos tienen la misma matriz de

varianzas‐covarianzas (no hay un grupo más variable que otro). Se rechaza la hipótesis nula

0 1 2H :    con un Sig. (p‐valor) pequeño.

A continuación aparecen los resultados del análisis discriminante (estadísticos por pasos):

Las variables son introducidas/eliminadas del modelo en la medida en que tengan asociado un
menor valor del estadístico Λ de Wilks.
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El estadístico Lambda () de Wilks  mide el poder discriminante de un conjunto de variables,
cuanto más cerca de 0  mayor es el poder discriminante de las variables consideradas, y cuanto
más cerca de 1 menor es el poder discriminante.

En el Resumen de las funciones canónicas discriminantes, aparece en primer lugar el título de
autovalores con información relativa al contraste de significación global de igualdad de medias y a
la medida de la bondad del ajuste.

Como hay g = 2  grupos y  k = 2  variables, sólo hay q =min (k, g ‐1) = 1  función discriminante, o

equivalentemente, la matriz   ‐1V F  tiene rango q =min (k, g ‐1) = 1  y sólo hay un autovalor distinto

de cero,  λ =1,716 , que es el que aparece en la tabla.

El valor característico   (autovalor) que 
u'Fu

λ = = en 1,716
u'Wu

 
Variabilidad entre ‐ grupos

maximiza
Variabilidad intra ‐ grupos

El autovalor de una función se interpreta como la parte de variabilidad total de la nube de puntos
proyectada sobre el conjunto de todas las funciones atribuible a la función. Si su valor es grande, la
función discriminará mucho.

La correlación canónica  
λ 1,716

η = = = 0,795
1+ λ 1 +1,716
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Las correlaciones canónicas, miden las desviaciones de las puntuaciones discriminantes entre grupos
respecto a las desviaciones totales sin distinguir grupos. Si su valor es grande (próximo a 1) la
dispersión será debida a las diferencias entre grupos, y en consecuencia, la función discriminará
mucho.

A continuación aparece el estadístico    (Lambda) de Wilks y el contraste realizado a partir del
mismo. El estadístico    se refiere a la función discriminante.

Como se trata de una sola variable, se calcula como cociente de dos escalares. El resultado obtenido

es el siguiente:    D

D

SCR
Λ = = 0,368

SCT

El estadístico   es el cociente entre la suma de cuadrados dentro de los grupos y la suma de
cuadrados total (sin distinguir grupos). Esto equivale a las desviaciones a la media dentro de cada
grupo entre las desviaciones a la media total sin distinguir grupos.

También se puede obtener a partir de la relación: 
1 1

Λ = = = 0,368
1+ λ 1+1,716

Cuanto más cerca de 0  se encuentre   mayor es el poder discriminante de las variables
consideradas, y cuanto  más cerca de 1 menor es el poder discriminante.

El nivel de significación crítico de Chi‐cuadrado es 0,002, p valor 0,002 0,05   , lo que conduce a

rechazar la hipótesis nula de igualdad entre los dos vectores de medias. Es decir, las dos variables de
forma global ejercen un efecto significativo, medido a través de la función discriminante, en la
separación de los grupos.

Los coeficientes estandarizados de las funciones discriminantes canónicas  se obtienen cuando se
tipifican cada una de las variables clasificadoras, para que tengan media 0 y desviación típica 1. De
esta forma se evitan los problemas de escala que pudieran existir entre las variables.

La magnitud de los coeficientes estandarizados es un indicador de la importancia que tiene cada
variable en el cálculo de la función discriminante. Así la variable Patrimonio_Neto tiene una
influencia mucho mayor que la variable  Deuda_Pendiente, así un 35% superior.
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Una forma de medir que variables tienen mayor
poder discriminante, para clasificar a un individuo
en uno de los grupos (fallidos, cumplidores), es
calcular el coeficiente de correlación entre cada
una de las variables y la función discriminante.

La correlación de la función discriminante con la variable Patrimonio_Neto (0,748) es mayor en valor
absoluto que con la variable Deuda_Pendiente (0,452). Las comparaciones deben hacerse siempre
en valor absoluto. En el programa SPSS las variables aparecen ordenadas de acuerdo con el valor
absoluto de los coeficientes de correlación.

Los coeficientes de las funciones canónicas discriminantes  son estrictamente proporcionales a los

coeficientes de la función discriminante lineal de Fisher  (D ‐C) :   1 2u = 1,036 u = ‐0,932 ,, C = ‐3,524

El factor de proporcionalidad es 0,4074, esto es, cada coeficiente es igual a 0,4074 multiplicado por
el coeficiente de la función discriminante lineal de Fisher.  Estos coeficientes no estandarizados se
obtienen utilizando la regla de normalización u'Wu , norma del denominador:

u'Fu
λ = =

u'Wu

Variabilidad entre ‐ grupos

Variabilidad intra ‐ grupos

Así pues, la norma es la variación intra‐grupos.

La función discriminante de Fisher:    1 2x xD ‐ C = 0,422 X ‐ 0,380 X ‐ 1,437

Si se guardan las Puntuaciones discriminates  aparece como variable Dis1_1 en el Editor de datos

Recordar que los coeficientes discriminantes lineales de Fisher se obtenían restando a los
coeficientes de No Fallidos los coeficientes de Fallidos.

La función discriminante de Fisher:    1 2x xD ‐ C = 1,036 X ‐ 0,932 X ‐ 3,524
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SELECCIÓN DE VARIABLES

En las aplicaciones de análisis discriminante se dispone frecuentemente de observaciones
de un número relativamente elevado de puntuaciones discriminantes.

Aunque hasta ahora se ha considerado que se conocen a priori cuáles son las variables
clasificadoras,  en la práctica, cuando el número de variables es elevado, se impone aplicar
un método que permita clasificar las variables con más capacidad discriminante entre un
conjunto de variables más amplio.

El procedimiento más utilizado es la selección paso a paso (stepwise). En el procedimiento,
en cada paso puede entrar, y también salir, una variable en el conjunto seleccionado,
dependiendo del valor que tenga el estadístico F correspondiente a la lambda de Wilks o,
en general, al estadístico que se utilice como criterio. Cuanto mayor sea el valor de la F,
más significativa será la variable para la que se calcula. Antes de comenzar la aplicación es
necesario fijar un valor mínimo F de entrada y un valor máximo F para salir.

Uso de la F: Una variable se introduce en el modelo si su valor de F es mayor que el valor
de entrada, y se elimina si su valor de F es menor que el valor de salida. La entrada debe
ser mayor que la salida y ambos valores deben ser positivos. Para introducir más variables
en el modelo, se disminuye el valor de entrada. Para eliminar más variables del modelo, se
eleva el valor de salida.

Uso de la probabilidad de F:  Una variable se introduce en el modelo si el nivel de
significación de su valor de F es menor que el valor de entrada, y se elimina si el nivel de
significación de su valor de F es mayor que el valor de salida. La entrada debe ser menor
que la salida y ambos valores deben ser positivos. Para introducir más variables en el
modelo, se eleva el valor de entrada. Para eliminar más variables del modelo, se disminuye
el valor de salida.

El Resumen de los pasos muestra los estadísticos para todas las variables después de
cada paso.
F para distancias por parejas muestra una matriz de razones F por parejas para cada
pareja de grupos.

CÁLCULO DE PROBABILIDADES DE PERTENENCIA A UNA POBLACIÓN

En muchas ocasiones es conveniente tener información complementaria a las puntuaciones
discriminantes. Con estas puntuaciones se puede clasificar a cada individuo, pero es
interesante disponer además de información sobre la probabilidad de su pertenencia a cada
grupo, ya que ello permitiría realizar análisis más matizados, e incluir otras informaciones
tales como la información a priori o los costes que implica una clasificación errónea.

Para realizar este tipo de cálculos se suelen asumir las hipótesis g gx N( , )    siendo

  matriz covarianzas ,  pero considerando que se conocen los parámetros poblacionales.

El cálculo de probabilidades se va a realizar en el contexto de la teoría de la decisión. Que
permite tener en cuenta tanto la probabilidad de pertenencia a un grupo como los costes de
una clasificación errónea. La clasificación de los individuos se va a realizar utilizando el
teorema de Bayes.

La aplicación del teorema de Bayes permite el cálculo de las probabilidades a posteriori a
partir de estas probabilidades a priori y de la información muestral contenida en las
puntuaciones discriminantes.
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Considerando el caso general de G grupos, el teorema de Bayes, establece que la
probabilidad a posteriori de pertenencia a un grupo g con una puntuación discriminante
 D Prob(g / D)  es:

      g

G

i
i 1

x

x

Prob(D / g)
Prob(g / D)

Prob(D / i)







En el segundo miembro aparecen las probabilidades a priori g  y las probabilidades

condicionadas Prob(D / g)

La probabilidad condicionada Prob(D / g)  se obtiene calculando la probabilidad de la
puntuación observada suponiendo la pertenencia a un grupo g.

Dado que el denominador del segundo miembro del cociente es una constante, se utiliza de
forma equivalente la expresión:

      g xProb(g / D) Prob(D / g)    donde   es una proporcionalidad

La clasificación de cada individuo se puede realizar mediante la comparación a posteriori.

Así, se asignará un individuo al grupo para el cual sea mayor su probabilidad a posteriori.
Aunque a partir de ahora solamente se tratará el caso de 2 grupos, se presenta el cálculo
de probabilidades de forma que sea fácilmente generalizada para G grupos.

El cálculo de probabilidades se va a realizar bajo tres supuestos diferentes: (a) Cálculo de
probabilidades sin información a priori. (b) Cálculo de probabilidades con información a
priori. (c) Cálculo de probabilidades con información a priori y costes.

(a) Cálculo de probabilidades sin información a priori

Se considera que no existe conocimiento previo de las probabilidades de pertenencia a un
grupo. Cuando no existe dicha información, se adopta el supuesto de que la probabilidad de
pertenencia a ambos grupos es la misma, es decir, se adopta el supuesto de que   I II .

Esto implica que estas probabilidades a priori no afectan a los cálculos de las
probabilidades a posteriori.

      
gF

F F

e
Prob(g / D)

e e


I II
      g , I II

      

,1 1 ,2 2 ,k k

,1 1 ,2 2 ,k k

F a X a X a X C

F a X a X a X C

    


     





I I I I I

II II II II II

Un individuo se clasifica en el grupo para el que la probabilidad Prob(g / D)  sea mayor. Este

criterio implica que un individuo se clasificará en el grupo I sí F FI II .

Aplicando este criterio se llega a los mismos resultados que aplicando la función
discriminante de Fisher. Con lo que el punto de corte C que se había definido:
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D D

C
2


 I II     es aplicable con este nuevo enfoque.

Otro criterio diferente para minimizar la probabilidad de clasificación correcta, denominando
Prob(I / II)  a la probabilidad de clasificar a un individuo en la población I perteneciendo
realmente a la población II  y  Prob(II/ I)  a la probabilidad de clasificar a un individuo en la
población II perteneciendo a la población I.

La probabilidad total de clasificación errónea es igual: Prob(I / II) + Prob(II/ I)

Bajo la hipótesis g gx N( , )   , minimizando la probabilidad se obtiene también como punto

de corte el valor C dado anteriormente.

(b) Cálculo de probabilidades con información a priori

Cuando se utilizan probabilidades a priori, los individuos o casos se clasifican en el grupo
para el que la probabilidad a posteriori es mayor.

De acuerdo con la hipótesis g gx N( , )   , la probabilidad a posteriori de pertenencia a

cada grupo se calcula:

    
gF

F F

e
Prob(g / D)

e e



  I II

I

I II

     g , I II

Con este criterio, un individuo se clasifica en el grupo I si:   F Ln( ) F Ln( )  I I II II

El punto de corte discriminante:  g

D D
C Ln

2

      
I II II

I

La ratio de probabilidades a priori debe establecerse de forma que el punto de corte se
desplace hacia el grupo menor con menor probabilidad a priori. Al desplazar el punto de
corte de esta forma, se tenderá a clasificar una proporción menor de individuos en el grupo
con menor probabilidad a priori. Cuando las dos probabilidades a priori son igual a 1/2,
entonces gC C .

(c) Cálculo de probabilidades con información a priori y consideración de costes

En ocasiones se dispone información de la probabilidad a priori  sobre la pertenencia de un
individuo a cada uno de los grupos, así como el coste que una clasificación errónea puede
tener.

Cuando se introducen costes de clasificación no puede hablarse ya de cálculo de
probabilidades a posteriori. No obstante se puede obtener un criterio para clasificar
minimizando el coste total de clasificación errónea.

El coste total de clasificación errónea viene dado por la expresión:

    x x x xProb(II/ I) Coste(II/ I) + Prob(I/ II) Coste(I/ II) I II

Al minimizar la expresión, bajo la hipótesis g gx N( , )   , el punto de corte discriminante:

    g,c

x

x

D D Coste(I/ II)
C Ln

2 Coste(II/ I)

 
 


I II II

I
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En los desarrollos se ha supuesto que las probabilidades son conocidas. En la práctica se
utilizan estadísticos muestrales en su lugar, provocando que se subestime la probabilidad
de clasificación errónea, produciendo sesgos sistemáticos en la clasificación. Para disminuir
estos sesgos se han propuesto, entre otros, dos procedimientos alternativos.

 Dividir la muestra total en dos submuestras, utilizando la primera submuestra para
estimar la función discriminante, mientras que la segunda se utiliza para su validación. Así,
la potencia discriminante de la función vendrá determinada por el porcentaje de individuos
clasificados correctamente en esta segunda submuestra.

 Jacknife: consiste en excluir un individuo del grupo I, calcular la función discriminante, y
clasificar después al individuo que se ha excluido. Haciendo lo mismo con el resto de los
individuos del grupo I, se estima la Prob(II/ I)  con el porcentaje de individuos que han sido
clasificados en el grupo II.

Procediendo de la misma forma con los individuos del grupo II, se estima la Prob(I/ II)

Análisis de préstamos fallidos en el Banco Fuenterrebollo
Cálculo de probabilidades

La salida del Visor:

Las Probabilidades a priori de pertenencia a los grupos se suponen iguales (0,5)

En los Coeficientes de la función de clasificación se muestran los coeficientes de las funciones de

clasificación que se obtendrían bajo el supuesto de Normalidad bivariante para   1 2(X ,  X )  en ambas

poblaciones, utilizando el criterio de la máxima verosimilitud y probabilidades  (0,5)  a priori iguales.
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Las funciones de clasificación son:

x x

x x

F = 0,777 Patrimonio_Neto + 1,296 Deuda_Pendiente ‐ 5,876

F =1,813 Patrimonio_Neto + 0,364 Deuda_Pendiente ‐ 9,396







I

II

Para el grupo I

La función de clasificación es de la forma:   1 11
D x S x x S x Ln ( )

2
    ' '

I I I I I

Los centros de gravedad o centroides de los  dos grupos:   
1,

2,

X 5
x = =

X 5

   
   

  

I

I
I

    
1,

2,

X 9
x

X 3

   
    

  

II

II
II

Matriz intra‐grupo combinada:  
4,764 1,001

S =
1,001 3,259

 
 
 

   
1 1

1

2

4,764 1,001 X 4,764 1,001 51
F 5 5 5 5 Ln(0,5)

1,001 3,259 X 1,001 3,259 52

 
       

          
       

I

       1

2

0,224 0,069 X 0,224 0,069 51
5 5 5 5 Ln(0,5)

0,069 0,328 X 0,069 0,328 52

        
                  

   

21X X

x x0,77734 Patrimonio_Neto 1,296 Deuda_Pendiente 5,876  
 

Para el grupo II

La función de clasificación es de la forma:   1 11
D x S x x S x Ln ( )

2
    ' '

II II II II II

   
‐1 ‐1

1

2

4,764 1,001 X 4,764 1,001 91
F = 9 3 ‐ 9 3 + Ln(0,5) =

1,001 3,259 X 1,001 3,259 32

       
       
       

II

   

21X X

x x= 1,813 Patrimonio_Neto + 0,364 Deuda_Pendiente ‐ 9,396
 

Cada individuo será asignado al grupo en el que obtenga un mayor valor de estas funciones.

La función discriminante de Fisher:  D C F F  II I
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21X X

x xD ‐ C = (1,813 ‐0,777) Patrimonio_Neto + (0,364 ‐1,296) Deuda_Pendiente ‐ (9,396 ‐5,876)=
 

           1 2x x= 1,036 X ‐ 0,932 X ‐ 3,524

Para cada caso, se muestran las puntuaciones discriminantes, las distancias de Mahalanobis de
dichas puntuaciones al centroide de cada grupo y las probabilidades a posteriori obtenidas a partir
de esas distancias.

Se observa que las probabilidades de pertenencia al propio grupos son elevadas excepto en el
cliente cumplidor 13, que se clasifica erróneamente en el grupo de los fallidos y que por añadidura
tiene una probabilidad muy baja de pertenencia (0,1367) al grupo de los cumplidores.
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 Como segunda aplicación, se realiza la clasificación incorporando información a priori.

En este caso, para clasificar a los clientes se utiliza el punto de corte discriminante

g

D + D π
C = ‐ Ln

2 π

 
 
 

I II II

I

  , estableciendo que  0,1 I  y   0,9 II

1, 2,x x x xD 1,036 X 0,932 X 1,036 5 0,932 5 0,52    I I I

1, 2,x x x xD 1,036 X 0,932 X 1,036 9 0,932 3 6,528    II II II

g

D D 0,52 6,528 0,9
C Ln Ln 1,3268

2 2 0,1

             
I II II

I

Para realizar la clasificación con introducción de probabilidades a priori se va a utilizar la

información de la función discriminante de Fisher   1 2x xD ‐ C = 1,036 X ‐ 0,932 X ‐ 3,524 ,

cambiando la constante por   gC = 1,3268 , con lo que   g 1 2x xD ‐ C = 1,036 X ‐ 0,932 X ‐ 1,3268

Cliente
Patrimonio

neto
Deuda

pendiente
Puntuación

Discriminante
Clasificado

como
Nueva Puntuación
Discriminante

Clasificado
como

1 1,3 4,1 ‐5,9984 I ‐3,8012 I

2 3,7 6,9 ‐6,1216 I ‐3,9244 I

3 5 3 ‐1,14 I 1,0572 II

4 5,9 6,5 ‐3,4696 I ‐1,2724 I

5 7,1 5,4 ‐1,2012 I 0,996 II

6 4 2,7 ‐1,8964 I 0,3008 II

7 7,9 7,6 ‐2,4228 I ‐0,2256 I

8 5,1 3,8 ‐1,782 I 0,4152 II

9 5,2 1 0,9312 II 3,1284 II

10 9,8 4,2 2,7144 II 4,9116 II

11 9 4,8 1,3264 II 3,5236 II

12 12 2 7,044 II 9,2412 II

13 6,3 5,2 ‐1,8436 I 0,3536 II

14 8,7 1,1 4,464 II 6,6612 II

15 11,1 4,1 4,1544 II 6,3516 II

16 9,9 1,6 5,2412 II 7,4384 II

Los clientes 3, 5, 6 y 8, que antes estaban clasificados como fallidos, se clasifican ahora como
cumplidores, ya que su puntuación ha pasado de negativa a positiva. Lo mismo ocurre con el cliente
13, que anteriormente estaba clasificado erróneamente como fallido siendo cumplidor.

 Ahora se va a calcular el punto de corte discriminante teniendo en cuenta la información a priori
e incorporando también los costes de la clasificación errónea. Se adopta que el coste de clasificar
como cumplidor a un cliente fallido es 20 veces superior que el coste de clasificar como fallido a un
cliente cumplidor.
Es decir, se establece la ratio  xCoste( / ) 20 Coste( / )II I I II

El punto de corte discriminante:   g ,c

x

x

D D Coste(I/II)
C Ln

2 Coste(II/I)

 
 


I II II

I
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g,c

x

x x

D D Coste(I/II) 0,52 6,528 0,9
C Ln Ln 4,3225

2 Coste(II/I) 2 0,1 20

           
I II II

I

La incorporación de los costes ha determinado que el nuevo punto de corte discriminante

g,cC 4,3225  se encuentre situado a la derecha del punto C 3,524 , a diferencia de los que

ocurría cuando solamente se tenían en cuenta las probabilidades a priori gC 1,3268

Para realizar la clasificación con introducción de probabilidades a priori y consideración de costes se

utiliza la información de la función discriminante de Fisher   1 2x xD ‐ C = 1,036 X ‐ 0,932 X ‐ 3,524 ,

cambiando la constante por  g ,cC 4,3225 , con lo que   g,c 1 2x xD ‐ C = 1,036 X ‐ 0,932 X ‐ 4,3225

Cliente
Patrimonio

neto
Deuda

pendiente
Puntuación

Discriminante
Clasificado

como
Nueva Puntuación
Discriminante

Clasificado
como

1 1,3 4,1 ‐5,9984 I ‐6,7969 I

2 3,7 6,9 ‐6,1216 I ‐6,9201 I

3 5 3 ‐1,14 I ‐1,9385 I

4 5,9 6,5 ‐3,4696 I ‐4,2681 I

5 7,1 5,4 ‐1,2012 I ‐1,9997 I

6 4 2,7 ‐1,8964 I ‐2,6949 I

7 7,9 7,6 ‐2,4228 I ‐3,2213 I

8 5,1 3,8 ‐1,782 I ‐2,5805 I

9 5,2 1 0,9312 II 0,1327 II

10 9,8 4,2 2,7144 II 1,9159 II

11 9 4,8 1,3264 II 0,5279 II

12 12 2 7,044 II 6,2455 II

13 6,3 5,2 ‐1,8436 I ‐2,6421 I

14 8,7 1,1 4,464 II 3,6655 II

15 11,1 4,1 4,1544 II 3,3559 II

16 9,9 1,6 5,2412 II 4,4427 II

Se observa que no se altera la clasificación de ningún cliente respecto a la utilización del punto de
corte discriminante inicial C. Es decir, la incorporación de los costes de clasificación errónea ha
compensado, más o menos, la menor probabilidad a priori de ser un cliente fallido.
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CLASIFICACIÓN CON MÁS DE DOS GRUPOS

Es un caso general del análisis discriminante con G grupos ( G 2 ), denominado análisis
discriminante múltiple, el número máximo de ejes discriminantes que se pueden obtener
viene dado por (G 1, k)min . En consecuencia, pueden obtenerse hasta G 1  ejes
discriminantes,  sí el número de variables explicativas k G 1  , hecho que suele ser
siempre cierto, ya que en las aplicaciones prácticas el número de variables explicativas
suele ser grande.

Cada una de las funciones discriminantes iD  se obtiene como función lineal de las k

variables explicativas X, es decir:

    i i,1 1 i,2 2 i,k kD = u X + u X + + u X            i =1, 2, , G -1

Los  G -1  ejes discriminantes vienen definidos respectivamente por los vectores

1 2 G-1u ,u , , u , definido mediante las expresiones:
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1k

u

u

u
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G 1 2
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G 1 k
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u


Para la obtención del primer eje discriminante, al igual que en el caso de dos grupos, se

maximiza 1 , siendo:   1 1

1 1
1

u ' F u
λ =

u ' W u

La solución a este problema se obtiene derivando 1  respecto de u e igualando a cero, es

decir:

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 12

1 1 1

2 Fu (u ' W u ) 2W u (u ' F u )
0 2 Fu (u ' W u ) 2W u (u ' F u ) 0

u (u ' W u )

 
   




11 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 Fu u ' F u
Fu W u W Fu u

2W u u ' W u
        

En consecuencia, la ecuación para obtener el primer eje discriminante 1
1 1 1W Fu u    se

traduce en la obtención de un vector propio 1u  asociado a la matriz no simétrica -1W F .

De los valores propios 1  que se obtienen al resolver la ecuación 1
1 1 1W Fu u    se retiene

el mayor, ya que precisamente 1λ  es la ratio que se tiene que maximizar y 1u  es el vector

propio asociado al mayor valor propio de la matriz -1W F .

Dado que 1  es la ratio a maximizar, cuando se calcule medirá el poder discriminante del

primer eje discriminante. El resto de los ejes discriminantes son otros vectores
característicos de la matriz -1W F , ordenados según el orden decreciente de las raíces
características. Así, el segundo eje discriminante tendrá menos poder discriminante que el
primero, pero más que cualquiera de los restantes.
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Como la matriz -1W F  no es simétrica, los ejes discriminantes no serán en general
ortogonales, es decir, perpendiculares entre sí.

Contrastes de significación

En el análisis discriminante múltiple se plantean contrastes específicos para determinar si
cada uno de los valores 1  es estadísticamente significativo, es decir, para determinar si

cada uno de los valores 1  contribuye o no a la discriminación entre los diferentes grupos.

Este tipo de contrastes se realiza  a partir del estadístico V de Barlett, estadístico que es
función de la  de Wilks y se aproxima a una Chi-cuadrado, con interés en el análisis
discriminante por su descomponibilidad. Su expresión es la siguiente:

      2
k (G 1)

k G
V n 1 Ln

2 


            

W

T
 

El estadístico V de Barlett contrasta la hipótesis nula 0 1 2 GH : μ = μ = L = μ , frente a la

hipótesis alternativa 1 gH : No todas μ  son iguales . La hipótesis nula ha de ser rechazada

para que se pueda continuar con el análisis discriminante, porque en caso contrario las
variables clasificadoras utilizadas no tendrían poder discriminante alguno.

Señalar que W es la matriz suma de cuadrados y productos cruzados intra-grupos en el
análisis de la varianza múltiple y T es la matriz suma de cuadrados y productos cruzados
total.

Para examinar el poder discriminante de cada uno de los ejes que contribuyen al análisis
discriminante existe un estadístico de Barlett para la contrastación secuencial, que se
elabora a partir de la descomposición  de Wilks, en productos en los que aparecen las
raíces características j .

De acuerdo con su definición, el recíproco de  se puede expresar:

    
-1 -1 -1 -11 T

= = W T = W T = W (W +F) = I+ W F
Λ W

Como el determinante de una matriz es igual al producto de sus valores propios, se tiene:

    1 2 G 1

1
= (1+ λ )(1+ ) (1 )

Λ   

Esta expresión puede sustituirse en el estadístico V de Barlett, obteniendo una expresión
alternativa:

        G 1
2

g k (G 1)
g 1

k G k G
V n 1 Ln n 1 Ln(1 )

2 2






 
            

Si se rechaza la hipótesis nula de igualdad de medias, al menos uno de los ejes
discriminantes es estadísticamente significativo, y será el primero, porque es el que tiene
mayor poder discriminante.

Una vez visto que el primer eje discriminante es significativo, se pasa a analizar la
significatividad del segundo eje discriminante a partir del estadístico:
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        G 1
2

g (k 1)(G 1)
g 2

k G k G
V n 1 Ln n 1 Ln(1 )

2 2



 


 
            

De forma análoga se analiza la significatividad de sucesivos ejes discriminantes, pudiendo
establecerse el estadístico V de Barlett genérico para contrastación secuencial de la
significatividad del eje discriminante j-ésimo como:

    G 1
2

j g (k j)(G j 1)
g j 1

k G k G
V n 1 Ln n 1 Ln(1 )

2 2



  
 

 
               j = 0, 1, 2, , G - 2

En este proceso secuencial se van eliminando del estadístico V las raíces características
que van resultando significativas, deteniendo el proceso cuando se acepte la hipótesis nula
de no significatividad de los ejes discriminantes que queden por contrastar.

Como una medida descriptiva complementaria de este contraste se suele calcular el
porcentaje acumulativo de la varianza después de la incorporación de cada nueva función
discriminante.

ANÁLISIS DISCRIMINANTE CANÓNICO

En el análisis discriminante hay dos enfoques: El primero de ellos está basado en la
obtención de funciones discriminantes de cálculo similar a las ecuaciones de regresión
lineal múltiple (el que se ha tratado hasta ahora). El segundo enfoque emplea técnicas de
correlación canónica y de componentes principales y se denomina análisis discriminante
canónico.

El análisis de componentes principales es una técnica multivariante que persigue reducir la
dimensión de una tabla de datos excesivamente grande por el elevado número de variables
que contiene 1 2 nx , x , , x   y quedarse con unas cuantas variables 1 2 pC ,C , ,C

combinación de las iniciales (componentes principales) perfectamente calculables y que
sinteticen la mayor parte de la información contenida en sus datos.

Inicialmente se tienen tantas componentes como variables:

    
1 11 1 12 2 1n n

n n1 1 n2 2 nn n

C a x a x a x

C a x a x a x

   

   






Pero sólo se retienen las p componentes (componentes principales) que explican un
porcentaje alto de la variabilidad de las variables iniciales )1 2 p(C ,C , ,C .

La primera componente 1C  tiene asociado el mayor valor propio de la matriz inicial de datos

y que las sucesivas componentes 2 pC , ,C  tienen asociados los siguientes valores

propios en cuantía decreciente de su módulo.

De esta forma, el análisis discriminante de dos grupos equivaldría al análisis de
componentes principales con una sola componente 1C .

La única función discriminante canónica será la ecuación de la componente principal

1 11 1 12 2 1n nC a x a x a x     y el valor propio asociado sería el poder discriminante.
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Para el análisis discriminante de tres grupos las funciones discriminantes canónicas  serán
las ecuaciones de las dos primeras componentes principales 1C y 2C , siendo su poder

discriminante los dos primeros valores propios de la matriz de datos.

De este modo, las componentes principales pueden considerarse como los sucesivos ejes
de discriminación. Los coeficientes de la ecuación de cada componente principal, es decir,
de cada eje discriminante, muestran el peso que cada variable aporta a la discriminación.

Señalar que estos coeficientes están afectados por las escalas de medida, lo que indica
que todas las variables deben presentar unidades parecidas, lo que se consigue
estandarizando las variables iniciales antes de calcular las componentes principales.

Concesión de préstamos del Banco Fuenterrebollo

El director del  Banco de Fuenterrebollo se preocupa por el aumento de clientes morosos y fallidos.
Con el objeto de paliar este problema, encarga un estudio que permita identificar con la mayor
precisión las solicitudes de préstamos que puedan llegar a convertirse en préstamos morosos o
fallidos, en caso de que se concedieran.

Después de analizar la documentación existente en el Banco, el investigador solamente puede
conseguir información completa acerca de 25 clientes a los que se han concedido préstamos en los
dos últimos años.

El estudio que se plantea el investigador es construir funciones discriminantes que permitan
clasificar, con los menos errores posibles, a los clientes en diferentes grupos. Si se obtienen buenos
resultados, estas funciones discriminantes se podrán utilizar para analizar si se concede un
préstamo o no a un futuro solicitante.

El investigador construye la tabla adjunta con los siguientes códigos:

 Categoría:  Grado de cumplimiento del cliente en el reintegro del préstamo.
      Toma los  valores:     1="Cliente cumplidor"    2="Cliente moroso"    3="Cliente fallido"

 Ingresos: Ingresos anuales netos en miles de euros.

 Patrimonio: Patrimonio neto en miles de euros.

 Vivienda: Variable dicotómica que toma los valores:   0="No Propietario"    1="Propietario"

 Casado: Variable dicotómica que toma los valores:      0="Otra situación"     1="Casado"

 Contrato_trabajo:  Variable dicotómica con valores:    0="Otra situación"     1="Contrato fijo"
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Cliente Categoría Ingresos Patrimonio Vivienda Casado Contrato trabajo

1 1 32,7 336 1 1 0
2 1 18,6 204 1 0 1
3 1 24,6 138 0 1 1
4 1 37,2 270 1 0 1
5 1 23,7 114 1 1 1
6 1 7,5 132 1 1 1
7 1 29,4 90 0 1 1
8 1 53,4 228 1 1 1
9 1 20,1 324 0 1 1
10 1 31,2 480 1 1 0
11 1 17,1 108 1 1 1
12 1 39 132 1 1 1
13 1 45,6 216 1 1 1
14 2 26,1 234 1 1 0
15 2 8,1 48 0 1 1
16 2 12,6 114 0 0 1
17 2 8,7 150 1 0 1
18 2 38,4 24 0 1 1
19 2 22,8 114 1 1 0
20 2 14,7 60 0 1 1
21 3 19,8 42 0 1 0
22 3 5,1 72 0 1 0
23 3 7,2 30 1 1 1
24 3 11,1 36 1 0 0
25 3 15,9 150 0 0 0

En la salida del Visor:
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Las medias de las cinco variables introducidas como independientes en el análisis son mayores en la
categoría de cumplidores que en las otras categorías.

Así, los clientes cumplidores, en relación con los otros dos grupos (morosos, fallidos), tienen
mayores ingresos, un mayor patrimonio, son propietarios de la vivienda que habitan, están casados
y son asalariados con contrato fijo.

Se rechaza la igualdad de medias cuando el Sig(p ‐ valor)  del test F (que es el test ANOVA) es bajo. En

consecuencia,  se acepta la hipótesis nula de que los grupos en media son iguales.

Aparece la tabla del logaritmo del determinante de las matrices de covarianzas de los residuos de

cada celda, calculadas según la expresión  g

g

g

V
S =

n ‐ 1

La matriz  gS  es una estimación de la matriz de covarianzas correspondiente a la celda g‐ésima  g
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La matriz de covarianzas global se calcula según la expresión 

G G

g g g

g=1 g=1

V (n ‐1)S

S = =
n ‐G n ‐G

 
  donde   S   es

una estimación de la matriz de covarianzas global   , así como el rango de cada una de estas

matrices.

Los logaritmos de los determinantes de todas
las matrices utilizadas en el cálculo del
estadístico M de Box.

La tabla permite comprobar qué grupos
difieren más.

Si las matrices son no singulares (tienen inversa) su rango debe de ser 5. Se observa, en este caso,
que la matriz correspondiente al grupo 3 (Cliente fallido) no se calcula porque existen muy pocos
casos para ser no singular.  Se puede ver  que el número de individuos que pertenecen al grupo 3
(Clientes fallido) es justamente 5 y con este tamaño la matriz de covarianzas de los residuos es
necesariamente singular.

Las matrices son de orden  x5 5  ya que existen cinco variables clasificadoras.  Si las matrices son no

singulares (tienen inversa) su rango debe de ser 5.

Debido a que la matriz del grupo 3 (fallidos) es singular, SPSS contrasta la igualdad de las matrices
de covarianzas poblacionales en los grupos 1 y 2 (cliente cumplidores y morosos), estimando la
matriz de covarianzas global con los datos de estos dos grupos.

El nivel de significación crítico que se obtiene en este contraste es 0,048, con lo que se acepta la
hipótesis nula para un nivel de significación del 1% ( 0,048   0,01 ), pero no para un nivel del 5%

(0,048   0,05 , rechazándose entonces la hipótesis nula).
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En el resumen de las funciones canónicas discriminantes:

El cuadro de Autovalores presenta los autovalores de las funciones canónicas discriminantes, que
miden las desviaciones de las puntuaciones discriminantes entre grupos respecto a las desviaciones
dentro de los grupos.
El autovalor de una función se interpreta como la parte de variabilidad total de la nube de puntos
proyectada sobre el conjunto de todas las funciones atribuible a la función.
Si su valor es grande, la función discrimina mucho.

 Las correlaciones canónicas miden las desviaciones de las puntuaciones discriminantes entre
grupos respecto a las desviaciones totales sin distinguir grupo. Si su valor es grande (próximo a 1) la
dispersión será debida a las diferencias entre grupos, y por tanto la función discriminará mucho.

En el cuadro se observa que los valores de la correlación canónica decrecen 0,883 0,203  y, por

tanto, la primera función discrimina más que la segunda.

 Con los autovalores ocurre lo mismo, 2,264 0,043 . La primera función explica el 98,1% de la

variabilidad total, mientras que la segunda función explica el restante 1,9%. La primera función es la
que va a dar prácticamente la clasificación, mientras que la segunda aporta poca información, como
se observa en la Lambda de Wilks que es significativa. Con lo que a efectos prácticos se podría
prescindir de la segunda función discriminante, sin que afectase de forma importante a los
resultados de la clasificación.

La Lambda de Wilks tiene mayor poder discriminante cuando más se aproxima a 0 y menos cuanto
más se aproxima a 1.

En la Lambda de Wilks se aplica el contraste de significación para el conjunto de los dos ejes
discriminantes. El contraste V de Barlett que se aplica es:

    
G 1

j g

g j 1

k G
V n 1 Ln(1 ) donde j 0,1

2



 

                2
j (k ‐ j)(G ‐ j ‐1)V χ

        0 1 2

k G 2 3
V n 1 ln(1 ) ln(1 ) 25 1 Ln(1 2,264) Ln(1 0,043) 26,343

2 2
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Los grados de libertad de la Chi‐cuadrado son  (k ‐ j)(G‐ j‐1) (2 0)(3 0 1) 4      y el nivel de

significación crítico es 0,000 0,05  rechazando, por tanto, la hipótesis nula, lo que significa que al

menos uno de los ejes discriminantes es significativo. Es decir, el primer eje discriminante es
significativo (es el que tiene mayor poder discriminante). Adviértase que si no se rechaza la hipótesis
nula no debería continuar el análisis.

Obsérvese que se cumple la relación entre la Lambda de Wilks y las raíces características
(autovalores):

         0

1 2

1 1
0,294

(1 ) (1 ) (1 2,264) (1 0,043)
   

     

Una vez determinada la significatividad del primer eje discriminante, se contrasta la significatividad
de los restantes, en este caso, del segundo eje discriminante. El contraste a aplicar es el siguiente:

           1 2

K G 2 3
V n 1 ln(1 ) 25 1 ln(1 0,043) 0,909

2 2

                   

Los grados de libertad de la Chi‐cuadrado son  (K 1)(G 1 1) (2 1)(3 1 1) 1         (en el análisis no

entran 3 variables clasificadoras) y el nivel de significación crítico es 0,340 > 0,05, aceptando la
hipótesis nula, lo que significa que el segundo eje discriminante no es significativamente distinto de
0 para cualquiera de los niveles de significación usuales.

La relación entre la Lambda de Wilks (obtenida después de excluir la primera función discriminante)
y la segunda raíz característica (segundo autovalor) es la  siguiente:

        1

2

1 1
0,959

(1 ) (1 0,043)
   

  

Como información complementaria, se calcula la correlación canónica de cada función discriminante
con la variable categórica que define los grupos, obteniéndose:

        1
1

1

2,264
0,833

1 1 2,264


   

  
                1

2

1

0,043
0,203

1 1 0,043


   

  

Las funciones discriminantes canónicas estandarizadas:

1 x xD 1,193 Patrimonio 1,154 Contrato_Trabajo 

2 x xD 0,511 Patrimonio 0,594 Contrato_Trabajo  



41

Con los coeficientes de la función discriminante canónica estandarizados (media 0 y desviación típica
1) se evitan los problemas de escala que pudieran existir entre las variables.
En consecuencia, las magnitudes de los coeficientes estandarizados son un indicador de la
importancia que tiene la variable en el cálculo de la función discriminante.

La matriz de estructura facilita conocer cuáles son las variables que tienen mayor poder
discriminante en orden a clasificar a un individuo en uno de los grupos (cumplidor, moroso, fallido).

Una forma de medir ese poder discriminante es calculando el coeficiente de correlación entre cada
una de las variables y la función discriminante. Con un asterisco se indica el coeficiente más grande
(en valor absoluto) que tiene cada variable.

 Así, la variable Casado tienen su mayor coeficiente con la función discriminante 1, mientras que las
variables Contrato_Trabajo e Ingresos lo tienen con la función discriminante 2.

Los coeficientes de las funciones canónicas discriminantes indican como se pueden escribir las
funciones discriminantes:

Las funciones discriminantes canónicas sin estandarizar:

1 x xD 0,013 Patrimonio 2,734 Contrato_Trabajo 3,796  

2 x xD 0,005 Patrimonio 1,406 Contrato_ Trabajo 0,126   
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Las funciones en los centroides de los grupos da una idea de cómo las funciones discriminan grupos.
La discriminación es buena tal y como ya había asegurado la Lambda de Wilks.

Aparecen las puntuaciones de los centroides de los grupos (Patrimonio_Neto, Contrato_Trabajo)
con respecto a las funciones discriminantes (conviene darse cuenta que en este caso no hay un
punto de corte discriminante, pues el conjunto de datos se encuentra separado en tres grupos).

En Estadísticos de clasificación

Falta calcular el valor de tres funciones de clasificación, y se clasificará a cada individuo en aquél
grupo cuya función discriminante resulte tomar el mayor valor.

Las funciones de clasificación son:

x x

x x

x x

F 0,063 Patrimonio 13,721 Contrato_Trabajo 13,590

F 0,039 Patrimonio 9,604 Contrato_Trabajo 6,607

F 0,018 Patrimonio 3,662 Contrato_Trabajo 2,051

  

  

  

I

II

III

cliente cumplidor

cliente moroso

cliente fallido

Para su aplicación, se calcula la puntuación de cada individuo en cada uno de los grupos, utilizando
las funciones clasificadoras. Finalmente, un individuo se clasifica en el grupo en el que ha alcanzado
la puntuación más elevada.

Con el criterio señalado, seleccionando en el
botón Guardar... la opción Grupo de
pertenencia pronosticado, se incorpora al
Editor las puntuaciones discriminantes Dis_1
con el grupo de pertenencia (categoría) de
cada individuo
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 De los 13 clientes cumplidores se clasifican a 10 correctamente como cumplidores y a 3 como
morosos (5, 7 y 12). El porcentaje de acierto es del 76,9%

 De los 7 clientes morosos se clasifican a 5 correctamente como morosos, a 1 como cumplidor
(17)  y  1 como fallido (19). Porcentaje de acierto 71,4%
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 De los 5 clientes fallidos, se clasifica correctamente a 4 y 1 como moroso (23). Porcentaje de
acierto 80%

Los resultados de la investigación satisfacen al director del Banco de Fuenterrebollo, ya que se
obtiene un porcentaje elevado de clientes clasificados correctamente (76%). Al Banco le preocupa
sobre todo que un cliente moroso o fallido puede ser considerado como cumplidor, ya que el coste
de una clasificación errónea de este tipo es muy elevado para la entidad. En este sentido, hay un
cliente moroso (17) que ha sido clasificado como cumplidor.

Como resultado de la investigación, el Banco Fuenterrebollo dispone de un instrumento valioso que
utilizará en el análisis de las solicitudes de nuevos préstamos.

En Probabilidades previas para los grupos se presentan las probabilidades a priori, que se utilizan
también para clasificar a los individuos en grupos. En el botón Clasificación... se ha utilizado la
opción Calcular según el tamaño de los grupos.
Si se hubiera optado por Todos los grupos iguales, cada individuo tendría a priori la misma
probabilidad de 1/3  de pertenecer a cada uno de los grupos.

En la tabla estadísticos por casos se observan el grupo real y el pronosticado (para grupo mayor y
segundo grupo mayor) al que pertenece cada individuo.

Un individuo se clasifica en el grupo en el que su pertenencia tiene una mayor probabilidad a
posteriori.

Cuando el grupo real en que cae el individuo y el pronosticado en grupo mayor no coinciden, hay un
error de clasificación del individuo, aparece con un asterisco refleja que el individuo a que
corresponda se le clasifica de forma errónea.

En la columna del segundo grupo mayor se observan los grupos a que pertenece cada individuo en
segundo lugar en sentido probabilístico (pero el importante es el grupo mayor).

No aparece la columna etiquetada con (valores faltantes) donde se refleja casos o individuos para
los que no se dispone de información completa.

Las dos últimas columnas se refieren a las puntuaciones discriminantes. Cada una de ellas
corresponde a una función discriminante. Se calculan utilizando los coeficientes de las funciones
discriminantes canónicas no estandarizadas.
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Para cada caso, se muestra el cálculo de probabilidades a posteriori, las distancias de Mahalanobis
de dichas puntuaciones al centroide de cada grupo, las probabilidades a posteriori obtenidas a partir
de esas distancias y resultados de la clasificación.

La probabilidad a posteriori  se le designa como  P (G = g / D = d) , se indica la probabilidad a

posteriori más alta (grupo mayor) con indicación al grupo al que corresponde y la segunda
probabilidad más alta (segundo grupo mayor) también con indicación del grupo.

Junto a la probabilidad más alta aparece la probabilidad de la puntuación discriminante
condicionada al grupo, P (D > d / G = g) , que no tiene un interés especial en el análisis

discriminante.

Se observa que hay cinco casos mal clasificados (7, 16,17, 19 y 23)

Con el criterio señalado, seleccionando en el
botón Guardar... la opción Probabilidades de
pertenencia al grupo, se incorporan al Editor
las probabilidades a posteriori  Dis1_1 , Dis2_1
y Dis3_1.
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Un individuo se clasifica en el grupo que tiene mayor probabilidad a posteriori

(Dis1_1 ,  Dis2_1 ,  Dis3_1)max  es  P(G= g /D= d)  en el grupo mayor.
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El mapa territorial representa las puntuaciones en las funciones discriminantes canónicas, en
abscisas se sitúan las puntuaciones en la función 1 y en ordenadas las puntuaciones en la función 2.

El área situada en la parte derecha de la función discriminante 1 es la correspondiente al grupo 1,
mientras que el área de la izquierda corresponde al grupo 3. Se clasifican en el grupo 2, los
individuos con puntuaciones discriminantes canónicas situadas en el triángulo de la parte central.

El mapa territorial también se utiliza para clasificar individuos futuros. Para ello se observan las
puntuaciones discriminantes consideradas  y se observa a qué grupo corresponde la región del
mapa territorial en que se sitúa el punto cuyas coordenadas son precisamente las puntuaciones
discriminantes citadas.


