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ESTIMADORES

Un estimador es un estadistico (una funcién de la muestra) utilizado para estimar un
parametro desconocido de la poblacién.

Por ejemplo, si se desea conocer el precio medio poblacional de un articulo (parametro
desconocido) se recogen observaciones del precio de dicho articulo en diversos
establecimientos (muestra) pudiendo utilizarse la media aritmética de las observaciones
para estimar el precio medio poblacional.

Para cada parametro pueden existir varios estimadores diferentes. En general, se elige
el estimador que posea mejores propiedades que los restantes, como insesgadez,
eficiencia, convergencia y robustez (consistencia).

El valor de un estimador proporciona una estimacion puntual del valor del parametro en
estudio. En general, se realiza la estimacion mediante un intervalo, es decir, se obtiene

un intervalo [parémetro muestral + error muestral] dentro del cual se espera se

encuentre el valor poblacional dentro de un cierto nivel de confianza. El nivel de
confianza es la probabilidad de que a priori el valor poblacional se encuentre contenido
en el intervalo.

PROPIEDADES DE LA ESPERANZA Y VARIANZA
a) E[aX,£bX,]=E[aX,]+E[bX,]=aE[X,] + bE[X,]

b) Var[aX,+bX,]|=Var[aX,]+ Var[bX,]=a*Var[X,]+b*Var[X,]

SESGO

Se denomina sesgo de un estimador a la diferencia entre la esperanza (valor esperado)
del estimador y el verdadero valor del parametro a estimar. Es deseable que un
estimador sea insesgado o centrado, esto es, que el sesgo sea nulo para que la
esperanza del estimador sea igual al valor del parametro que se desea estimar.

Por ejemplo, si se desea estimar la media de una poblacion, la media aritmética de la
muestra es un estimador insesgado de la misma, ya que la esperanza (valor esperado)
es igual a la media poblacional.

Si una muestra X =(x,, X,, -+ , X,) procede de una poblacion de media p:
E[x]=p parai=(12 --- n)

» La media aritmética muestral es un estimador insesgado de la media poblacional:

E[i]:EEZn: i:le{Z } ZE[X (€[] +ED] -+ E[]) = Tnn=n

i=1
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» La varianza de una muestra aleatoria simple es un estimador sesgado de la varianza
poblacional, siendo su esperanza:

n

2 (x=xF

La varianza muestral c? = !

n

Para calcular su esperanza matematica se realizan previamente algunos calculos
sumando y restando la esperanza de la variable aleatoria poblacional.

Zn:(xi_i)z Zn:(xi_i+u_u)2

62 = & _ = :% ;[(xi - p)—(?—u)]z

n n

Desarrollando el cuadrado:

n

o= D [0G=Ry + (X =P =2(x ) (X —p) | =

n i=1

- ;m—uf+n<i—u)2—2(i—u)2(xi—u>]=

i=1

=% Z:(Xi—u)2 +N(X—p)* =2 (X-p) (n?—nu)}

i=1

1 Z:(xi—u)2 +nX?+np®—2nXp|-2nX* +|2nXp|+2nXpn—2n M2]=
n

i=1

2 Z(m—uf—n(i—ﬂ
n

i=1

Calculando la esperanza matematica de la varianza muestral ci :

1 n . 1 n —
E[o?]-— E(Z(Xi ) - n(X—u)zJ = — D E[-n’]- E[x-n)]
i=1 =1 varianza media
varianza poblacional muestral

En el segundo miembro aparecen dos esperanzas, la primera E(x, —u)’ coincide con la

varianza poblacional c? al tratarse de una muestra aleatoria simple, la segunda
2

_ . : c
esperanza E (X —p)® es la varianza de la media muestral —
n

Por tanto, E[ci] —o?-—=——¢?



» La cuasivarianza de una muestra aleatoria simple es un estimador insesgado de la
varianza poblacional:

. : o n
La relacion entre varianza y cuasivarianza: no?>=(n-1)s + s’= — o’
n —

La esperanza de la cuasivarianza s> es igual a la varianza poblacional ¢*:

e[si)-€| 2 ot - efot] - o o

Un estimador § es insesgado (centrado) cuando E(§) =6

Un estimador § es sesgado cuando E(0) = 0 +b(8) = b(d) =E(0) — 0

—
sesgo

Un estimador § es asintéticamente insesgado si su posible sesgo tiende a cero al
aumentar el tamafio muestral que se calcula: limb(6)=0

n—o

n

Sea el estimador § = —— in

n+1 4

SR LA oV D _ 1 _ 1 _
E(0) = E{n+1zxi} Cn+1 El:ZXi Cn+l & Ex) = n+1 () = n+1

b(@)= E(®) —p= L _ o Dpzhp-p o B _n—= o
n+1 n+1 n-+1
insesgado

asintéticamente

ERROR CUADRATICO MEDIO DE LOS ESTIMADORES (ECM)

La utilizacion de la estimaciéon puntual como si fuera el verdadero valor del parametro
conduce a que se pueda cometer un error mas o menos grande.

El Error Cuadratico Medio (ECM) de un estimador § viene definido:
2
ECM(0)=E(0-0)2= V(6) + {E(é) e} siendo el sesgo b(0)=E(6) -0
sesgo
Cuando el estimador es centrado, el sesgo b(§)=0 — ECM()=V ()

Un error cuadratico medio pequefio indicara que en media el estimador 6 no se
encuentra lejos del parametro 6.



CONSISTENCIA

Si no es posible emplear estimadores de minima varianza, el requisito minimo deseable
para un estimador es que a medida que el tamafo de la muestra crece, el valor del
estimador tienda a ser el valor del parametro poblacional, propiedad que se denomina
consistencia.

Un estimador 6 consistente es un estimador asintéticamente insesgado cuya varianza
tiende a cero al aumentar el tamafo muestral.

El estimador 6 es consistente cuando lim E(§)=6 y lim V(§)=0

EFICIENCIA

Un estimador es mas eficiente 0 mas preciso que otro estimador, si la varianza del
primero es menor que la del segundo.

Sean 6,y 0, dos estimadores insesgados, se dice que 6, es mas eficiente que 0, si

se verifica que Var(0,) < Var(0,)

Var(0,)

La eficiencia relativa se mide por el ratio: -
Var(0,)

La eficiencia de los estimadores esta limitada por las caracteristicas de la distribucion de
probabilidad de la muestra de la que proceden.

Es insesgado

Un estimador es eficiente cuando verifica: ] .
Posee varianza minima

La cuestidon de tener varianza minima queda resuelta mediante la Cota de Cramér-Rao.

La varianza de un estimador verifica siempre la Cota de Cramér-Rao: V(é) >CCR. Un

estimador sera eficiente cuando V(0) = CCR

: [1ep@®]  _ [1+0@®)]
y la cota resulta V(0) >CCR = =

nEPmL(x,e)}2 E[SInL(X,e)T
90 90

1

nE{SInL(x,e)T
90

Si el estimador es insesgado, b(6)=0: V() >CCR=

[1+b(0)]
nEPlnL(x,e)}2

Y en muestras aleatorias simples: V(§) > CCR =

36



Es preciso destacar que la Cota de Cramér-Rao (CRR) no tiene por qué tomar siempre
un valor muy pequefo (cercano a cero).

Un estimador es asintéticamente eficiente si: lim V() = CCR

X—0

El denominador de la Cota de Cramér-Rao es la cantidad de informacion de Fisher en
una muestra:

9InL(X,0

)} o bien i(0)= E{—S InL(x,
90

_ )| o
I(e)_E[ 30 } donde 1(6)=ni(06)

A la funcién In L(X, 0) se llama soporte o log-verosimilitud

El denominador de la expresion, 1(0), puede simplificarse en una muestra aleatoria
simple (m.a.s.), segun sea el caso discreto o continuo, obteniendo la expresion:

y _ ,
Discreto: E SInP(Xy X5 =+, Xy 3 0) _n.g|2InPX; 6) InP(x; 0)
96 | | 90
9inf 0] [amix; 0)]
Continuo: E| 2 IXeXp o %, 5 0)) 1 8Inflx; 0)
96 | | 90

METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD (EMV)

La estimacion por maxima verosimilitud es un método de optimizacién que supone que la
distribucion de probabilidad de las observaciones es conocida.

Sea (x,, ---,X,) una muestra aleatoria (no necesariamente simple) de una poblacion X
con funcién de masa P, (o funcion de densidad f,) donde 6=(6,, --- ,0).

El estimador de maxima verosimilitud (probabilidad conjunta) de 6 es el formado por los

~

valores (0., --- ,0,) que maximizan la funcién de verosimilitud de la muestra
(x,, ---,Xx,) obtenida:

P(x,,0)---P(x, ,0) caso discreto

L(6) = L(X; 8)= L(x,, ---,x,;0) =
f,(x,)---f,(x,) caso continuo

En muchas ocasiones, es mas practico encontrar el estimador de maxima verosimilitud
es considerar la funcién soporte o log-verosimilitud InL(0), en lugar de la funcién de
verosimilitud L(6), ya que es mas facil de manejar y presenta los mismos maximos y
minimos.

Se despeja 6=(0,, --- ,6_) de la ecuacién: 9L (6) = 0y se obtiene el estimador
0=0

de maxima verosimilitud EM.V (0)



SUFICIENCIA

Un estimador 6 es suficiente cuando no da lugar a una pérdida de informacion. Es decir,

cuando la informacién basada en 6 es tan buena como la que hiciera uso de toda la
muestra.

Para identificar estadisticos suficientes se utiliza el criterio de factorizacién de
Fisher-Neyman, que dice que dada una muestra aleatoria (x4, --- ,x,) de una poblacion

X con funcién de masa P, (o funcién de densidad f,) un estadistico 6 es suficiente para

0 siy sélo si:
Py (X4, =+ ,X,)= g[é(x1, LX), e]h(x1, e X)) caso discreto
fo (X4, ==+ ,X,)= g[é(x1, LX), e]h(x“ LX) caso continuo

Para encontrar un estadistico suficiente hay que factorizar la funcion de verosimilitud
delaforma: L(6) = g (8, 0).h(x,, -+ ,X,)

METODO DE LOS MOMENTOS

El procedimiento consiste en igualar momentos poblacionales respecto al origen (a,) a
los correspondientes momentos muestrales respecto al origen (a,), formando asi tantas
ecuaciones como parametros poblacionales se pretenden estimar:

a,= E(X)=p - a,=a,= '=1n =X
> i
a,= E(X)) o G,=a,=—
.................. e
>x
a,=E(X ) - &=a=""



Gestidn Aerondutica: Estadistica Tedrica
5.‘.-’, Facultad Ciencias Econdmicas y Empresariales
Universidad AL.}'EHOM Departamento de Economia Aplicada
de Hadrid Profesor: Santiago de la Fuente Fernandez

CALCULO DE LA INSESGADEZ y EFICIENCIA DE LOS ESTIMADORES

1.- La variable aleatoria poblacional "renta de las familias" del municipio de Madrid se
distribuye siguiendo un modelo N(u, o). Se extraen muestras aleatorias simples de
tamano 4. Como estimadores del parametro pu, se proponen los siguientes:

. X+ 2X, +3X,

Hy = 6
. Xy —4Xx,
Ho = _3
l:l3 =X

Se pide:

a) Comprobar si los estimadores son insesgados

b) ¢Cual es el mas eficiente?

c) Situviera que escoger entre ellos, ¢ cual escogeria?. Razone su respuesta a partir del
Error Cuadratico Medio.

Solucion:

a) Un estimador § es insesgado (o centrado) cuando se verifica | E(6) =6

2 3
E(n,) = E Rt A 1E[x1+2x2+3x3] =
6 6
1 1
= 5 LE(x)+2B(x,)+3E(x,) | = ~[6u] =
R X, —4Xx, 1 1
E(fi,) = E| ———2| = -2 E[ x,—4x,] = - | E(x,)-4E(x,) | =
-3 3 3
1
= —5[—3u] =u
R X, + X, +X;+X 1
E(u3)=E[ ! 24 & 4j|:ZE|:X1+X2+X3+X4:|=

%[E(XQ +E(x,)+E(x,)+E(x,) | = %[4u] =u

Los tres estimadores son insesgados o centrados.

b) El estimador mas eficiente es el que tenga menor varianza.

7


www.fuenterrebollo.com/Aeronautica2016/menu.html
www.fuenterrebollo.com/Aeronautica2016/menu.html

2 3
V[}’i[l _ V|:X1+ X62+ Xs} _ %V[X1+2X2+3X3} =

_ _ 1 2714 5 2
= —[V(x)+4V(x,)+9V(x,) ] = %[145 ]—£G =0,39¢

v[i,] = v[’“:—;“} - %V[x1—4x2] = [ V(x)+16V(x,)]=

[1702]21?762 =189c2

(o} AN

V[ﬁs] _ V{X1+X21X3+X4} _ %V[X1+x2+x3+x4] _

= %[V(xn +V(X,)+ V(x5)+V(x,) ] = —[402]=%02=o,2562

El estimador [i, es el mas eficiente.

c) Se elige el estimador que presente menor Error Cuadratico Medio (ECM)

\—W_—J
sesgo

ECM@®)=E0-0)%= V() + [E(é)—e} sesgo b(é):[E(é)—e]

SiE(0)=06 = ECM(0)=V ()

insesgado

Al ser los tres estimadores insesgados (centrados), se elige al que menor
varianza presenta, que coincidira con el que menor ECM tiene, es decir, se opta
por el estimador i,

Adviértase que si el estimador 6 es insesgado: ECM(6) = V()

ESTIMADORES SESGADOS:



CALCULO DEL SESGO Y ESTIMACION PUNTUAL

2.- La variable aleatoria X representa los gastos mensuales de una empresa, cuya
funcion de densidad es (6, x)=0x"""con >0 y 0< x < 1. Se realiza una m.a.s. de
tamano 3, y se proponen tres estimadores:

~

0,=x
2 2 2
A X§ +2X5+3X;
, =
6
A X3 —2X,+4X,
, =
6

a) Calcule los sesgos
b) Sila muestra que se obtiene es (0,7 ; 0,1 ; 0,3), calcule las estimaciones puntuales

c) ¢Cuales son las funciones estimadas para las estimaciones anteriores?

Solucion:

Un estimador 6 es insesgado (centrado) cuando E(é) =0.

Un estimador § es sesgado cuando E(§) = 0 +b(8) = b(d) =E(§) -0
sesgo

X ="gastos mensuales de la empresa”

f(6,x)=06x"""con >0 y O0<x<1 m.as.conn=3

= Sesgo del estimador 6, =X

}: %E[x1+x2+x3}: %(3u):u (media poblacional)

3
donde
0 1 1 1 0 x**' 1 0
u:j xf(x,e)dx:jxf(x,e)dx:‘[xexe‘1dx:j 0 x"dx = =
’°° 0 0 0 0+1], 0+1
El sesgo: b(d,) =E(B,) —0=—0 _g=— 0%
' 1 1 0+1 0+1

2 2 2
X7 +2X5 +3X;
6

= Sesgo del estimador 6, =

1B + 2E(x2) + 3E(x2) |= 2(60,)= a, ()
o o O

donde o, es el momento de orden 2 respecto al origen.

E@®,)= E{

x? +2x§+3x§}_ 1



o 1 1 1
a, = E(x?) =I x? f(x,0) dx:I x? f(x,0) dx:j x20 x*" dx=j 0 x*"dx =
0 0 0 0

~ 6X9+2 1_ 9
0+2 |, 0+2

entonces,
o x? +2x%2+3x2
E(0,)= E|— - ) E(x?) + 2E(x2) + 3E(x?) |= a, = 0
6 6| —— — — 0+2
%2 %2 %
- - 0 02+0
El sesgo: b(6,) =E(60,) —-6= —-0=-
? (6) ( 2) 0+2 0+2
: A Xy —2X,+4X,
= Sesgo del estimador 6, = 5
o X, —2X,+4X, 1 1 1
E(6;)= E{ 5 = EE[X3—2x1+4x2]: 5(3”)25“
© 1 1 1 0 X1 1 0
u:I xf(x,@)dx:Jxf(x,e)dx:J.xexe1dx:I 0 x’dx = =
w 0 0 0 0+1 |, 6+1

2
El sesgo: b(es):E(es)—ezl( 0 j_e:_ze +0
2\ 0+1 2(0+1)

b) Si la muestra que se obtiene es (0,7 ; 0,1 ; 0,3), calcule las estimaciones puntuales.

é1=0’7+0:’31+0’3:0,367
2 2 2
6220’7 +2.0,1“+3.0,3 ~013
6
0 :0’3_2'0’7+4'0’1=—0,117  no puede ser, puesto que 0>0

’ 6
c) ¢ Cuales son las funciones estimadas para las estimaciones anteriores?

é'] = f(0,367, X) = 0,367 X0'367_1 = 0,367 X_0'633
0, = (0,13,x) = 0,13 x**~" = 0,367 x ¥

10



3.- Enuna poblacion se presenta una alteracion leve en una cierta proporcion p de los
individuos que la componen. Se define una variable aleatoria X que vale 1 para los

individuos alterados y 0 para los individuos no alterados. Se pide:

a) Distribucion poblacional de la variable aleatoria

b) Si p es la proporcion de veces que aparece el valor 1 en muestras aleatorias de

tamario 3. Hallar la distribucién en el muestreo de p, suponiendo que p =0,2

c) Demostrar que en este caso p es un estimador insesgado de p

d) Repetir los pasos b) y ¢) de forma general para un valor cualquiera de p

Solucion:

a) La distribucién poblacional

b) Se elabora una tabla con las posibles muestras de tamafio 3, junto con la

Xi pi
0 0,8
1 0,2

probabilidad de las muestras y el valor de la proporcidon muestral en cada una de ellas.

0 ={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}

Muestra Probabilidad P

©.0,0) 0.8"=0,512 0 La distribucion en el muestreo de p:
(0,0,1) 0,8°0,2=0,128 1/3 )
0, 1, 0) 0,820,2 = 0,128 1/3 P P(B=x) | p.P(P=x)
(1,0,0) 0,2 0,8°=0,128 1/3 0 0,512 0
(0,1, 1) 0,8 0,2> =0,032 2/3 1/3 0,384 0,128
(1,0, 1) 0,2°0,8 =0,032 2/3 2/3 0,096 0,064
(1,1,0) 0,2°0,8 =0,032 2/3 1 0,008 0,008
(1,1, 1) 0,2° =0,008 1 0,2

4
c) La esperanza matematica E(p) = Z(f) =X,).P(p=x)=0,2=p
i=1

quedando demostrado que es un estimador insesgado o centrado de p

d) En un caso genérico, la distribucion en el muestreo sera:

ﬁ P(ﬁzxi) f)-P(ﬁ:Xi)
0 q® 0
1/3 3pq® pq’
2/3 3p%q 2p%q
1 p’ p’
Pq’ +2p’q+p’

11




4
E®)=) (B=x).P(p=x)=pq’ +2p’q+p’ =p(q* +2pq+p’) =p(q+p)’ =p
i=1

CALCULO EFICIENCIA RELATIVA Y ERROR CUADRATICO MEDIO

4.- Sea una poblaciéon con media pn de la que se extraen m.a.s. de tamano n. Considere
los siguientes estimadores de la media:

A . 1 N
My Ko n+1 L

a) Estudie la insesgadez, la eficiencia relativa y la consistencia de ambos estimadores
b) Elija uno de los dos en término del error cuadratico medio

Solucioén:

a) Insesgadez

Un estimador 6 es insesgado (o centrado) cuando se verifica E(é) =0

Un estimador 6 es sesgado cuando E(é) =0+ b(é) = b(é) = E(é) -0
sesgo sesgo

Un estimador § es asintéticamente insesgado si su posible sesgo tiende a cero al
aumentar el tamafio muestral que se calcula: limb(6)=0

n—oo

E(R) = E®) = E( Y x) = ~E(Xx) = = DEX) = = () = u

b(i,)=E(,) —p=p-p=0

1 N 1 C ° 1 n
E(i,) = E(— ) x)= —E(Y x)= — Y E(x)= — (np) = &
(1) (n+1; )= (; )= — ) =g =
— 0 cuando 'n' aumenta
n n n nu—-nu—
b(f,)=E(f,) ~u=—5 —p= b = -
%/_/

sesgado
asintoticamente

= FEficiencia

Sean 0,y 6, dos estimadores insesgados de un parametro desconocido 6.
Decimos que 6, es mas eficiente que 0, si se verifica que Var(,) < Var(6,)
Var(6,)

La eficiencia relativa se mide por el ratio: ————
Var(0,)

12



V(i) = V() - V(1Z ZV - Lot = &

Viia) = <mz | (n+1) Z X (n+1) (ne%) = 2

ar (fi 2 2
eficiencia relativa = v () _ a’/n = (n+21) > 1+ Var(i,) > Var(i,)

ar(fi,) no?/(n+1)32 n
El estimador [i, tiene menor varianza, por lo que es mas eficiente que i,

= Consistencia

Un estimador 6 consistente es un estimador asintéticamente insesgado cuya varianza
tiende a cero al aumentar el tamafo muestral.

El estimador 6 es consistente cuando lim E(6)=6 y lim V(6)=0

imE(f,)=limE(X) =
h,= o2 es consistente
lim V(i,)=lim —=0

n—o n— oo n

imEG,) = lim (- —ou] -
n—ow n—w n+1

0, = es consistente

Ho = n
lim V(fi,)=lim 21=0
N (i2) n»oo|:(n+1)2 © }

b) Elegir uno de los dos en término del error cuadratico medio.
El Error Cuadratico Medio (ECM) de un estimador § viene definido:

ECM(0)=E@®-0)2= V() + [E(é)e} sesgo b(0)=E(0)-0

sesgo

Si E(6)=6 = ECM()=V (8)
insesgado
2 2

ECM(§) = V(i) + [b(a)] = -+0=1-

EoM(i) = Vo) + [b] = B ot () = T

El estimador [i, sera el que presenta menor ECM cuando ECM([i,) <ECM(\i,)

13



En esta linea,

2 2 2 2 2 2 2 2
n n n
< 2 +L2L - 2 z T E 7 = = - 2 2 S E 2
n (n+1) (n+1) (n+1) n (n+1) (n+1)
2 2 2 2 2 2 2
(n+1)°c°—-n“c ok - (n+1)°—n o2< u? =
n(n+1)?2 (n+1)? n
2
2n+162$u2:>2n+1 < B
n n c?
. 2n+1 n? R , N
Si . < oz — [, seeligeantes que i,
. 2n+1 n? R . R
Si - > oz — [, se eligeantesque [i,

5.- Sea x,,X,,---,X, una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria X con

E(X)=p y Var(X)=c?. Calcular el error cuadratico medio para los siguientes
estimadores de p:

« N 3% — 2%, + X,
My =X Wo=—7"F7 "

6
Solucion:
a) Estudio de la insesgadez
E(R) = E(x) = n = b(1)=0
" 3X, —2X, + X 1 1 2 1
E(i,) = E[T} = 5 [BE(X)—2E(¢,)+E(x;)] = c(3n-2n+n)=u=2u
. . 1 2
b(A,)= E(f,) —p=gu-n=—Zn

Respecto al sesgo es mejor el primer estimador [i, que es insesgado o centrado.
b) Estudio de la varianza
Var(u,) = ¢’

Var(uz)z\,ar[M) 1

1
5 = £Var(3x1 —2X, +X,) = %[9 Var(x,)+4 Var(x,)+ Var(x,)] =

_ 1
36

[902 +46° +02] =1—462 =l62
36 18
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. . . ~ 7 2 2
Respecto a la varianza es mejor el segundo estimador [i, por ser ﬁc <o

El mejor estimador sera el que presente menor Error Cuadratico Medio (ECM):

ECM(i,) = V(i) + [b(i))] = o®+0=0"

. . T A 2 Y 7, 4,
ECM(fi;) = V(fi,)+ [ b(i,)| = 750 + (—gu] = g tgH
. . . 7 4 11 4
El primer estimador u, sera mejorsi o’ <—oc*+—u? > —o’< —pu?
P M Jorst o <18 "ot 18° “9t
2 4X18 2 2 8 2
< - < —
° S ox11 " ° st

6.- Sea X;,X,,X3,X,,X; una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria X con

distribucion normal con media (1 —5) y varianza . Se proponen los siguientes
estimadores:

’:H:in fp =8X, —3X,

i=1

Determinar cual es el mejor estimador para . Justificar la respuesta.

Solucioén:

a) Estudio de la insesgadez

E(f,) = E(inj = E(X,+X, +X, +X, +X; ) =5(u—5)

i=1
E(fi,) = E[8x,-3%,] = 8E(x,)~3E(xs) =8(n—5)-3(n-5)=5(u-5)
ambos estimadores son sesgados, con idéntico sesgo:
b(f;) =b(f,) =5(n-5)-pn=4pn-25

b) Estudio de la varianza
5

Var(u,) = Var(inj =5Var(x)=5c2
i=1

Var(p,) = Var(8x, — 3x, ) =8 Var(x,) + 3* Var(x;) =64 6” + 96” =735°

Dado que los dos estimadores tienen el mismo sesgo y el primer estimador p, tiene
menor varianza, sera el estimador 6ptimo.
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Puede observarse que presenta el menor Error Cuadratico Medio:

ECM(i,) = V(i,)+ [b(i,)] = 507+ (4p-25)°

CALCULO INSESGADEZ E EFICIENCIA

7.- El peso en kilos de los jamones vendidos por una empresa sigue una distribucion
normal con varianza 4 y peso medio desconocido. Se conoce que el peso medio de los
jamones vendidos es superior a 5 kg, y se toman m.a.s. de tamafio 4 para estimar 6.
¢, Cual de los dos estimadores seria el mejor respondiendo a la insesgadez y eficiencia?

~ X, +X,+X ~
1 2 3 1 2
61:— 62:

4

Solucioén:

Un estimador es insesgado (centrado) si E(é) =0

Un estimador es sesgado si E(§)=0+b(0) — b(6)=E(0)-6
——

sesgo

Lav.a X, ='pesoenkgde los jamones' sigue una distribuciéon normal de varianza 4

Para estudiar la insesgadez de los estimadores se calculan sus esperanzas:

] A Xi+X, X5 | 1 3
E@,) = {f}— S [E()+E()+E(xg) ] = 20

. - . ~ ~ 3 1
El sesgo del estimador 6, sera: b(6,)=E(6,)-0= Ze -0= —Ze

N X+ X, 1 2
. E(62):E{ 5 }:E[E(x1)+E(x2)}=§eze

El estimador éz es insesgado, b(éz) =0

Atendiendo al sesgo se elige éz

Para analizar la eficiencia relativa de los dos estimadores se calculan las respectivas
varianzas

o X, + X, + X, 1 1
V(@) =V 1" 7 V(X +X, +X,)| = E[V(x1)+V(x2)+V(x3)] =
las observaciones
son independientes
V(X;)=4 1
16 16 4
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Vo, = v 22 o L vk exg) | = 2] V(x)+ Vi )]V(XIH 8 = 2
2 4 1 2 4 1 2

%,_J
las observaciones
son independientes

Respecto a la varianza se elige el estimador (31 por ser el de menor varianza.

Aparecen propiedades contrapuestas, de modo que el estimador insesgado é2 es el de
mayor varianza. Se elige el estimador en base al error cuadratico medio (ECM):

2 2
ECM@B,) = > +[-2] -8°+12
4 | 4 16

ECM = Varianza + (sesgo)® =
ECM(§,) = 2+0 = 2

Se analiza cuando es mayor el ECM del primer estimador 6,: ECM(6,) >ECM(0,)

0% +12
16

>2 = 0°>20 = |9|>\/%z4,47

Si 0 es en valor absoluto mayor que 4,47, el error cuadratico medio de (31 es mayor,
con lo que se elige el estimador 62.

Se conoce que el peso medio de los jamones es superior a 5 kg, no queda duda que el
estimador a elegir (con menor error cuadratico medio) es 0,.

17



8.- La distribucion del peso de las manzanas de una determinada cosecha sigue una
distribucion normal, cuyo peso medio es desconocido y cuya desviacion tipica es 7
gramos. Se pide:

a) Analizar cual de los estimadores [i,, [i, del peso medio es mejor respecto del sesgo
y de la eficiencia, para una muestra aleatoria simple de tamafio cinco.

5

>X,
b) Si i,= ‘215 Yy [,=X,+ 2X,+ 3x, - 4x, — X, obtener los pesos medios

estimados a partir de la siguiente muestra (125, 135, 130, 137, 142).

Solucioén:

a) El peso de las manzanas sigue una distribucion N(u, 7)
Se calculan las esperanzas de los estimadores para analizar el sesgo de los estimadores

E(x)=p

E(f,) = E|:ixi/5:| = %E{ixi:l = %iE[Xi} = %(5H) =u

i=1 i=1 i=1

E(fi,)=E(x,+2x,+3x, —4x,—X,) = E(x,)+2E(x,)+3E(x,) - 4E(x,)—E(x,) =
= pu+2u+3pu—4p-p=p

Los estimadores [i,, [i, son insesgados (centrados).

b) Para analizar la eficiencia de los estimadores se obtienen las varianzas:
5 5 5 V(X;) =72
1 1 1 49
Vi, =V x /15 =—V X | =—)» V|x — —(5.49) = —
V([i,)=V(X,+2X,+3X, —-4X,-X5) = V(X,)+4V(X,)+9V(x,)+16V(x,)+V(Xx,) =
= (49)+4 (49)+9 (49)+16 (49) + (49) = 31(49)=1519

Como los dos estimadores son insesgados y V (fi,) <V (ji,) se elige como mejor el
estimador [i,, el peso medio de la muestra de las cinco manzanas.
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9.- Supongamos que la distribucion de ingresos de una cierta poblacion es una variable
aleatoria con media p desconocida y varianza o también desconocida. Si queremos
estimar el ingreso medio de la poblacion mediante una m.a.s. de tamafo n, respecto de
la insesgadez y de la eficiencia. ¢ Cual de los dos estimadores elegiriamos?.

¢, Son consistentes?

Solucién:
La v.a x, ='ingresos de cierta poblacion' sigue una distribucion normal N(u, o)

Para analizar el sesgo de los estimadores, hallamos la esperanza:

E(m):E{in/(n—n} =$E{in - > EX) = )=

i=1 i=1

El sesgo del estimador [i, sera: b({i,) =E({i,)—n= Lu —u=—nu
n

s Sar]-1 -1Se-foe

El estimador [i,, que es la media muestral, es insesgado (centrado).

= | a eficiencia de los estimadores se analiza a través de su varianza:

S _ul™ 1 < - 1 no’
VW—V{ZX/” 1} 1’ {ZX‘}‘«MV 2V 0= 0=

i=1 i=1

V(ﬁtz):V{ixi/n} =ni2 V{ixi} =% XV(xi)zniz (no?)="-

i=1

El estimador mas eficiente sera el de menor varianza. Comparando las varianzas de los
estimadores:

2
(n01)2 =V({i,) puestoque (n—1)*<n?
n—

El estimador [i,, que es la media muestral, es el mejor tanto al sesgo como a la
eficiencia.

2
~ (e)
V()= <
n

2
. no
lim E((,) = I|m \Y = I|m
limE(fi)=pn vy ()= im o
2
imE(i,)=p y limV(f,)=lm>-=0
n—oo n—oo ns>wo N

Los dos estimadores son consistentes:
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COMPRENSION DE LA VEROSIMILITUD. CALCULO DE LOS
ESTIMADORES MAXIMO VERSOSIMILES. PROPIEDADES

10.- Una urna contiene bolas blancas y negras. Sea p la probabilidad de extraer una
bola blanca cuando se realiza una extraccion al azar. Asociado a este experimento
aleatorio tenemos la variable aleatoria X que puede tomar los valores:

X =1 si la bola extraida es blanca
X =0 si la bola extraida es negra

La distribucion de probabilidad sera una B(1; p): P(X=x) = p*(1-p)™*

Se selecciona una muestra aleatoria con reemplazamiento de tamaiio 3 (x,, X,,X;),
siendo X, la variable aleatoria a la extraccion i-ésima, y suponemos que ha resultado la

siguiente relacion (B, N, B). Como el parametro p es desconocido pretendemos saber,
entre los valores, p=0,65 y p=0,73 qué valor hace mas probable la aparicién de dicha

extraccion.
Solucion:

P(B)=p

Si la muestra (B, N, B) es independiente, siendo
P(N)=1-p

P(B,N,B) = PB~NNB) = P(B).P(N).PB) = p.(1-p).p = p> (1-p)

p=0,65: P(B,NB) = 0,65%.0,35 =0,1479
entonces
p=0,73: P(B,NB) = 0,732.0,27 =0,1439

Resulta mas probable (p = 0,65), siendo mas verosimil.

FUNCION DE VEROSIMILITUD DE LA MUESTRA (EMV).- Sea (x,, ---,X,) una muestra
aleatoria de una poblacion X con funciéon de masa P, (o funcion de densidad f,) donde
0=(0, ---,0,).

~

El estimador de maxima verosimilitud de 6 es el formado por los valores (8., --- ,0 ) que
maximizan lo que llamaremos funcion de verosimilitud de la muestra (x,, ---,x ) obtenida:
P(x,,0)---P(x,,0) caso discreto

L(0) = L(X0)= L(x, -X,30) = {fe(x1)..-fe(xn) caso continuo

Si consideramos la m.a.s. (X,, X,,X,), siendo las variables aleatorias x, independientes,

tomando los valores 0, 1, con distribucion B(1, p), la distribucién de probabilidad
asociada sera:
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P(x;,p) = P(X=x,) = p*(1-p)""
P(x,,p) = P(X=x,) = p**(1-p)" ™} x,=1,0 seabolablanca o negra
P(x,,p) = P(X=x,) = p*(1-p)' ™

La funcién de verosimilitud sera:

L) = [ [ Poxup) = p™ (1-p)" . p™ (1-p) > p* (1-p)" ™ =

Xq+Xo+X3 (1 _p)3—(x1+x2+x3)

En la muestra (B, N, B) el valor que toma la funcién de verosimilitud sera:

L(p) — p1+0+1 (1_p)3—(1+0+1) — p2- (1_p)

11.- Un atleta olimpico de salto de altura se enfrenta a un liston de 2,3 metros. Su
entrenador desea estudiar el comportamiento del saltador. Sabe que el numero de saltos
fallidos por hora es una variable aleatoria distribuida como una Poisson de parametro A.

a) Calcular el estimador maximo verosimil del parametro A.

b) Analizar sus propiedades.
Solucioén:
a)

En muchas ocasiones, es mas practico encontrar el estimador de maxima verosimilitud es
considerar la funcion soporte o log-verosimilitud InL(6), en lugar de la funcion de
verosimilitud L(0), ya que es mas facil de manejar y presenta los mismos maximos y
minimos.

9 InL(6)

Se despeja 6=(6,, --- ,0_) de la ecuacion: = 0 y se obtiene el estimador de

0=0

maxima verosimilitud EM.V (0)

Sea la v.a. X = 'numero de saltos fallidos por hora'

x E(x)=2A
En la distribucion de Poisson: P(X=x) = r e’ (x)
x! V(x)=2
En una muestra aleatoria simple de tamano n, la funcién de verosimilitud L (X, A):
. 2 25 xz
L(A) = L(X,A) = HP(xi,k) - L et e’ = = e
x X! !
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2. 2% Sx
e =Iln(A =

)—In(ﬁ x!) + In(e™™) =

n

= inlnx— iln(xi!) - n\

i=1

n

InL(X, 1) = inlnk— anln(xi!) - n\

i=1

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV (1), se deriva la expresion
anterior respecto del parametro para obtener, sustituyendo A por A

9InL(X, 1)
92

El estimador de maxima verosimilitud viene dado por la media muestral: EMV(X) =X

b) Analizar las propiedades (Insesgadez, Consistencia, Eficiencia)

» Insesgadez

El estimador seria insesgado (centrado) si E(X) =\

n

A in n L

e - E| B | - JEEx)-2 D EX)- ~(h)- 2
N ixi 2

Vi) =V®) = v E = DY ) = S = 2

= Consistencia

Cuando no es posible emplear estimadores de maxima verosimilitud, el requisito minimo
deseable para un estimador es que sea consistente.

Un estimador i consistente es un estimador asintéticamente insesgado cuya varianza
tiende a cero al aumentar el tamafio muestral.

El estimador A es consistente cuando lim E(A)=2 y lim V(i)=0

n—owo

imE®)=limAi=2 y lim V()= lim 2o

n—ow n—ow n—oo n
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El estimador i es consistente

= FEficiencia

Para que un estimador sea eficiente tiene que ser centrado y de varianza minima.
La varianza minima se analiza en virtud de la acotacion de Cramér-Rao:

- 1

V(i) > ~
e[ 8InLX,n)
e

acotacion de Cramér-Rao

En el caso discreto de una m.a.s, la expresion anterior se puede simplificar:

V(i) > 1 > acotacion de Cramér-Rao

nE $InP(x; 0)
96

X

Ahora bien, P(x,1) = k—' e’
x|

InP(x,2) = In P—X e‘*} = xIlnk — In(x!) — A

x!
3InP(x, 1) X _ 4 X—A
S A A
2 2
SInP(x, 1) X—2A 1 , 1 —2 1 A 1
El—————=| = E = —EX-AMN)"==—7EX—-X)'==—VX) = = = —
[ex}[x}xz()xz()xz()xzx
, - 1 A
En consecuencia, V(L) > — ==
n
ni
A

. . ., A
El menor valor de la varianza del estimador sera —
n

Se sabe que V(&) =V(X)= & lo que muestra que el estimador empleado es eficiente.
n
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12.- En una gran piscifactoria hay una proporcién desconocida de peces de una especie
A. Para obtener informacién sobre esta proporcion, vamos a ir sacando peces al azar.

a) Sila proporcion de peces de la especie A es p., ¢cual es la probabilidad de que el
primer pez de la especie A sea el décimo que extraemos?.

b) Tres personas realizan, independientemente unas de otras, el proceso de sacar
peces al azar hasta encontrarse con el primero de tipo A:

- La primera persona obtiene el primer pez tipo A en la décima extraccion
- La segunda persona obtiene el primer pez tipo A en la decimoquinta extraccién
- La tercera persona obtiene el primer pez tipo A en la decimoctava extraccion

Escribir la funcion de verosimilitud y obtener la estimacion de maxima verosimilitud de la
proporcion p.

Solucioén:

El objetivo fundamental del ejercicio es estimar, por maxima verosimilitud, el parametro
p = "proporcién de peces de la especie A".

a) P(primer pez tipo A en la décima extraccion) = (1-p)°p
b) La funcion de verosimilitud L(p) = P(Resultados muestrales obtenidos)

L(p) = P(primer pez tipo A en la décima extraccion y primer pez tipo A en la
decimoquinta extraccidn y primer pez tipo A en la decimoctava extraccion)

L) =((1-p)°p)((1-p)“p ) ((1-P)"p ) =(1-p)*p°

log[ L(p)] =log( (1-p)*p* ) = log(1-p)* + logp® = 40 log(1-p)+3 logp

log[ L(p)] _ 40 +§ _
dp 1-p p 43
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13.- Las personas de un pais se clasifican segun dos caracteristicas: color de los ojos
(claros u oscuros) y sexo (hombre o mujer). Las dos caracteristicas son independientes.

a) Obtenemos una muestra al azar de la poblacién con los siguientes resultados:
- 200 mujeres con ojos claros
- 150 hombres con ojos claros
- 350 mujeres con 0jos oscuros
- 300 hombres con ojos oscuros

Obtener la estimacion de maxima verosimilitud de p = P(hombres) y q = P(ojos
OSCuros)

b) Sitomamos 8 personas al azar de ese pais, ¢cual es la probabilidad de encontrar
alguna mujer de ojos oscuros?. Y si la muestra que tomamos es de 200 personas,
¢cual es la probabilidad de que haya mas de 60 mujeres de ojos oscuros?

Solucioén:

a) Las probabilidades de los cuatro posibles resultados muestrales son:

P(mujer con ojos claros) = (1-p)q
P(hombre con ojos claros) = pq
P(mujer con ojos oscuros) = (1-p)(1-q)
P(hombre con ojos oscuros) = p(1-q)

La funcion de verosimilitud L(p, q) = P(resultados muestrales obtenidos)

150 550 650

L(p, @) =[(1-p)a]™ [pa]™ [(1-p)(1-a)] ™ [(P(1-a)] ™ =p*° [1-p]"* q* [1-q]

log L(p, q) =log[ p**° (1-p)** ¢** (1-q)** | = 450 logp + 550 log(1-p)+350 logq + 650 log(1-q)

Slog L(p,q) 450 550
Sp p 1-p

0 » p=045

Slog L(p,q) _ 350 650

0 » §=0,35
9q q 1-q

b) Se conoce que P(mujer con ojos oscuros) =(1-p)(1—-q) = 0,24

La variable aleatoria X = "numero de mujeres con ojos oscuros, entre 8" sigue una
distribucion binomial B(n=8,p =0,24)

P(X>1)=1-P(X = 0) =1—® (0,24)° (0,76)® = 0,89

La variable Y = "numero de mujeres con ojos oscuros, entre 200", Y ~B(20, 0,24), se
aproxima por la distribucion normal N(u=np=48 ,0=,/npq =6,04)

Y -48 S 60-48
6,04 6,04

P(Y>60):P( )=P(z>1,99)=0,0233
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14.- Calcular el estimador maximo verosimil del parametro 'a' de las funciones:

2

a) f(x,a)=a“e ® siendo x >0 en muestras aleatorias simples de tamafio n

b) f(x,a)=ae ™ para x>0, a>0 en muestras aleatorias simples de tamafio 2
Solucion:
a) f(x,a)=a’e ™ donde x>0 en m.a.s. de tamafion

La funcion de verosimilitud

n
—a) x

.a):(aZe—ax1)_(aZe—ax2)“.(azefaxn):a%e <

n?’

L=L(x, X, - ,X

n

—a) X n
aplicando logaritmos neperianos: InL=log (a*"e " )=2nlna-a) x,
i1

derivando respecto de a e igualando a cero:

2n

1 i i

i=1

M=
X

Il
o
U
Q)»

Il

Il

S(InL) @_
Ja a

>IN
[OR)
I
<IN

x

b) Sea f(x,a)=ae™ para x>0, a>0 en m.a.s. de tamafio 2

La funcion de verosimilitud

—a(xq+Xxy)

L=L(x,Xx,;a)=(ae*).(ae*@)=a’e
aplicando logaritmos neperianos: InL =log (a’e ")) =2 Ina-a(x,+X,)

derivando respecto de 'a' e igualando a cero:

8(|nL)=E—(x1+x2)=0:>é= 2 =
da a X, +X,
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15.- Sea la distribucién N(u, o), con la media y varianza desconocidas. Calcular los
estimadores maximo-verosimiles de p y o

Solucioén:

La funcion de verosimilitud es:

’ _(xq-p)? ’ _(xp-p)? 1 (xp-m)?
L(X,},l, 62)2 e 2 62 e 262 e 262 —
\J2nc? \J2no? 21?2
i(xi—u)z
- n1 n e_ 7 2
(2m)? (c?)?

tomando logaritmos neperianos, se tiene:

2 1 ‘;(:i:) n n. ., 261’
In|L(X;p, %) |=In e °° =——In(2n)—=In(c”) -

(LG 6?)] I 5 N2m)-5 In(e*)-=——;

(2m)?(c?)

y derivando respecto de p y o e igualando a cero:

[sm L(X 52)} 2, (=) . ;Xi _
Su u=i c n
(%, —n)? D (% —n)?
. 2 i i
{3'“'-()(’“’“ )} SRS = Y BN =
Su 62-52 G n
> (x, - %)’
resolviendo el sistema resulta: [i=X y &6°==1— =¢?
n
92In L(X: p)

La condicion de maximo se verifica, pues: 5 =-—<0
Sp u=i c

Los estimadores maximo-verosimiles de p y o son la media y la varianza muestrales.
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16.- En una distribucién N(u, o), se estima la media poblacional p mediante la media

de una muestra aleatoria simple (x,, X,,---, X,). El estimador es insesgado y su varianza
2

— (o) . . -
V(X) =—. Demostrar que la media muestral es un estimador eficiente.
n

Solucion:

La varianza de un estimador verifica siempre la Cota de Cramér-Rao: V() > CCR.
Un estimador es eficiente cuando V() =CCR

Para obtener la cota de Cramér-Rao se parte de la funcion de densidad poblacional:

CCR = 1

2
nE[Slnf(x,p)}
Sp
1 _(X—ugz
La funcion de densidad poblacional: f(x, u)= e %°

tomando logaritmos neperianos, se tiene:

1 (x-p)?

_ 2
20" |- Ing—tin2n—X"H)
2 20

Inf(x, n)= In[

e
o+ 2T

y derivando respecto a p:

Sinf(x,u) 1 [—2(x—u)]=x_“ N (Slnf(x’u)T:(X_u)z

Su 20 c? Su c’

La esperanza matematica es:

E{M}E{ﬂ}_i

Su c!

Sustituyendo el valor de la esperanza matematica en la expresion de la cota para
estimadores insesgados:

2
CCR = 1 = 11 -2
n

e[

Ju C

La varianza del estimador coincide con la cota de Cramér-Rao, concluyendo que la
media muestral es un estimador eficiente de la media poblacional en la distribucion
normal.

28



17.- A partir de una muestra aleatoria simple X de tamafo n, determinar la matriz de
informacion de Fisher de una poblacién con distribucién N(u, o), respecto a los dos

parametros p y c°.

Solucion:

1
La funcién de densidad poblacional: f(x, u)=
p (X, 1) ot

La funcion de verosimilitud es:

)2
1 _(x-w)? 1 (x-w)? 1 (xp-w)? 1 _;(X' &
L(X; n 02): e 26?2 e 262 e 262 _ e 2672

\ 2162 \ 2no?

tomando logaritmos neperianos, se tiene:

n

Z(xi—u)z
InL(X:, 62)=In 1 e o e Mn2n Mgt Y (x — )
(27)2 62 o =
derivando respecto de p y ¢°
SInL(X;p, 6%) 1< 2 SInL(X;p, 6?%) n 1 % 2
= X — =— + X, —
o 02;( — 1) v 57t oot i:1( -~ )
y calculando las segundas derivadas:
InL(X; 62)__1 InL(X; (52)__i . (x — 1)’
9p® c? 9 962 o' < o
¥InLX;wo?) n 1
9( 212 :2 6 (Xi_l/l)2
c°) o' o ‘5
La matriz de informacion de Fisher:
n 1 3 )
7 _?Z(Xi — 1)
l(n,0*)=-E . =
1 < , n 1<% )
[ X, — - X. —
64;( WS 06;( —1)
n 1 %
— ) E(x,—p)? n
1< ,  n 1 )| n
FZE(X|_H) _204 +_6 E(X|_“) 0 204
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Adviértase que por ser x; un elemento de una muestra aleatoria simple de una
poblacién normal N(y, ), se tiene que E(x,—u)=0y E(x,—p)*=0"

18.- En una distribucion N(u,c) se estima la media poblacional p en una muestra
aleatoria simple de tamafio n (x,,X,,:-,X,) por medio de la funcién muestral:

Zn:ixi
u=ﬁi—

Estudiese la eficiencia del estimador.

Solucion:
Un estimador es eficiente cuando V(6) = CCR

Para hallar la cota de Cramér-Rao se necesita saber en primer lugar si el estimador es
insesgado o no, se calcula para ello la esperanza matematica:

iXi n n
E(i)=E 1T =%;E(ixi)=%;i E(xi):%[E(x1)+2E(x2)+3E(x3)+---+nE(xn)]=

[l 0 - ~ n+1 n-1
E(i)=u+b(i) — sesgob(i)=E(i)-pn= Saon="

La varianza del estimador:

iX;
) e I
V(M):V % =n_ZZV(IXi)=

n—zzn:i2 V(xi)=ni2[12V(x1)+22V(x2)+32V(x3)+ ~+n?V(x,) | =

_ & R(n+1)(2n+1)
nt 6

2
:ni2[1202 +226° +3°6° + -+ +n202] ::15_2[12 +27+3%+ +n2]

. o2(n+1)(2n+1)
V(n)= on

A2
La cota de Cramér-Rao CCR = [1+b(R)]

nE{SInL(x,p)}2
Sp

2 [oon=1 T (n+1)
[reb@f =1+ =0
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2 2
La informacion de Fisher de la muestra I(u) = E{M} = nE[M} se

Su S
1 (xfug2
obtiene a partir de la funcién de densidad poblacional f(x, n) = e ?%°
o+ 27
tomando logaritmos neperianos, se tiene:
_(xem)? 2
1 2 1 (x—p)
Inf(x, n) =In e °° |=-Inc—=In2n——"
y derivando respecto a p:
9Inf(x, 1 X — 9Inf(x, 1)) (x—p)?
(xp)_ 2] = X5E (xm)) _( 4u)
Su 20 c Su c
La esperanza matematica es:
2 2 2
EP'nf(x,u)} :E{(X 1) }:0_4:%
Su c c c
y atendiendo a la aditividad de esta medida I(un)=ni(u) = 12
(e}
, (n+1)
N E— 2 2 2
CCR = [1+b(f1)] . 4 =(n+1) c V(ﬁl)=0 (n+1)(2n+1)
SInL(x,u) n 4n 6n
ng| ————— 2
Su o

Al ser la varianza del estimador mayor que la cota de Cramér-Rao:

:cz(n+1)(2n+1) g (n+17°c°

V(i
() 6n 4n

=CCR

El estimador no es eficiente, siempre que n > 1.

19.- En la distribucién B(m, p) se considera como estimador del parametro p el

f oA X — . . .
estadistico p =—, siendo x la media muestral en muestras aleatorias simples de
m

tamano n. Hallar la eficiencia del estimador.

Solucion:

Un estimador es eficiente cuando V(é) = CCR (cota de Cramér-Rao)

Se determina si el estimador es insesgado: E(p) = E[ij _MpP_ p
m m
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Al coincidir la esperanza del estimador con el parametro, el estimador es insesgado, por
lo que la cota de Cramér-Rao es:

1

nE[SInL(x,u)T
Sp

CCR =

Para calcular el denominador de la cota se considera la funcién de cuantia de la
distribucion binomial:

f(x,p) = [Z‘] p* (1-p)™*

tomando logaritmo neperiano y derivando respecto al parametro p, resulta:
m

Inf(x,p) = In( ] +XInp+(M-x)In(1-p)
X

9Inf(x,p) _x (m-x) (1-p)x-p(m-x) _x-mp

9p p1-p p(1-p) " p(1-p)
de donde, E{MTZE[X—mpT:E(ZX—mpZ)Z
9p p(1-p) p*(1-p)

En una distribucion binomial: E(&)=mp, V(&) =E(-mp)> =mp(1-p)

2 B ) ~
con lo que E[Slnf(x,p)} - E(2x mpz) _ mzp(1 pz): m
9p p*(1-p)°  p°(1-p) p(1-p)
La cota de Cramér-Rao: CCR = L = 1T _p(-p)
el o _m_ m
Su p(1-p)

De otra parte, La varianza del estimador:

V(ﬁ):v(%j:#\/(y):#mp(;—p) _ p(r1n—np)

Como la varianza del estimador coincide con la cota de Cramér-Rao es estadistico

. X -
p =— es eficiente.
m
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CALCULO DE ESTIMADOR POR EL METODO DE LOS MOMENTOS

20.- Sea una poblacion definida por: P(X =-1) = -9 , P(X=0)= 0+2

2

)

P(xz1)=1_77‘,donde 0<0<1, 0<A<1

Estimar los parametros 6 y A por el método de los momentos, estudiando si son
insesgados.

Solucioén:

METODO DE LOS MOMENTOS.- El procedimiento consiste en igualar momentos
poblacionales respecto al origen (a.,) a los correspondientes momentos muestrales

respecto al origen (a,), formando asi tantas ecuaciones como parametros
poblacionales se pretenden estimar:

n
>x
_ _i=1

~

o, = EXX)=p = a,=a,= =X
n
:
a,= E(X?) = d,=a,="-
n
n
x|
a, = E(X") = &, =a, ==
n

Puesto que hay que estimar dos parametros hay que calcular los dos primeros
momentos.

momentos poblacionales

o= 1= E(X) = xP(X=x,) = (-1) (1—7(9) s (0)(6;kj+ (1)(1—;] 0—1

@z = E(X®) = D X7 P(X=x)) = (-1)° (1_76} + (0)? [M] + (1)? (Mj -

2

momentos muestrales

a, =X-= In a, = In
a1=a1:>u=i: 06— L= 2X A
2 60— %= 2X h=1-a,-
5 82 O-r=2a,-2|§=1-a,+
azzaZ:T:aZ:—e—X:Zaz—Z
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= Un estimador 6 es insesgado (o centrado) cuando se verifica E(6) =6

E@) = E(1—a,+X) = 1-E(a,)+E(X) = 1— 0, + pn= 1_(2—§—xj+ (e—xj -

EG) = E(1-a,-%) = 1-E(a,)~E(X) = 1-a, — u= 1_(2—29%}_ (e—k) _a

Los estimadores 6 y A son insesgados.

CALCULO DE ESTADISTICOS. FUNCION DE DENSIDAD

21.- Una muestra aleatoria (X,, --- , X, ) de la poblacion tiene como funcion de

ox?%1 si xe(0,1)
0 en el resto

densidad f,(x) = { 6>0

a) Hallar un estadistico suficiente
b) Estimador de maxima verosimilitud de 6

c) Estimador de 6 por el método de los momentos
Solucién:
a)

Un estimador § es suficiente cuando no da lugar a una pérdida de informacion. Es decir,

cuando la informacién basada en 6 es tan buena como la que hiciera uso de toda la
muestra.

Para identificar estadisticos suficientes se utiliza el teorema de factorizacion, que dice

que dada una muestra aleatoria (x,, --- ,X,) de una poblacién X con funcion de masa
P, (o funcion de densidad f,) un estadistico 6 es suficiente para 0 si y solo si:

P, (X, = ,X )= g[é(x1, LX), e] h(x,, - ,x,)  caso discreto

f(X,, = ,X,)= g[é(x1, LX), e] .h(x,, -~ ,x,)  caso continuo

Para encontrar un estadistico suficiente hay que factorizar la funcion de verosimilitud
de laforma: L(0) = g(d, 0).h(x,, -~ ,X,)

L(0) = (x)f(x) -~ f(x )= ©Ox9" N ©ex ... (0x%1) = 0" (x_ -

0-1
0 1 2 n 1 Xn)

Por tanto, 0= x1, ,xn es un estadistico suficiente.
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b) L(6) = 6" (x, -+ x )0~

n
_ Ny v \0-1] _ jagn r.,0-1 _ N, N\ 0-1
InL(6) = |n[e (X, %) }_ Ino +Inl:1[xi = Ino +;In(xi )

INL(8)= n In® + [6—1]iln(xi) _, SInL® _n | Zn:m(xi) — 0 = —"

- 90 0

n

>in(x)

i=1

c) Se plantea la ecuacién E[X]=X

1 1 1 x9+1 0
izE(X)zI xfe(x)dx=j xexe‘1dx=I 0x’dx = 0 -0
0 0 0 0+1], 0+1
XO+) =0 = 6= -2
- X
22.- Una muestra aleatoria (X,,---,X,) de la poblacion tiene como funcion de densidad
£ (x) = e X% six>0
(X)) =
0 en el resto

a) Hallar un estimador por el método de los momentos de 6

b) Estudiar si el estimador encontrado en el apartado anterior es insesgado para
estimar el parametro 6

Solucién:
a) Se plantea la ecuacion: E[X] =X

integracion por partes
f—/%

~

x = E[X] = rxfe(x)dx = wa e dx =0+1 = 06=%x-1
0

]

b) Un estimador es insesgado o centrado cuando su valor probable coincide con el valor
del parametro a estimar. Es decir, E[é] =0

E[é]: E(X-1) = E(X)-1= (0+1)— 1= 0

Integracion por partes:

X e—x+edx — X(_e—x+9)_ _e—x+9 dX — _Xe—x+9 _ e—x+9 - _ (1+X)e—x+9 — _ee(
IT & Py Ty
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23.- Una muestra aleatoria (X,, --- ,X, ) de la poblacion tiene como funcion de
2 -0x R

densidad f,(x)={° *® si x>0
0 en el resto

Hallar el estimador de maxima verosimilitud de 0
Solucion:

La funcion de verosimilitud L (0)

L(®) = fe(x1)fe(xz) fe(x ) = {62X1e_ex1} {92X2e_exz} {sz e_exn}z

n
_ezx.
_ g2n (X, - X )e—(9X1+9x2+...+exn): 62”(x x)e X
1 n 1
n n
—0xX -0% X
L(0) = G)Z”(X1 xn)e =1 = InL(6) = In e)zn(x1 Xn) e =1

InL(6) = (2n)In6 + Inﬁxi— ezn:xi: INL(6) = (2n)In6 + anlnxi— ezn:xi

SInL(G):@_ in=0 = - 2n

90 0 & Sy

24.- El coseno X del angulo con el que se emiten los electrones en un proceso
radioactivo es una variable aleatoria con funcion de densidad

f (x

0

(1+ 6x)/2 —1<x<1, -1<0<1
(x)=
0 en el resto

Consideremos una muestra aleatoria (X,, --- , X )de esta variable aleatoria

a) Obtener el estimador 6 por el método de los momentos

b) Calcular la varianza de este estimador y demostrar que es consistente

Solucioén:

a) Se plantea la ecuacion E[ X] =X
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b) V(6)=V(BX)=9V(X)= 9% = %V(X)

3 6 8 3 9
N2 N2
de donde, V(8) =2 v(x)= 2 {3 0 }:3 8
n n 9 n
) lim E(6) =0
Para probar que 6 es consistente para estimar 6 es suficiente probar <" ~°
lim V(0)=0
lim E () = lim E(3X) = lim 3E(X)=3E(X)=3 % =0

_ 2
lim V (6) = lim V(3i)=|im3 O o

n—oo n—ow n

Por tanto, queda probado que 6 es consistente para estimar 6

25.- En un estacionamiento el numero de veces que se abre la barrera en un intervalo
de 10 minutos, para que pasen vehiculos en un sector de seguridad, se considera una
variable aleatoria con distribucion de Poisson de parametro A desconocido.

a) En una muestra aleatoria de 8 intervalos de 10 minutos cada uno, elegidos de forma
independiente, se registra para cada intervalo el valor que toma la variable en estudio.

. 3 | 5 | 8 | 7 | 4 | 5 | 6 | 2 |

Encontrar la estimacion maximo verosimil de A

b) Sea (x,, Xy, , X, ) una muestra aleatoria de tamafio n que sigue una distribucion de

~

: O X X, +3Xx . : .
Poisson. Si A, = E — A, = 2 o son estimadores. Determinar el mejor
n
i=1

estimador del parametro A
Solucién:

a) X ="numero de veces que se abre la barrera en un intervalo de 10 minutos",
X~P(A)

}\/X 7;\‘ _
P(X. 1) = ge x=0,12,...
0 otro caso
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La funcion de verosimilitud L(A):

n }\,X1 }\,Xn }\’i=1 i
L(A) = L(X, &) = P(x,4) = —e™ - e = o
H ! !

gx‘ nX‘ n n n
InL(X,%) = In 7: e "™ =In(k; ')—In(H xi!] + In(e™) = inlnk— Zln(xi!) - n\

IIXJ

i=1

n

InL(X, 1) = inlnk— anln(xi!) - n\i

i=1

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV (1), se deriva la expresion
anterior respecto del parametro para obtener, sustituyendo A por A

9InL(X, 1)
92

El estimador de maxima verosimilitud viene dado por la media muestral: EMV(X) =X

Utilizando la muestra aleatoria de ocho intervalos de 10 minutos, se obtiene el estimador
maximo verosimil:

3+5+8+7+4+5+6+2
5 =

A= 5

En consecuencia, en una muestra aleatoria de ocho intervalos de 10 minutos cada uno,
elegidos de forma independiente, la estimacion maxima verosimil corresponde a que la
barrera se abre 5 veces.

b) Se analizan si los estimadores son 0 no insesgados, esto es, si la esperanza del
estimador coincide con el parametro a estimar.

E(X1)=E{Zn:%j=%zn:E(xi)=%=k

_A+3h
4

A

x1+3xnj

2o | 2[E(x)+3E(x,)]

E(k,)= E(
Ambos estimadores son insesgados. La varianza de cada estimador:
- X 1< nA A
(%) (an nz (x)="7==

X, +3X,
4

1 1+9% 100 52
j Te LV x)HOV(x,)] === = o ==

V(iz):v(

38



En conclusién, la efectividad de los estimadores depende del tamafio de la muestra:

Si la muestra es igual a 1 (n=1) el estimador mas eficiente es 7:2
Si la muestra es mayor que 1 (n>1) el estimador mas eficiente es X1

26.- Sea (X, Xy, , X, ) una muestra aleatoria de tamafio n, distribuida segun f(x, 6)

con 6 desconocido, donde X representa el tiempo maximo necesario para determinar un
proceso en segundos:

O+Nx* 0<x<1; 6>-1
0 otro caso

f(X,0) ={

a) Determinar el estimador maximo verosimil de 6

b) Determinar la estimacion maximo verosimil de 6 en una muestra aleatoria simple
constituida por los datos: 0,7;0,9;0,6;0,8;0,9;0,7;0,9.

Estimar la probabilidad del tiempo maximo necesario para terminar un proceso, que
no exceda de 0,25 segundos ni supere los 0,75 segundos.

c) Determinar el estimador maximo verosimil de: (a) 6+1 (b) 296 +11
Solucién:
a) La funcion de verosimilitud L(0) = Hf x., 0)

L(X;, Xy, e, X 0) =[ (O +1)x] [[(0+ )X ] oo |:(6+1)xg:|:(6+1)”11[x?

i=0
Calculando el logaritmo natural de L(x,, X,, - X,; 0):

In[L(X;, Xy, 5+, X3 © (6+1 ij In(6+1)”+|n[ﬁx?}

i=0

In[L(X,, Xy, ", X,; 0)] = nIn(6+1+OZInX

i=0

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV(é), se deriva la expresion
anterior respecto del parametro para obtener, sustituyendo 6 por 6

9N [L(X,, Xy, - , n,e)” n n n X
T RO UL e SUL
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n

. _
Zln X,
i=0

b) El estimador maximo verosimil de 6 con los datos de la muestra:

6 =EMV(0)=— 1

8

-1=4,027 -1=3,027
In0,7+In0,9+In0,6 +In0,8 +In0,9+1In0,7 +In0,9 +1n0,8

bo_

El estimador maximo verosimil EMV(0) = 6 =3,027

De otra parte,

075 . 075 .. . R x0+1 O s
P(O,25sXsO,75)=I f(x,e)dx=j (0+1)x° dx = (6 + 1)— = x%) 4 5e
0,25 0,25 (0+1) 0.25

P(0,25 < X <0,75) = 0,75*%" — 0,25%" = 0,31

La probabilidad del tiempo maximo necesario para terminar el proceso (entre 0,25y 0,75
segundos) es 0,31

20+1
0-1

c) El estimador maximo verosimil de 6+1 y

EMV[0+1=EMV[0]+1=0+1=3,027 +1=4,027

=2,493

2e+1j_ 2EMV(0)+1 26+1 2x3,027 +1

EMV( - Lol
6-1) EMV(08)-1 6-1  3,027—1
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