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DISTRIBUCIONES VARIABLE ALEATORIA DISCRETA

DISTRIBUCION UNIFORME

La variable aleatoria discreta X se dice que tiene una distribucion uniforme si puede

tomar los n valores x,, X,, -, X, con probabilidad
1 n+1 n? -1 n? -1
P(X=x)=— Vi =—— % = =
( I) n MX 2 GX 12 GX 12

DISTRIBUCION de BERNOUILLI
Experimento aleatorio que sélo admite dos resultados excluyentes (éxito y fracaso).

La variable aleatoria discreta X asociada a este experimento toma el valor 1 cuando
ocurre el suceso éxito con probabilidad P(A) =p y el valor 0 cuando ocurre el suceso

fracaso con probabilidad P(A)=q

X P(X = x,)

0 q Hy=P  ©x=P.Q Ox=+P.q
1 p

DISTRIBUCION BINOMIAL
Cuando se realizan n pruebas de Bernouilli sucesivas e independientes.
La variable aleatoria discreta X se denomina variable binomial cuando:

X ="numero de veces que ocurre el suceso éxito en n pruebas" X ~B(n, p)
n
La funcion de probabilidad o cuantia: P(X =k) = (kj peg

Uy =N.p 6%x=Nn.p.q  Gy=4N.p.q A, :q—\/i (coeficiente asimetria)
n.p.q

Si el experimento consiste en extracciones de una urna, éstas han de ser con
remplazamiento para mantener la probabilidad de éxito a lo largo de todas las
pruebas.

Si X ~B(n, p) cuando n es grande y ni p ni q son proximos a cero, se puede
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considerar que X ~N (n.p ;AN p.q)
X~B(n, p) ~ N(n.p; n.p.q) siendo n>30 y 0,1<p<0,9

X-n.p
n.p.q

~N(0,1) Teorema de Moivre

y, por tanto, la variable z =

La distribucion de Poisson es una buena aproximacién de la distribucion binomial
cuando el tamafo n es grande y la probabilidad p es pequena.

En general, cuando n>30 y p<0,1

k

B(n, k) = (Ej p g —NP<® o pr)= % e’ coni=n.p

DISTRIBUCION de POISSON

Una variable X se dice que sigue una distribucion de probabilidad de Poisson si puede
tomar todos los valores enteros (0,1, 2, ---, n) con probabilidades

k

P(X:k)z%e” siendo A >0 Uy=A  o2=k  oy=+A

X ="numero de ocurrencias de un suceso durante un gran numero de pruebas"

Existen un gran numero de modelos experimentales que se ajustan a una distribucion de
Poisson:

= Numero de piezas defectuosas en una muestra grande, donde la proporciéon de
defectuosas es pequena.

= Numero de llamadas telefénicas recibidas en una centralita durante cierto tiempo.

= Numero de clientes que llegan a una ventanilla de pagos de un banco durante cierto
tiempo.

La suma de n variables aleatorias de Poisson independientes es otra variable
aleatoria de Poisson cuyo parametro es la suma de los parametros originales.

Si X, ~P(%,) donde i=1, 2, --- ,n variables aleatorias independientes de Poisson —
> Y=Y X~ P(Zkij
i=1 i=1

Si para cada valor t > 0, que representa el tiempo, el numero de sucesos de un
fendmeno aleatorio sigue una distribucion de Poisson de parametro At, los tiempos
transcurridos entre dos sucesos sucesivos sigue una distribucion exponencial.

Cuando A >10 la distribucidn de Poisson se aproxima a una distribucién normal

N(n %)



DISTRIBUCION GEOMETRICA o de PASCAL

La distribucion geométrica o de Pascal consiste en la realizacidon sucesiva de pruebas de
Bernouilli, donde la variable aleatoria discreta:

X ="numero de la prueba en que aparece por primera vez el suceso A", donde X ~ G(p)

Para hallar la funcion de probabilidad o cuantia P(X = k) hay que notar que la
k-1

probabilidad del sucesoes: A.A.A..--.A.A

|

En consecuencia, P(X=k)=q“".p

La distribucion geométrica es un modelo adecuado para aquellos procesos en los que se
repiten pruebas hasta la consecucion del resultado deseado.

Si el experimento consiste en extracciones de una urna, éstas han de ser con
remplazamiento.

DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA

La distribucion binomial negativa Bn(n, p) es un modelo adecuado para tratar procesos

en los que se repite n veces una prueba determinada o ensayo hasta conseguir un
numero determinado k de resultados favorables (por vez primera).

Si el numero de resultados favorables buscados fuera 1 seria el caso de una distribucién
geométrica, esto es, la distribucion binomial negativa puede considerarse una extension
0 ampliacion de la distribucion geométrica.

X ="numero de pruebas necesarias para lograr k-éxitos " donde X ~Bn(n, p)

= — oO=——

n—1 . k. k. Jk
P(in):[ jp".q “ u:?q o’ pg pq

k-1 B

Si el experimento consiste en extracciones de una urna, éstas han de ser con
remplazamiento.

Adviértase que si el numero de resultados favorables fuera 1 (k =1) la distribucion
binomial negativa seria una distribucion geométrica:

n-1
P(X=n)=( 0 J p.q"" =p.q""



DISTRIBUCION POLINOMIAL o MULTINOMIAL

Es una generalizacién de la distribucion binomial cuando en cada prueba se consideran
k sucesos excluyentes (A, A,,---, A, ) con probabilidades respectivas (p,,p,, -, Py),

siendo p,+p,+ -+ p, =1

Suponiendo que se realizan n pruebas independientes de este tipo y considerando las
variables X, = "numero de veces que ocurre el suceso A, en las n pruebas"

. . . n! n n n,
P(X1=n1’X2=n2’.”’xk=nk)=ﬁ 11 22...pkk
n!n,! ---n!

DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Es una variante de la distribucién binomial (experiencias independientes o extracciones
con reemplazamiento).

La distribucion hipergeométrica corresponde a extracciones sin reemplazamiento.

En las demas cuestiones presenta el mismo marco de consideraciones, es decir, dos
situaciones excluyentes (éxito y fracaso) que se realizan en n pruebas.

Sean N elementos, con la probabilidad de éxito p en la primera extraccién. Los N
elementos se distribuyen en N.p éxitos y N.q fracasos.

La variable aleatoria X = "numero de éxitos k en n extracciones" donde X ~ H[n, N, NA:|

[N.pJ[N.qj

Kk n—-k N-n N-n

P(X:k):T },t:n.p Gi:n.p.q.m GX: npqm
n

Cuando N es grande respecto a n, es decir, %< 0,1, se puede decir que la variable

hipergeométrica sigue aproximadamente una distribucion binomial. Esto es,

(N.pj ( N.q j
k J\n-k D <01 n
P(X=k)= N > kgt
( ) N (kj p".q
n
En general, de forma analoga a la distribucion polinomial, en una poblaciéon con N
elementos repartidos en k clases excluyentes (A,, A,,---, A,) con elementos respectivos

de cada clase (N,,N,,---,N,), N,+ N, +---+N, =N, al tomar consecutivamente n
elementos sin reemplazamiento y denotando por:

X.="numero de elementos que hay de la clase A, en la muestra de tamario n"



G- 3)
- N.+N.+---+N =N
P(X1:n1;XZ:nZ;...;Xk:nk): n, n, n, siendo{ 1+ N, + -+ N

DISTRIBUCIONES VARIABLE ALEATORIA CONTINUA

La ley de probabilidad de una variable aleatoria continua X esta definida, bien si se
conoce su funcion de densidad f(x), bien si se conoce su funcion de distribucion F(x),

verificando:
F(x) = P(X < X) ma<X<m=ﬁﬂmdx [ f(x) dx =1

La funcion de densidad f(x) y la funcién de distribucion F(x) se encuentran relacionadas
por la expresion:

_dF(x)

F(x) = _[jmf(x) dx fx)=—_

DISTRIBUCION UNIFORME

Una variable aleatoria continua X sigue una distribucion uniforme en el intervalo [a, b], y
se denota como X ~ U(a, b), cuando su funcion de densidad es:

i<
0 Xx<a
1 1 | ; |
f(x)=s—— a<x<b ba : ;
b- | |
0 X>b : :
a b *

La funcion de distribucion es:

Fixl
0 x<a !
Fix)=12=2 a<x<b
b-a
1 x>b
! : *
_a+b , (b-ay . _b-a
Hx = 2 X~ 4o X = 12



DISTRIBUCION NORMAL o de LAPLACE-GAUSS

Una variable aleatoria continua X se dice que tiene una distribucion normal o de Laplace-
Gauss de media p y desviacion tipica o si su funcion de densidad es:

1 _n)
2
f(X)=——— & 2 _m<p<wm >0
G.427
=
il
m
o
&}
S 7 34,1% 34.1%
-
il
=30 -2a T i a g 3a .
: 2
€— 68.26% —> p-30 p-20 p-O L W+ 420 pt30

< 9545 —>
—— 9973% @ ———————

(x-p)?
2

La funcion de distribucion: F(x) = ° dx

1 .-
—.| €
G.\2T .L:
Si una variable X, es N(u,, o,) yotra X, es N(u,, ,) independientes entre si,
entonces la nueva variable X = X, + X, sigue también una distribucién normal
N(u1 +u,, \/ oF +03 ) Propiedad que se puede generalizar a n variables aleatorias
independientes.

—u

(&)
sigue también una distribucién normal N(0, 1). La variable z se le denomina variable

tipificada de X y a la curva de su funcién de densidad curva normal tipificada.

Si una variable X sigue una distribucién normal N(u, o), la nueva variable z =

La funcion de densidad sera, f(z)=

1
J2r
1 (7 5
Funcion de distribucion: F(z) = j e 2 dt

=

Si X es una variable binomial B(n, p) con n grande y ni p ni g son proximos a cero,

podemos considerar que X sigue aproximadamente una distribucion N [n .p,/N.pP. q]

y, en consecuencia, la variable z = X-np N(0,1) (Teorema de Moivre)

Jn.p.q

En general, la transformacion es aceptable cuando p<0,5 y n.p>5



Para utilizar correctamente la transformacion de una variable discreta X (con distribucion
binomial) en una variable continua z (con distribucidon normal) es necesario realizar una
correccion de continuidad.

A A

P(X<a)= P(X<a 0,5) < X<a+05

P(X=a)=P(a-0,5<X<a+0,5)

Pla<X<b)=P(@a+0,5<X<b-05) P@a<X<b)=P@-0,5<X<b+0,5)

DISTRIBUCION y> de PEARSON

Sean n variables aleatorias (X1, Xy, Xn) independientes entre si, con ley N(0, 1)

La variable y> = XZ+ X3+ .-+ X2 recibe el nombre de y* (chi-cuadrado) de Pearson
con n grados de libertad.
1 o2
La funcién de densidad es f,(x) = 2"2 T(n/2)
0 x<0

n/2)-1

X 0< X<

La funcion gamma se define I'(p)= I: xP e dx

Algunas formulas de interés para el calculo de T'(p):

F(%)a/? I(p)=P-N'=(pP-1)T(P-1) [(p). I'(p-1)=

senpn

. . . s ’ - . _ 2 _ _
Media, varianza y desviacion tipica: e =N e 2n C A 2n

n n



Si X§1 y Xﬁz son dos y* de Pearson, respectivamente con n, y n, grados de libertad,
independientes entre si, entonces la suma de las dos x2 ., = xi +xa €s también una

x> de Pearson con n, +n, grados de libertad.

Esta propiedad se puede generalizar a n variables aleatorias independientes.

Al aumentar el numero de grados de libertad, la distribucion y* se aproxima
asintéticamente a la distribuciéon normal.

J2xz —=220 N(J2n-1,1)

En el muestreo, al tomar muestras de media x y desviacion tipica o, de una
. . n-1).s
poblacién N(u, ), la variable ¥’ :% es una x> de Pearson con (n—1) grados
(@)

de libertad, donde s? es la cuasivarianza muestral, nc’ =(n-1)s?

Esta propiedad es muy utilizada en la estimacion y en el contraste de hipotesis sobre la
varianza poblacional c?.

f (%) (%)

P(xazxs )=o

g 5 X2wn %
P(xs<x2,)=1-P(x2z%2,)=1-a
DISTRIBUCION t de STUDENT
Sean (n+1) variables aleatorias (X1, Xy, oo, X, X) independientes entre si, con ley

N(0, 1), se denomina t de Student con n grados de libertad a la variable

_ox
T,

Dividiendo la expresion por o, se tiene:

t

- X B X/o oz

e 330 R

i=1 i=1




1 x?\)2
La funcion de densidad: f (X)=—F— | 1+—
" n

1 n
n.pl -, =
Jn B(z 2)
Algunas formulas de interés para el calculo de B(p,q), p>0y q>0, son:

1 L p-1
B(p, q)=j x*'(1-x)*"dx con el cambio x __t se tiene B(p,q):j v dt
0 1+t o (1+t)P™

/2 ~ _
otra forma de representar la funcién, B(p,q)= 2‘[ (sent)”™ (cost)™"" dt
0

['(p).-T(q)

B(p,q)= b+ q)

B(p,q)=P(q,p) simetria

Al aumentar el tamafo n se va haciendo cada vez mas apuntada su funcion de
densidad, siendo el limite cuando n — « la curva normal tipificada

£, f12)

En el muestreo, al tomar muestras de media x y desviacion tipica o, de una

poblacion N(u, ), la variable t_, = XS_“ _XZH [n_1. Propiedad muy utilizada en la
s

X X

n-1
estimacion y en el contraste de hipotesis sobre la media de la poblacién p.



DISTRIBUCION F de FISHER-SNEDECOR

Sean y? y x> dos variables y° de Pearson, respectivamente con n, y n, grados de

libertad, independientes entre si, se denomina F de Fisher-Snedecor con n, y n,
2

_ X1/n1

grados de libertad a la variable: F . ==
Xz/nz

Tiene por funcién de densidad:

n,/2
n,+n, n,
i J[n ] K
2
(0= (M) (n momz X0
e oI 1+ M x
2 2 n
2

0 x<0
f(x) f(x)1|

n{=20 n2:500

ny=20 np=50

n=20 ns=8 2 P(Fr111!13 ?’F«: !11.?‘!3)20"

7
- . / e
= 0 Fa;h.l,ﬂz
P(F, ., 2F, .nn)=0 P(F, ., <Fonn)=1-PF, ., 2F . .)=1-a
, . 1
Para valores de o =0,95 y a =0,99 se considera la relacion F, —
1-a ;ny Ny

En el muestreo es un estadistico utilizado para la razén de varianzas de dos
poblaciones normales y en el contraste de hipdtesis sobre la igualdad de varianzas
poblacionales.
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DISTRIBUCION de PARETO

Una variable aleatoria continua X se dice que sigue una distribucion de Pareto de
parametros (o, 0) si puede tomar valores iguales o superiores a 6 y tiene como funcion

de densidad:

»

f(x)4

o.0* o«
f(x) =4 ot x>20>0 a>0 P
0 X<0
F’O > X
e o
—| — >
Funcién de distribucion F(x) =1 (Xj x>0
0 X<0
Media, varianza y desviacién tipica para o > 2
a.0 9 a . 0? a . 0?
H'X = — GX = > GX = >
o—1 (a=1)".(a—2) (a=1)".(a—2)

Es muy utilizada en economia, ya que la distribucion de las rentas personales superiores
a una cierta renta 6 sigue una distribucion de Pareto de parametros (o, 6)

El parametro 0 puede interpretarse como un ingreso minimo de la poblacion, tratandose
de un indicador de posicion. Si la poblacion fuera el conjunto de salarios una nacion que
trabaja ocho horas al dia, el parametro 6 seria el salario minimo nacional.

El parametro a se determina generalmente a partir de la media muestral. Normalmente,

toma valores préximos a 2. A mayores valores de a se obtienen densidades de Pareto mas
concentradas en las proximidades del minimo, esto es, menos dispersas.

\/ a. 0 H\/E
(=17 . (a-2) _(o=T {(a-2) _ 1
. §

1

Reflejando que la dispersion depende solo del parametro o, se necesitaria un valor de
o > 10 para obtener un coeficiente de dispersion menor del 10%.

El Coeficiente de Variacion CV =

Q
<

—

a_

Atendiendo a su funcién de distribucion: P(§ > x)=1-P(§ < x)=1-F(x) = (Ej que
X

permita determinar el nUmero de personas que superan la renta 0

11



Al determinar la Curva de Lorenz para una distribucion de Pareto, se trata de
encontrar la relacion entre la funcion de distribucion F(x) y la funcion T(x) que acumula

los ingresos de todos los individuos que no superan una cantidad x

A .
1 Curva de Lorenz

ff Curva de Lorenz:
/ 1
/ T(x)=1-[1-F(x)] =

) i Recta
k_ equidistribucion:
» T(x) =F(x)
X X+dx > -
Q = 1 F

Sea una poblacion de N individuos, con una proporcion de individuos f(x) dx

» Ingreso total de N individuos sera:

N.u = N.E(X N_[ x.f(x)dx = Nj %9 X —N.a. e“j xodx = e Fyra] e
0 1-a
N.o. 6% u N.o.0
_ (o) = %Y
1-a o—1

= Ingreso total de N individuos con ingresos entre (x, x +dx) sera:

i 0

N.p:N.E(Y):N.j

0
o a-1

N0 ey N-a0 [ (0

1-a o-—1 X

En la curva de Lorenz, con la distribucion de Pareto, la ordenada T(x) sera:

t.f(t)dt:N.J t.";ﬁ —N.(X.G“.I t‘*dt:N1'a'6 [t s =
0 0

N.o.0 (1_(ej“‘j
NE(Y) o X ~ o)
Tx)= N.E(X) N.o.0 _[1_(;j J
o-—1

= La relacion entre distribucion F(x) y la funciéon T(x) que acumula los ingresos de
todos los individuos que no superan una cantidad x

F(x)=1—(9ja = (9) =1-F(x) = (9j=[1-F(x)]”°‘
X X X
0

T(x):(1—(;] }:1—[(1—F(x)) } —1-[1=F(x)] « =1-[1-F(x)] =

12



;
La relacion T(x) = 1—[1—F(x)]175 solo depende del parametro o, verificando

F(6)=0 y F(oo)=1,T(8)=0 y T(e0) =1

De otra parte, la funcion T(x) es creciente y concava:

T'(x) = (1—lj[1—F(x]_w >0 para Fe[0,1] creciente
o

T"(x) = (1—1) l.[1—F(x](_1_°‘)/°‘ >0 para F [0, 1] concava

a a

El indice de Gini es el doble del area comprendida entre la curva de Lorenz y la
recta de equidistribucion T =F, con lo que:

1 a 2a+1+20a 1
4 -2 -
2 2a0-1 2(2a—1) 20 -1

El indice de Gini ls = ﬁ s6lo depende del parametro o, es independiente del ingreso

minimo 0. Tiende a 1 cuando o — 1

DISTRIBUCION LOGNORMAL

Una variable X se dice que tiene una distribucién lognormal si los logaritmos neperianos
de sus valores estan normalmente distribuidos, es decir, si la variable

=log, X es N(u, o)

entonces la funcién de densidad:

(log ¢ x—p)°
S P
f(x)=1/2n.x.c
0 x<0
52
La media y varianza son: p, =e" 2 o?=g (iee?) _ gaweo’

La distribucion lognormal tiene, entre otras, las siguientes aplicaciones:

» Permite fijar tiempos de reparacion de componentes, siendo el tiempo la variable
independiente de la distribucion.

13



= Describe la dispersion de las tasas de fallo de componentes, ocasionada por bancos
de datos diferentes, entorno, origen diferente de los datos, distintas condiciones de
operacion, etc. En este caso la variable independiente de la distribucion es la tasa de
fallos.

» Representa la evolucion con el tiempo de la tasa de fallos, I(t), en la primera fase de
vida de un componente, la correspondiente a los fallos infantiles en la 'curva de la
bafiera’, entendiendo como tasa de fallos la probabilidad de que un componente que
ha funcionado hasta el instante t, falle entre t y t + dt. En este caso la variable
independiente de la distribucion es el tiempo.

DISTRIBUCION LOGISTICA

La curva logistica es una curva adecuada para describir el crecimiento de las
poblaciones, estudio de la mortalidad, y en general, los procesos de crecimiento que
experimentan estados de saturacion.

Una variable aleatoria logistica X de parametros o y 3, abreviadamente L(a, B), tiene
como funcion de densidad y distribucion, respectivamente:

p
f(x):% F(x) = 1X_a —00 < X <0
B(Heﬁ} 1+e P
= Con el cambio Y = X-o se obtiene la distribucion logistica estandar L(0, 1), que
2
tiene: p, =M, =M, =a o2 = (’TE)

DISTRIBUCION EXPONENCIAL (Lambda)

Se dice que una variable aleatoria absolutamente continua X sigue una distribucién
Exponencial de parametro A, sila v.a. X describe el tiempo transcurrido entre dos
sucesos consecutivos de Poisson o el tiempo de espera hasta que ocurre un suceso de
Poisson.

Una v.a. con distribucion Exponencial se denota como X ~Exp()), donde A es el
numero de sucesos de Poisson por unidad de tiempo.

re ™ x>0

La funcién de densidad: f(x) =
0 x<0

1-e™ x>0

La funcidn de distribucion F(x) =P(X < x) =
0 x<0

La esperanza matematica, varianza, desviacion tipica y tasa instantanea de ocurrencia:

14



= 1 AMX) = fx) tasa instantanea ocurrencia
A 1-F(x)

La funcion caracteristica de lav.a. X ~Exp (L) es: p(t) = E[e“X] = % VteR
1——it
A

La distribucion exponencial Exp (L) es un caso particular de la distribucion gamma,

describe el tiempo hasta la primera ocurrencia de un evento, tiene una aplicacién
importante en situaciones donde se aplica el proceso de Poisson.

Tiene un lugar importante tanto en teoria de colas como en problemas de confiabilidad.

El tiempo entre las llegadas en las instalaciones de servicios y el tiempo de fallos en los
componentes eléctricos y electronicos frecuentemente estan relacionados con la
distribucion exponencial. Con aplicacion importante en biometria (estudio de las leyes
probabilisticas que gobiernan la mortalidad humana) y cuestiones actuariales.

Una caracteristica de la distribucién exponencial es su FALTA DE MEMORIA: La
probabilidad de que un individuo de edad t sobreviva x aios mas, hasta la edad t+x, es
la misma que tiene un recién nacido de sobrevivir hasta la edad x.

Generalmente, el tiempo transcurrido desde cualquier instante t, hasta que ocurre el

evento, no depende de |lo que haya ocurrido antes del instantet,.
La perdida de memoria se refleja mediante la expresion:

—A(x+h)
P[X2x+h|X2x]:P[XZX+h]:e _e ™ —P[X2h]

P[Xzx] e~

DISTRIBUCION GAMMA

Se dice que una variable aleatoria absolutamente continua X sigue una distribucion
Gamma de parametros ' y A, silav.a. X describe el tiempo transcurrido hasta el
a - ésimo suceso de Poisson.

Una variable aleatoria Gamma de parametros o y A se denota por y(a,A) con aa >0y

A >0, donde el parametro A es el numero medio de sucesos de Poisson por unidad de
tiempo.

}\‘a a-1 A—A X
>
La funcién de densidad: f(x) =< T'(a) X~vy(a, )
0 x<0

La funcion I'(a) se denomina funcion gamma de Euler y se define como la integral
impropia para todo o >0, dada por

I'a)= I x*"e™dx siendo I'(a)=(a—1)! VaeN
0

15



La esperanza matematica, varianza y desviacion tipica de lav.a. X ~ y(a, 1) es:

ny =E(X) =

>|Q

La variable aleatoria gamma vy(a, A) describe el tiempo hasta que ocurre el suceso a en

un proceso de Poisson de intensidad A.Esto es, la suma de a variables aleatorias
independientes de distribucién exponencial con parametro A

La distribucion exponencial es un caso particular de la distribucibn gamma con
parametro o =1:

X~y (o, 1)
X~Exp (L)
_ L a-1 4—AX a=1 ﬁ =
f(x) = e —=— f(x)=2Le X~Exp(A)=7y(1,1)
(o)
Si X,, X,, ---, X, son n variables aleatorias independientes distribuidas segun
N(0, 1). La nueva variable aleatoria Y = X2, X3, --- , X* sigue una distribucion y(g %j

En consecuencia, la distribucidon Chi-cuadrado es una distribucion Gamma cuando o :%
1 n 1
A=—, talque X~y2=v|—, —

it x- =r(3 1)

Cuando el parametro a es entero, la distribucién y(a, L) se conoce como

distribucién de Erlang.

La distribucion gamma se suele utilizar en intervalos de tiempo entre dos fallos de un
motor. Intervalos de tiempo entre dos llegadas de automoviles a una gasolinera. Tiempos
de vida de sistemas electronicos. Analisis de la distribucion de la renta.

DISTRIBUCION BETA

Se dice una variable aleatoria absolutamente continua X sigue una distribucion Beta de
parametros aa 'y f,con a>0y >0,y sedenotacomo X ~ B(a, B), sila funcién de

densidad de la v.a. X viene definida por

_ T(a+B) ot gt
f(x) = M) T (B) x*. (1=x) x € (0,1)
Esperanza matematica de lav.a. X ~B(a, B): E[X]= iB
a

. . B a.f
Varianzav.a. X~ B(a, B): o =Var(X)= (@ + By (atp+1)

Como casos particulares de la distribucidn Beta se tiene:

= Si a=1y B=1+> f(x)=1si 0<x<1 = X~-U[0,1]
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= Sea X~B(a,B) — 1-X~B(B o)

La funcion B(a, B) se denomina funcion Beta de Eulery se define como la integral
impropia para todo o >0 y >0, dada por

(). T'(B)

B(a, B):'[ x* . (1=xy" dx siendo B(o, )= (1)

Algunas caracteristicas de interés para el calculo de B(a, B) son:

=  Simetria: B(a, B)=B(B, o)

/2

= Con el cambio x =sen®t se tiene: B(a, B):2I (sent)**". (cost)*" " dt
0

® a—1
= Con el cambio x :L se tiene: B(a, B):I v dt
1+t o (1+1)*P

DISTRIBUCION de CAUCHY

Se dice que una variable aleatoria absolutamente continua X sigue una distribucion de
Cauchy con parametro de escala > 0 y parametro de localizaciéon 6 € R, y se denota

como X ~ C(u, 0), si su funcion de densidad viene dada tal que

_ H c
f(x) = n[uz +(x—6)2] VxeR

La esperanza y la varianza de la v.a. X con distribucién de Cauchy no existen.
La funcidn caracteristica de la v.a. X~ C(y, 8) de parametros p y 0 viene dada por
p(t)= E[e“x] —e¥e™l vteR

Como casos particulares de la distribucion de Cauchy, se tiene:

. S|'p:1y6=0:>X~C(0,1)Conf(x):;2 VxeR
n(1+Xx°)

- X-Cu0) o 222 _cao
n

17



Gestion Aerondutica: Estadistica Tedrica
. Facultad Ciencias Econdmicas y Empresariales
Universidad A;'_,}';mmu Departamento de Economia Aplicada
de thadrid Profesor: Santiago de la Fuente Fernandez

EJERCICIOS DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

Ejercicio 1.- El 30% de un determinado pueblo ve un concurso que hay en television.
Desde el concurso se llama por teléfono a 10 personas del pueblo elegidas al azar.
Calcular la probabilidad de que, entre las 10 personas, estuvieran viendo el programa:

a) Mas de ocho personas
b) Algunas de las diez personas

c) Calcular la media y desviacion tipica
Solucion:

Se trata de una distribucion binomial con n=10y p=0,3, es decir,
b(10,0,3) = b(10, k, 0,3) con k = éxitos: P(X:k):[Ej peLgrt
Llamando X = "numero de personas que estan viendo el programa"
10 9 10 10 0
a) P[X>8]:P[X:9]+P[X=10]: 9 0,3°.0,7 | + 10 0,37.0,7° |=

=10.0,3°.0,7+0,3" =0,000144

10y___ 10t _10.9!_10_.o
9) 9r(1o-1 or. 1 1

n) n!
(k] k! (n—k)!

10y 100 11,
10)  101(10-10)! 0! 1

b) P[X>0]=1-P[X=0]=1- (m 0,3°.0,7° =1-0,7" = 0,972

c) Media: p=n.p=10.0,3=3

Desviacién tipica: 6=4/n.p.q=4/10.0,3.0,7 =/2,1=145
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Ejercicio 2.- El jefe de recursos humanos de una empresa realiza un test de diez items
a los aspirantes a un puesto, teniendo en cada items cuatro posibles respuestas, de las

que solo una es correcta. Suponiendo que los aspirantes teniendo la misma probabilidad
de responder. Se pide hallar las probabilidades para el aspirante:

a) Conteste todos los items mal

b) Conteste al menos cuatro items bien

d

)
)
c) Conteste entre cuatro y seis items bien
) Conteste todos los items bien

)

e) Conteste menos de tres items bien

Solucioén:

Sea X = "contestar items bien en el test", la variable sigue una distribucion binomial

10
n=10 , p:%:O,ZS , b(10,0,25) , P(sz)z[k}.0,25k.0,751°‘k k=01--10

10
a) P(X=0)= [ A ].0,25".0,7510 =0,25°.0,75" =0,0563

b) P(X>4)=1-P(X <4)=1-(P(X = 0)+P(X = 1)+P(X = 2) +P(X = 3)) =
10 10 10 10
=1_K A ].0,250.0,7510 +( 1 j.o,251.o,759 +( ) j.o,252 .0,75° +( s j.o,253 .0,757} -

—1-[0,0563 +0,1877 +0,2816 +0,2503] = 0,224 1
c) P(4<X<6)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)=

10 10 10
:(4 J.O,254.0,756 +( 5 ].0,255.0,755 +( 5 J.0,256 .0,75* =0,1460 +0,0584 +0,0162 = 0,2206

10
d) P(X=10)= [10].0,2510_0,750 -0

e) P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=

10 10 10
=(0 ].0,250.0,7510 +[ 1 j.0,251.0,759 +( 5 ].0,252 .0,75% =0,0563+0,1877 +0,2816 = 0,5256
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Ejercicio 3.- Una compania de seguros garantiza polizas de seguros individuales contra
retrasos aéreos de mas de doce horas. Una encuesta ha permitido estimar a lo largo de
un afo que cada persona tiene una probabilidad de cada de mil de ser victima de un
retraso aéreo que esté cubierto por este tipo de podliza y que la compafiia aseguradora
podra vender una media de cuatro mil pélizas al afio.

Se pide hallar las siguientes probabilidades:

a) Que el numero de retrasos cubiertos por la péliza no pase de cuatro por ano
b) Numero de retrasos esperados por afio

c) Que el numero de retrasos sea superior a dos por afo

d) Que ocurran doce retrasos por afio
Solucién:

Sea X = "numero de retrasos por afio", la variable sigue una distribucion binomial

n=4000 , szzo,OO’l , b(4000, 0,001)
1000

.0,001%.0,999%*  k =0,1,---,4000

4000
con lo que, P(X:k):( ]

Es necesario buscar una distribucién que sea una buena aproximacion de ésta. La
distribucion de Poisson es una buena aproximacién de la binomial b(4000, 0,001), ya

que p =0,001 es muy pequefiay n.p =4000.0,001=4<5.
4k

Por tanto, X ~b(4000,0,001) ~ X~P(A=n.p=4) P(X:4):F.e‘4

a) P(X<4)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X =4) =

0 1 2 3 4
{4—+4—+4—+4—+4—}.e‘4 =[1+4+8+10,667+10,667].e™* = 0,6289
or 1 21 31 41

b) El numero de retrasos esperado por afio es la media p, =1 =4

c) P(X>2)=1-P(X<2)=1-[P(X =0)+P(X =1)+P(X = 2)] =

{40 4" 42

—+—+—}.e‘4 =1-[1+4+8].e* =1-0,381=0,7619
or 1 21

12
d) P(X=12)= %.e“ = 0,035.e = 0,00064
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Ejercicio 4.- Para El tiempo empleado, en horas, en hacer un determinado producto
sigue una distribucién N(10, 2). Se pide la probabilidad de que ese producto se tarde en
hacer:

a) Menos de 7 horas

b) Entre 8 y 13 horas

Solucion:
a) P[x<7] = {’“10<7_10}:P[z<—1,5]:P[z>1,5]=o,0668
tipificando 2 2
a) P[8<x<13] = P{8_1Osx_10313_10}=P[—13231,5]
tipificando 2 2 2

y A /
1/(\:/( \_J‘/ \\_ P[-1<z<15]=P[z>-1]-P[z>15]

LT /T A Plzst-t-Plezd
Plz<1] 1 P[z2]

P[-1<z<15]=P[z>-1]-P[z215]=P[z<1]-P[z2215]=1-P[z>1]-P[z>15] =
=1-0,1587 -0,0668 =0,7745

Ejercicio 5.- El 7% de los pantalones de una determinada marca salen con algun
defecto. Se empaquetan en caja de 80 pantalones para diferentes tiendas. ¢ Cual es la
probabilidad de que en una caja haya entre 8 y 10 pantalones defectuosos?

Solucion:

Sea X = "numero de pantalones defectuosos en una caja"

Se trata de una distribucién binomial (los pantalones son o no son defectuosos), es decir,
una binomial con n=80 y p=0,07: b(80, 0,07) , donde:

n=n.p=80.007=56 c=+n.p.q=480.0,07.0,93 =2,28

Adviértase que se dan las condiciones para aproximar la distribucién discreta binomial a
una distribucion continua normal:

p=007<05 y n.p=80.0,07=56>5
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con lo que, b(n, p)~N[p=n. D, G:W/n.p.q} — b(80, 0,07)~N[5,6, 2,28]

Para utilizar correctamente la transformacién de una variable aleatoria discreta X
(distribucién binomial) en una variable aleatoria continua z (con distribucion normal) es
necesario hacer una correccion de continuidad:

TIPIFICANDO

TRANSFORMACION N(5,6;2,28)
P[8 <X <10] = P[7,5<X'<105] =

:P{7,5—5,6 < X'-5,6 < 10,5-5,6

< < =P[0,83<z<215]=
2,28 2,28 2,28

—P[z>0,83] - P[z>215]=0,2033 - 0,0158 = 0,1875

Ejercicio 6.- Un servicio dedicado a la reparacién de electrodomeésticos recibe por
término medio 15 llamadas diarias. Determinar la probabilidad de que reciba un dia mas
de 20 llamadas.

Solucién:
Sea X ="numero de llamadas recibidas al dia"

15" o

La variable aleatoria X ~P[L =15]: P[X=k]|= DR

1=15>10: P[A] —— N|15, |[15]

o £-15 _(20-0,5)-15

NN

P[> 20]= —P[z>116]=0,1230

Ejercicio 7.- En una fabrica se sabe que la probabilidad de que r articulos sean

kK -4
defectuosos es P[X = k] = 4’6

. Determinar la probabilidad de que en 100 dias el

numero de articulos defectuosc;s esté comprendido entre (400, 600)

Solucioén:

k
Se trata de una distribucién de Poisson P[X =k] = % e’ A=4, c=,4=2

En 100 dias: [X,, X,, -, Xip0] ~P(n.2,/n.2 ) =P(100.4,./100.4 ) =P (400, 20)

E[X]=n.1 =100 . 4 = 400
V[X]=n.o?=100.4 =400 o, = 400 =20
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n.%=400>10: P[n.n] —— N[400, /400 |=N(400,20)

400-400 < £-400 < 600 -400
20 20 20

P[4003§saoo]=P[ }=P[0SZS10]=

=P[z>0]-P[2>10]=0,5

Ejercicio 8.- Una compaiia aérea observa que el numero de componentes que fallan
antes de cumplir 100 horas de funcionamiento es una variable aleatoria de Poisson. Si el
numero promedio de fallos es ocho. Se pide:

a) ¢ Cual es la probabilidad de que falle un componente en 25 horas?
b) ¢Cual es la probabilidad de que fallen menos de dos componente en 50 horas?

c) ¢Cual es la probabilidad de que fallen por lo menos tres componentes en 125 horas?
Solucién:

Sea la variable aleatoria discreta X = "n® componentes que fallan antes de 100 horas"

El parametro A =E[X]=8

a) Considerando ciertas condiciones de regularidad, se puede asumir que la variable:
U= "n° componentes que fallan antes de 25 horas" sigue una distribucién de Poisson de

pardmetro A, =E[U] = % =2

Al A,=2

PlU=k]=2t.e* —==%, P[U=1]=%.e?=%-0,27067
k! 2

2 2
1N e

b) Analogamente, lav.a. V="n° componentes que fallan antes de 50 horas" sigue una

distribucion de Poisson de parametro 1, =E[V]= % =4

P[V<2]=P[V=0]+P[V=1]=B—j.e4‘}+ﬁ—;.e4}=[1+4].e‘4 _5.6=0,0916

c) Lav.a. Z="n° componentes que fallan antes de 125 horas" sigue una distribucion de
Poisson de parametro A =10

P[Z23]=1-P[Z<3]=1-(P[2=0]+P[Z=1]+P[Z=2]) =

0 1 2
-1 Hg_e‘“’}+{£_e‘”}+[£.e‘“’}) =1-[1+10+50].e™ = 10,9972
0! 1 2!

23



Ejercicio 9.- Un técnico realiza un test de cien items a unos doscientos opositores.
Suponiendo que las puntuaciones X obtenidas por los opositores siguen una distribucién
normal de media 60 puntos y desviacion tipica 10 puntos. Se pide obtener:

a) P(X>70) b) P(X < 80) c) P(X<30)
d) P(X > 46) e) P(39 < X <80) f) P(80< X <82,5)
g) P(30 < X < 40) h) P(X-60| < 20) i) P(X-60|>20)

j)  Numero de opositores que obtuvieron 70 puntos

Solucioén:

La variable aleatoria X = 'puntuacion obtenida en el test' sigue una distribucion N(60, 10),

luego su variable tipificada sera z = con distribuciéon normal N(O, 1)

a) P(X270)=P[X_60 > 70_60} =P[z21]=0,1587
10 10
f(x)| f(2)|
Xﬂ:‘ / .
- r X -
0 60 70 0 1
b) P(X<80)= P{X;OGO < 801‘060} =P[z<2]=1-P[z22]=1-0,0288 =0,9772
f(2) P(z=2)
/
/
/ /
0 2 z
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c) P(X< 30):P[X1_060 < 301‘060} =P[z<-3]=P[z>3]=0,00135

f(2)]

d) P(X>46)= P[X;OGO > 461_060} =P[z2-14]=P[z<14]=1-P[z214]=

=1-0,0808 =0,9192

1,4 ol

=
u

5 -

P(z=-1,4)
7

-
/

“§§§§§

) P(39§X£80):P[39_60 X860 _ 80—60}

< < =P[-21<z<2]=
10 10 10

=P[z>-21]-P[z>2]=P[z2<21]-P[z>2]=1-P[z>21]-P[z>2]=

=1-0,0179-0,0228 = 0,9593

f(z)

P(-2,122<2)
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80—60<X—60<82,5—60
10 10 10

) P(80§X382,5)=P[ }:P[Zszsz,%]:
=P[z>2]-P[z>2,25]=0,0228-0,0122 =0,0106

fz)

Z

0 2 2,25

30—60<X—60<40—60
10 10 10

9) P(30§Xs40)=P{ }:P[—3szs—2]:P[23233]=

—P[z>2]-P[z>3]=0,0228-0,00135 = 0,02145

f(2)] f(2)
3 -2 0 : o 2 3 :

h) P(|X-60|<20)=P[-20<X-60<20]=P[40<X<80]=

{40—60 X-60 80-60
=P < <

80 X-50 80 }:P[—ZSZSZ]:P[zz—Z]—P[zzz]:

—P[z<2]-P[2>2]=1-P[z2>2]-P[z>2] == 1-2.P[z > 2] =1-2.0,0228 = 0,9544

P[40 <X <80]
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X-60=>20 {X280
=

) |Xx-60/220 =
X 60 < 20 X < 40

P[|X~60] zzo]ZP[XZ80]+P[Xg4o]:P[

X-60 80—60} [X—GO 40—60}
> +P < =
10 10

10 10

=P[z>2]+P[z<-2]=2.P[z>2]=2.0,0228 = 0,0456

f(x) f(z)

j) P[X=>70]=0,1587

En consecuencia el 15,87% de los opositores obtuvieron una puntuacién superior a 70,
esto es, aproximadamente 32 opositores.
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Ejercicio 10.- Una agencia ofrece un premio entre los distribuidores si venden
trescientos veinte o0 mas paquetes de viajes por dia. Sabiendo que el numero de
paquetes de viajes vendidos al dia por los distribuidores A y B siguen una ley normal de
la forma siguiente:

Distribuidor Media Desviacion tipica
A 290 paquetes de viaje 20 paquetes de viaje
B 300 paquetes de viaje 10 paquetes de viaje
Se pide:

a) Porcentaje de los dias que obtendra premio el distribuidor A
b) Porcentaje de los dias que obtendra premio el distribuidor B
c) A qué distribuidor beneficia la decision de la agencia

d) Si se asocian los dos distribuidores, ¢ qué porcentaje de dias obtendrian premio?
Solucién
a) Sea X ="numero de paquetes de viajes vendidos por el distribuidor A al dia"

La variable aleatoria X ~ N(290, 20). El porcentaje de los dias que obtendra premio el
distribuidor A sera el correspondiente a la probabilidad:

X-290 S 320-290
B 20

P[X2320]=P[ }=P[zz1,5]=0,0688

es decir, el 6,68% de los dias obtendra premio el distribuidor A

b) Analogamente, la variable aleatoria
Y = "numero de paquetes de viajes vendidos por el distribuidor B al dia"

sigue una ley normal Y ~N(300,10) con lo que

Y -300 S 320-300
10 10

P[Y >320]=P =P[z>2]=0,0228
| |

es decir, el 2,28% de los dias obtendra premio el distribuidor B

c) De los apartados anteriores se observa que el distribuidor A resulta beneficiado con
la decision de la agencia.

d) Siendo X ~N(290, 20) e Y ~N(300,10), se tiene que la nueva variable U= X+Y
sigue una distribucion normal U ~ N[(zgo +300), \/ 202 +102} = N[590, 22,4]

U-590 S 320-590
22,4 224

con lo cual, P[U > 320] :P[ }: P[z>-12,05]=P[z<12,05] =1
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El resultado indica que si se asociaran los distribuidores A y B practicamente todos los
dias obtendrian premio.

Ejercicio 11.- La utilizacion de la tarjeta VISA en operaciones comerciales, en la
poblacion de una gran ciudad, sigue en porcentajes una distribucion normal de media
4,5 y desviacion tipica 0,5. Se pide calcular las siguientes probabilidades:

a) Que un ciudadano tomado al azar utilice la tarjeta mas del 5% en sus operaciones

b) Tanto por ciento de la ciudad que utiliza la tarjeta menos del 3,75%
d) Porcentaje de operaciones con tarjeta que utiliza el 10% mas bajo de la poblacién

)
)
c) Porcentaje de operaciones con tarjeta que utiliza el 20% mas alto de la poblacién
)
e)

Porcentaje de operaciones del 80% mas proximo a la media
Solucién

a) La variable X = "porcentaje del numero de operaciones con VISA" sigue una
distribucién N(4,5, 0,5)

P(X25)=p| X=43 3745\ b5 1)-0,1587
0,5 0,5
f(x) f(z)
P(z=1)
=] X 0 1 =

b) Para hallar el tanto por ciento hay que calcular primero la probabilidad:

X-4,5 < 3,75-4,5
05 05

P(X33,75)=P{ }:P(zs-1,5)=P(z21,5)=0,0668

f(x)

P(X <3,75)

22 X
0 375 45

En consecuencia, existe aproximadamente un 6.68% de la poblacion que utiliza la tarjeta
Visa menos del 4,5% de las veces en sus transacciones comerciales.

29



c) Sea x ="numero de operaciones con tarjeta del 20% mas alto de la poblacion”

X-4,5_ x-4,5 x—-4,5
P(XZX)zF’[ 05 > 05 }zO,ZO = P(z22z,,)=0,20 con 2z, = 05
f(x)
P(X = %) =0,20
20%
"6’ 4.5 X 0 2520 ?

La probabilidad de 0,20 no se encuentra en las tablas, por lo que no puede encontrarse
directamente el z,,, correspondiente. Para calcularlo es necesario interpolar entre los

dos valores en que se encuentra.

f(z)]

T,

-2
D zIZI.2IZIIZI5 zIZI,ZIZI zIZI.*I'.EI??
Abscisas Areas
Zo,zoos - Zo,1977 0, 2005 - 0, 1977
Z0,20 - Z0,1977 0,20 - 0,1977
0,84 -0,85 0,0028
Zy, — 0,85 0,0023
-0,01 —— 0,0028 - )
= Zy,, =0,85+ 0,01.0,0023 =0,85-0,008 =0,842
Zyy0— 0,85 —— 0,0023 ‘ 0,0028

AS, 2= "0 _0842 5 x=4,5+0,5.0,842=4,921
*7 05

Es decir, el 20% de la poblacién que mas utiliza la tarjeta lo hace en el 4,921% de las
operaciones comerciales.

Cuando los calculos que se pretenden obtener no se muestran muy rigurosos, se puede
tomar el area mas proxima sin necesidad de interpolar.
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x—-4,5

En este caso, se puede tomar z,,, = ———
: 0,5

=0,84 — x=45+0,5.0,84=492

d) Sea x ="numero de operaciones con tarjeta del 10% mas bajo de la poblacién”

P(X > x)=0,90
f(x)
P(X=x)=0,9
90%
7
7
10% /%
. /////fé /// ;
0 X
X-4,5_ x-4,5 x-4,5
P(X2x)=P{ 05 > 05 }:0,90 = P(z22,4,)=0,90 con 2z 4 = 05

En las tablas no se encuentra el valor z,,. Considerando la simetria de la curva normal

tipificada se tiene que z,,, =-2,,, =128

2
f(z =
[ ] Zya0 = " Zpp
10% 10%
Ll
2 0 240

de donde, z,., =Xg—‘;5: 128 > x=4,5-0,5.128=386

es decir, el 10% mas bajo de la poblacion utiliza la tarjeta en menos del 3,96% de las
operaciones comerciales.

e) El80% mas proximo a la media es P[a< X <b]=0,80
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f(x) 40% 40%

10% : 10%

—
0

a 45 b

a-45_X-45 b-45
< <
0,5 0,5 0,5

tipificando, P{ } =P[ 2y <2<2,,,|=0,80

siendo Zye0 = ~Zo10

I.
f(z)
Z -Z
'zﬂnﬂ 0 zulm
_Zo,1o=_1,28=a;45’5 = a=4,5—1,28.0,5=3,86
P[—zo_mSzSzOJO]:O,SO = o 4;_)
Zg1=128=—— > b=4,5+128.0,5=514

El 80% mas proximo a la media de la poblacion utiliza la tarjeta mas de 3,86% y menos
de 5,14% en las operaciones comerciales.
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Ejercicio 12.- El peso de un determinado tipo de manzanas fluctua normalmente con
media 150 gramos y desviacion tipica 30 gramos. Una bolsa de llena con 15 manzanas
seleccionadas al azar. ¢ Cual es la probabilidad de que el peso total de la bolsa sea
inferior a 2 kilos?

Solucion:

Sea la variable aleatoria Y = "peso de la bolsa de manzanas"

15
Y- in ~N[15.1,,/15.0% | =N[15.150, [15.30% | =N[ 2250gr, {13500 g |
i=1

Y -2250 _ 2000 - 2250
\/13500 /13500

P[Y<2000]=P{ }—P[z<—2,15]=P[z>2,15]:0,0158

Ejercicio 13.- Un test de inteligencia consta de 200 preguntas de verdadero o falso.
Para una persona que respondiese al azar, calcular la probabilidad de que acertase:

a) 50 preguntas o0 menos
b) Mas de 50 preguntas y menos de 100
c) Mas de 120 preguntas

Solucion:

El nimero de preguntas acertadas sigue una binomial b(200, 0,5)

Como el numero de pruebas es elevado la distribucion binomial se puede aproximar a
una distribucion normal de media

N[n.p, n.p.q] = N[zoo.o,s, 200.0,5.0,5} = N[1oo, ﬁ}

Para utilizar correctamente la transformacion de una variable discreta en una variable
continua es necesario realizar una transformacién de continuidad.

x—-100 505 100

NERNEY

b) P[50 < x <100] ~P[50+0,5 < x <100-0,5] = P[50,5 < x < 99,5] =

a) P[x<50]~P[x<50,5]= { }—P[zs—ﬂ:P[zz?]:O

_p|20.5-100 x-100 _99,5- 100} P[-7 <2 <-0,07]=P[0,07 <z <7]=

Jo w0 - e

—P[2>0,07]-P[z>7]=0,4721-0 = 0,4721

X — 100 120,5-100

Jeo %0
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Ejercicio 14.- Determinar la probabilidad de realizar determinado experimento con éxito
si se sabe que si se repite 24 veces es igual de probable obtener 4 éxitos que 5.

Solucioén:

Sea la variable X = "realizar el experimento", pudiendo obtener éxito o fracaso, donde la
variable X ~b(24, p)

P[X=4]= (244} p*.q%

24
P[X =5] =[ . j 0°.q"
p* 42504.q9"

10626.p*.q%° = 42504.p°.q° = P-4
P-4 P-4 p°  10626.9%

siendo P[X=4]=P[X=5] - (24} p*.q”° = (24} p°.q"

siendo q=1-p,resulta: 1-p=4p b p:%:O,Z

Ejercicio 15.- Los mensajes que llegan a una computadora utilizada como servidor lo
hacen de acuerdo con una distribucion de Poisson con una tasa promedio de 0,1
mensajes por minuto.

a) ¢Cual es la probabilidad de que lleguen como mucho 2 mensajes en una hora?

b) Determinar el intervalo de tiempo necesario para que la probabilidad de que no llegue
ningun mensaje durante ese lapso de tiempo sea 0,8

Solucion:

Sea la variable aleatoria X = "mensajes por minuto", donde X ~ P(A =0,1)

a) Y ="mensajes por hora" Y ~P(AL=60.0,1=06)
P[Y s2] =P[Y =0]+P[Y =1]+P[Y =2] ={—+—+—}.e‘6 =[1+6+18].e‘6 =0,062

b) Para hallar A = tasa promedio de mensajes
0

P[XzO]:O,S > %.ek=0,8 ~ =08 = A=-Ln0,8=0,2231

Para conocer el intervalo de tiempo necesario se establece la proporcion:

0,1 mensaje 0,2231 mensajes 0,2231

- . = 2,231 minutos
1 minuto X minutos 0,1
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Ejercicio 16.- La probabilidad de que un banco reciba un cheque sin fondos es 0.01

a) Sien una hora reciben 20 cheques, 4,cual es la probabilidad de que tenga algun
cheque sin fondos?

b) El banco dispone de 12 sucursales en la ciudad, ¢ cual es la probabilidad de que al
menos cuatro sucursales reciban algun cheque sin fondos?

c) La media del valor de los cheques sin fondos es de 600 euros. Sabiendo que el
banco trabaja 6 horas diarias, ¢ qué cantidad no se espera pagar?

d) Sise computasen los 500 primeros cheques, ¢cual es la probabilidad de recibir entre
3 y 6 (inclusive) cheques sin fondos?

Solucion:

a) X ="numero de cheques sin fondos" sigue una distribucién binomial X ~ b(20, 0,01)

P[X21]:1—P[X<1]:1—P[X=O]:1—(200].0,010.0,9920 =1-0,980 = 0,182

b) Y ="numero de sucursales que reciben al menos 1 cheque sin fondos"

Y ~b(12,0,182)
P[Y >4]=1-P[Y <4]=1-[P[X=0]+P[X =1]+P[X =2]+P[X =3]| =
=1—K102j.0,182°.0,81812+[112j.0,1821.0,818”+(122].0,1822.0,8181°+(132j.0,1823.0,8189 }:
=1-[0,0897 +0,2396 +0,2932+0,2174] = 0,16

1hora 6 horas
20 cheques ncheques

n =120 cheques

Los cheques sin fondos esperados: u=E(X)=n. p=120.0,01=1,2 cheques

En consecuencia, se espera no pagar 1,2.600 = 720 euros

d) U ="numero de cheques sin fondos computados" donde U ~ b(500, 0,01), que al ser
n.p =500.0,01=5 se aproxima a una distribucién de Poisson de parametro P[k = 5]

P[3<U<6]=P[U=3]+P[U=4]+P[U=5]+P[U=6]=

5 5% 5° 591 .
2 2 42 42 |e®=[20,833+26,042+ 26,042+ 21,701].e° = 0,6375
31 41 51 6!
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Ejercicio 17.- Un pasajero opta por una compania aérea con probabilidad 0,5. En un
grupo de 400 pasajeros potenciales, la compaiia vende billetes a cualquiera que se lo
solicita, sabiendo que la capacidad de su avion es de 230 pasajeros. Se pide:

a) Probabilidad de que la compaiia tenga overbooking, es decir, que un pasajero no
tenga asiento.

b) Siexisten 10 compafias aéreas que realizan el mismo viaje con condiciones
similares a la anterior, ¢ cual sera la probabilidad de que al menos dos de ellas tenga
overbooking?

Solucion:

a) La variable X = "pasajeros que optan por esa compafia", donde X ~ b(400, 0,5)

Como el numero de pasajeros es elevado la distribucién binomial se puede aproximar a
una distribucion normal de media u=n.p =400.0,5 = 200 y desviacion tipica

c=4/n.p.q =/400.0,5.0,5 =10, es decir, X ~N(200,10)

X-200 S 230-200
10 10

P[X>230]=P{ }:P[z>3]=0,00135

b) La variable Y = "compania aérea", Y ~b(10,0,0013)

P[Y >2]=1-P[Y <2] =1-[P(Y = 0)+P(Y =1)] =

10 10
= 1{( 0 j.0,0013°.0,99871° +( ) J.0,00131.0,99879} =1-[0,987+0,0128] = 0,00015

Ejercicio 18.- El numero de ventas diarias de un quiosco de periddicos se distribuye con
media 30 y varianza 2. Determinar:

a) Probabilidad de que en un dia se vendan entre 13 y 31 periédicos
b) Determinar el numero de periddicos que se venden en el 90% de las ocasiones

c) Sien una ciudad hay 10 quioscos independientes del mismo tipo y caracteristicas
que el anterior. Hallar la probabilidad de que mas de dos quioscos vendan entre 13 y
31 periddicos

Solucién:

a) La variable X = "venta de periddicos"”, donde X ~ N(30, \/3)

P 13—30<X—30<31—30 _
NERRNERRNF

=P(z>-12,07)-P(z > 0,707) = P(z < 12,07) - P(z > 0,707) =

P[13<X<31]=

P[-12,02<2<0,707] =

=1-P(z>12,07)-P(z > 0,707) = 1- 00,2206 = 0,7794
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b) P(X<k)=0,90 > {X 30 k- 30} 0,90 P{zskﬁo}zo,%

NERRE

P{z>ﬂ}:0,10 = ﬂ=1,28 — k=30+128.,/2 =3181 periodicos

E T2

c) Lavariable Y ="quioscos que venden entre 13 y 31 periddicos", Y ~b(10,0,7794)

P[X>2]=1-P[X<2]=1-[P(X = 0)+P(X = 1)+ P(X = 2)] =

10 10 10
= 1—K 0 j.O, 7794°.0,2206" +( ’ j.O, 7794".0,2206° +( 5 ].0,77942 .0,22068} =0,9998

Ejercicio 19.- Un banco recibe un promedio de 6 cheques falsos al dia, suponiendo que
el numero de cheques falsos sigue una distribucion de Poisson. Se pide:

a) Probabilidad de que se reciban cuatro cheques falsos en un dia

b) Probabilidad de que se reciban mas de 30 cheques falsos en una semana
Solucion:

a) Sea la variable X = "cheques falsos al dia", donde X ~ P(A =6)
64
P(X=4)= a e®=0,1338
b) SeaY ="cheques falsos en una semana”, Y ~P(n.A=7.6=42)

Al ser A =42 >10, se aproxima a una distribuciéon normal N[42,«/ 42]

Y-42 30-42

Tz~ a2

P[Y >30]= { } P[z>-185]=P[z<185]=1-P[z>185]=0,9678

Ejercicio 20.- En un vehiculo industrial el numero de pinchazos sigue una distribucion
de Poisson con media 0,3 por cada 50.000 kildmetros. Si un vehiculo industrial recorre
100.000 kilémetros, se pide:

a) Probabilidad de que no tenga ningun pinchazo
b) Probabilidad de que tenga menos de tres pinchazos

c) El numero de km. recorridos para que la probabilidad de que no tenga ningun
pinchazo sea 0,4066

Solucioén:

a) X ="numero de pinchazos en un vehiculo industrial por cada 100.000 km"
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Para calcular el parametro A por cada 100.000 km se establece la proporcién:

0,3 A

_ > 1=0,6, X~P(%=0,6)
50.000  100.000

0,6°
0!

P(X = 0)= ——.e® = 0,5488

0,60 e-0,6+0,61 e—0,6+0=62 -0,6
o .

b) P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)= 1 2!

=0,5488 +0,3292 + 0,09878 = 0,9767

0
c) Se calcula el valor del parametro A considerando que P(X =0) = %.e‘X =0,4066

P(X=0)=e" =0,4066 > -%=Ln(0,4066)=-0,9 > %=0,9

Estableciendo la proporcion: 03 :E — x=150.000 km
50.000 x

Ejercicio 21.- La concentracion de un contaminante se distribuye uniformemente en el
intervalo de 0 a 20 millones. Una concentracidn se considera toxica a partir de 8
millones. Se pide:

a) Probabilidad de que al tomar una muestra la concentracion resulte toxica
b) Concentracién media y varianza

c) Probabilidad de que la concentracién sea de 10 millones
Solucién:

a) Sea la variable aleatoria continua X = "concentracion de contaminante”, X ~ U(0, 20)

Funcion de densidad: Funcion de distribucion:
1 0 x<0
_— < x< _
fx)=120_g 2=X=% F(x) = 2X0 00 0<x<20
0 otros valores 1 <> 20
20 1 1 1 12 3
P(X28)=j- —dx=—[x] ===(20-8)=-—==2=0,6
g 20 20 & 20 20 5
. 8 12
o bien, P(X>8)=1-P(X<8)=1-F(8)=1-—=—=0,6
20 20

b) La media y varianza de una distribucion uniforme en [0, 20]:
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0420 ., (20-0F 400 100
=" ’ 12 12 3

101
c) P(X:10):J 553 =0

10

Ejercicio 22.- El tiempo de vida media de un marcapasos sigue una distribuciéon
exponencial con media 16 afios. Se pide:

a) Probabilidad de que a una persona a la que se ha implantado un marcapasos se le
deba de implantar otro antes de 20 afios

b) Si el marcapasos lleva funcionando correctamente 5 afios en un paciente, ¢.cual es la
probabilidad de que haya de cambiarlo antes de 25 afios?

Solucion:

a) La variable aleatoria X = "duracion del marcapasos" X ~ Exp [x = 1 = %}
u

: 5 . L e x>0
tiene como funcién de densidad: f(x)=<16

0 x<0

_ ax/16 >
Funcion de distribuciéon: F(x) =P(X < x) = 1-e x>0
0 x<0

P(X <20)=F(20)=1-e 2" =0,7135

20 20
o bien, P(X < 20) = I f(x)dx = J %e-x/m dx = — [e—x/w]z" —_e 216 ,1-07135

0 0

P[5 < X<25] F(25)-F(5) (1—e®19)_(1—e *")
X=5 — 1-FE)  1-(1-e)

b) P[X<25/X>5]=

e 10 _e B (522
e °° 0,7316

=0,7135

También, mediante la funcién de densidad:

25 25
P(5< X <25)= I f(x)dx = J %e-xﬂﬁ dx = — [e-x/mf ——e ®1° g1 -0522

5 5

P(X25)=I f(x)dx:J. T gy o [e-x/16]°° =-0+e 9% =0,7136
; ; 16 5

Adviértase que P[X <25/X >5]=P[X <20]=0,7135, circunstancia que era de esperar
en un modelo exponencial.
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Es decir, la duracion que se espera tenga el marcapasos, no influye en nada el tiempo
que lleva funcionando. Esta particularidad lleva a decir que 'la distribucion exponencial
no tiene memoria'.

Ejercicio 23.- Un lote contiene 100 piezas de tuberias de un proveedor local y 200
piezas de tuberias de un proveedor de otra ciudad. Seleccionando cuatro piezas al azar
sin reemplazo. Se pide:

a) ¢Cual es la probabilidad de que las piezas sean del proveedor local?
b) ¢Cual es la probabilidad de que dos o0 mas piezas sean del proveedor local?

c) ¢Cual es la probabilidad de que al menos una pieza sea del proveedor local?
Solucioén:

a) Sea X ="numero de piezas del proveedor local", donde la variable X sigue una
distribucion hipergeométrica X ~ H[n,N, N, ] =H[4, 300, 100]

N:NA+NB:100+200:300,n=4,p:N—A:mzl,N.p=300.1:100, N.q=200
N 300 3 3
(100} {ZOOJ
' I
P[X=4]= 4 0 _ 100.99.98.97/4! _ 100.99.98.97 —0,0119
[300) 300.299.298.297/4! 300.299.298.297
4

b) P[X>2]=P[X=2]+P[X=3]+P[X=4]=

(1 OOJ (200} (1 OOJ [200} [‘I OOj [200}
= 2 2 + 3 1 + 4 0 =0,298+0,098 +0,0119 = 0,4079

KRG

(moj [200}
' !
¢) P[X21]=1-P[x=0]=1-+ 0\ 4 J_4 200.199198.197/41 _, 1960 g4
(300] 300.299.298.297 /41
4
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Ejercicio 24.- Una maquina automatica llena latas de una bebida gaseosa siguiendo
una distribucion normal de media 34 cl. y desviacion tipica 1,5 cl.

a) Sise despachan latas que contienen 33 cl. 4 cual es la proporcion de latas
desechadas?

b) ¢La maquina automatica de llenado puede ser ajustada para cambiar el volumen
medio o para que unicamente el 1% de las latas tuviera 33 cl.?

c) Eligiendo 10 latas llenadas con la maquina como se describe originalmente, ¢ cual es
la probabilidad de que ninguna sea desechada?

d) Sise eligen 500 latas llenadas con la maquina como se describe originalmente, ¢ cual
es la probabilidad de que al menos 100 sean desechadas?

Solucién:

a) Sea X ="latas llenadas con la maquina automatica", X~ N(34,1,5)

X-34 - 33-34
1,5 1,5

P(X<33)=P[ }=P(z<—0,66)=P(z>O,66):0,2546

b) Hay que calcular la media p

P(x<33)=p| XZR 33| _pl,  337H1 601 o, p|z>E33 | 001
15 15 15 15

Observando la tabla N(0, 1): ”1_:3

=233 — un=33+233.15=36,495cl

c) SeaY ="latas desechadas", donde Y ~b(10, 0,2546)

10

P(Y =0)= ( 0 j.0,2546O .0,7454"° =0,05295

d) Eneste caso, Y ~b(500, 0,2546)

Como el numero de latas es elevado la distribuciéon binomial se puede aproximar por una
distribucion normal de media p=n.p =500.0,2546 =127,3 y desviacion tipica

6 =4/n.p.q=4/500.0,2546.0,7454 = 9,74, es decir, Y ~N(127,3,9,74)

X-127,3 S 100-127,3
974 974

P(Y2100):P[ }:P(22—2,8):P(z§2,8):1—P(222,8):

=1-0,00256 = 0,99744
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Ejercicio 25.- El tiempo de revision del motor de un avion sigue aproximadamente una
distribucion exponencial, con media 22 minutos.

a) Hallar la probabilidad de que el tiempo de la revision sea menor de 10 minutos

b) El costo de la revision es de 200 euros por cada media hora o fraccion. ¢ Cual es la
probabilidad de que una revision cueste 400 euros?

c) Para efectuar una programacién sobre las revisiones del motor, ¢ cuanto tiempo se
debe asignar a cada revision para que la probabilidad de que cualquier tiempo de
revision mayor que el tiempo asignado sea solo de 0,17

Solucién:

a) Sea X = "tiempo de revision del motor de un avion en minutos"

px:E(X):%:ZZminutos - k:é X ~ Exp[1/22]

Funcién de densidad: Funcion distribucion:
1 —x/22 -x/22
- > —
fx=lm®  x20 F(x):P(XSX):{1 e’ x=0
0 x <0 0 x<0

P[X<10]=F(10)=1-¢ "% =1-e¥"" = 0,365
o bien,

10 10
P[x<10]:J~ f(X)dX:j- l:é e—X/ZZ:Idxz_[e—X/ZZ:':)O =_e—10/22+1=1_e—5/11 :0,365

0 0

b) Como el costo de la revision del motor es de 200 euros por cada media hora o
fraccion, para que la revision cueste 400 euros la duracion de la revision debe de ser

inferior o igual a 60 minutos. Es decir, se tendra que calcular P[30 < X < 60]
P[30 < X< 60] — F(60)—F(30) — [1 _e—60/22:| _|:1 _e—30/22:| — e—30/22 _ e—60/22 — e—15/11 _ e—30/11 — 0’19
o bien,

60 60
p[[30 < X< 60]} = I f(x)dx = I {i ex/zz}dx _ _[ e 22 ]60 — _e 622 | o302 _

30
30 30 22

— e715/11 _e730/11 — 0,19

c) Seat = "tiempo que se debe asignar a la revision", verificando P[X > t] = 0,1

0

f(x)dx :j 1 e % |dx = —[ e’x/zz]w =0+e "2 =0,1
122 t

Plx>1- [

t

e’ =01 +— -1/22=Ln(0,1) +— -1/22=-230 = t=50,6~51 minutos
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Ejercicio 26.- El consumo familiar de cierto articulo se distribuye uniformemente con
esperanza 10 y varianza unidad. Determinar la probabilidad de que el consumo de dicho
articulo se encuentre comprendido entre 8 y 12 unidades.

Solucion:

Sea X = "numero de unidades consumidas del articulo", donde X ~U(10,1) en el
intervalo [a, b]

_ 2
Se tiene: p=E(X)=2 2 _10 czz(bma) — 1
b =20 b=10+3 =1173
{a+ i [b-(20-b)f =12 > (2b-20)=,12 = 3
(b-a)’ =12 a=10-./3=8,27

La distribucion es uniforme entre 8,27 y 11,73, en consecuencia la probabilidad de que el
consumo del articulo se encuentre comprendido entre 8 y 12 es la unidad.

Ejercicio 27.- Una fabrica aeronautica produce en cada turno 100000 bolas para
rodamientos, siendo la probabilidad de bola defectuosa 0,04. Las bolas se supervisan
todas, depositando las defectuosas en un recipiente que se vacia al final de cada turno.
¢, Cuantas bolas ha de contener el recipiente para que la probabilidad de que su
capacidad no sea rebasada sea 0,957

Solucién:

Sea X = "numero de bolas defectuosas entre 100000", donde X ~ b(100000, 0,04), que
como el numero de bolas es muy grande se puede aproximar por una normal de media
u =100000.0,04 = 4000 y desviacion tipica c = \/ 100000.0,04.0,96 = 61,96

X ~N[4000, 61,96]

La capacidad del recipiente C verifica P[X < C] =0,95, con lo cual:

P[X<C]=P X~-4000 C-4000|_p|, C-4000|_4 g5 , p|,» 040001 o5
61,96 61,96 61,96 61,96
%=1,645 = C=4000+1645.61,96 = 4101,92 = 4102 bolas
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Ejercicio 28.- Una variable aleatoria X se distribuye uniformemente en (2, 4). Se pide:

a) P(X<25) b) P(X > 3,2)
c) P(2,2<X<3,5) d) Esperanzay varianza
Solucioén:
Funcién densidad: Funcion distribucion:
0 X<2
_1 = 1 2<x<4 X—2
f(x)=44-2 2 ~ 77 F(x)=P(X<x)= o 2<x<4
0 otros valores B
1 X>4

2,5-2

a) P(X<25)=F(25)=="==025

2,5 2,5
o también, P(X < 2,5) = '[ f(x)dx ='[ Tax =T " =2572 _ 0,25
, , 2 Tk T

32-2 4-32

b) P(X>3,2)=1-P(X<3,2)=1-F(3,2)=1- 5 >

0,4

4 4
o también, P(X > 3,2) :J- f(x)dx :I Tax =1 [x]:, = 432 04
3,2 3,2 2 2 32 2

35-2 22-2 35-22

c) P(2,2<X<3,5)=F(3,5)-F(22)= > ==~ 0,65
3,5 3,5
o también, P(2,2 < X < 3,5) :j £(x) dx =j Tax=dxpe=32-22 g5
2,2 2,2 2 2 22 2
_ 2
9 EX) =243 =20 4 1
12 12 3

Ejercicio 29.- Una empresa produce un articulo que sigue una distribucién uniforme
entre 25000 y 30000 unidades. Sabiendo que vende cada unidad a 10 euros y la funcién
de costes viene dada por C =100000+2 X, 4 cual sera el beneficio esperado?

Solucioén:

X ~ U(25000, 30000)

1 1

Funcién de densidad f(x) = {30000 — 25000 5000
0 otros valores

25000 < x < 30000

Los beneficios B = Ventas — Costes
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E(B) = E(V - C) =E[10. X~ (100000 + 2. X] = E(8.X—100000) = 8. E(X)—100000 =
= 8.27500 — 100000 = 120000 euros

siendo, p = E(X) = 25000;30000 — 27500

Ejercicio 30.- La duracion de vida de una pieza de un motor sigue una distribucién
exponencial, sabiendo que la probabilidad de que sobrepase las 100 horas de uso es
0,9. Se pide:

a) Probabilidad de que sobrepase las 200 horas de uso

b) ¢Cuantas horas se mantiene funcionando con probabilidad 0,957
Solucion:

Sea v.a. X = "tiempo de vida de la pieza del motor" donde X ~ Exp (L)

Respectivamente, la funcién de densidad y la funcién de distribucion:
f(x)=r.e™ F(x)=1-e™ V¥x>0

Siendo P[X >100] =1-P[X <100] =1-F(100) =1-[1-e " | =e "™ =0,9
e’ =09 —» -100L=Ln0,9 = -1001=-0,105 = A =0,00105

Por tanto, X ~Exp(0,00105) f(x)=0,00105.e °%'% % F(x)=1-g %% x x50

a) P[X>200]=1-P[X<200]=1-F(200)=1-[1-e 2] - 0,81

0 0
[e]

f(x)dx = j- 0,00105.¢ %%"%® *dx = - e *®"® <] 0,81
00 200

200

o bien, P[X > 200] :j-

2
b) P[X>1]=0,95 > P[X>t]=1-P[X<t]=1-F(t)=e %t -0,95

e %%t -095 - -0,00105t=Ln0,95 = -0,00105t=-0,05129 = t=48,85
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Ejercicio 31.- La cabina de un avion tiene 30 dispositivos electronicos (E,,E,, - ,E,)),
tan pronto como falla E, se activa E,, y asi sucesivamente. El tiempo de fallo de
cualquier dispositivo electronico E, es de tipo exponencial con parametro A = 0,1 hora.

Hallar la probabilidad de que el tiempo total de funcionamiento de todos los dispositivos
supere las 350 horas.

Solucioén:

Sea X =" Fallo de cualquier dispositivo electronico”, X. ~Exp(0,1) i=1,2,---,30

10 s =12i0

1
Hi:E[Xi]: 01 Y

1
A

30
Por el Teorema Central del Limite, X = ZX‘ sigue una distribucion normal de media
i=1
30

u=30.u, =300 y desviacion tipica c = Zcﬁ =4/30.10% =,/ 3000,

i=1

X = ixi ~N[300, /3000 |

i=1

X-300 S 350-300

P[X>350]=P >
| ] {3000 /3000

}: P[z>0,91=0,1814

Ejercicio 32.- Un corredor de bolsa adquiere 50 acciones diferentes, concertando con
sus clientes una ganancia de 1200 euros por accion. Por experiencias anteriores, se
sabe que los beneficios de cada accidén son independientes y se distribuyen

uniformemente en el intervalo [1000, 2000]. ¢ Qué probabilidad tiene el corredor de no
perder dinero?.

Solucién:
Denotando por X = "Ganancia por accién" y G ="Ganancia total del corredor de bolsa"
G =50.(X-1200)=50.X-60000

1 1 x—-1000

= F(X) = —————— 1000 < x < 2000
2000-1000 1000 2000 — 1000

X ~U(1000, 2000) > f(x)=

P[G>0]=P[50.X-60000 > 0] =P[50.X >60000] =P[X >1200] =

2000 2000 14 1 800
=J. f(x)dx=J~ —dx=—[x]122§;J =——=0,8
1200 1200 1000 1000 1000

1200-1000 _, 200 _

T 2208
2000-1000 1000

o también, P[X >1200] = 1-P[X <1200] = 1-F(1200) = 1-
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Ejercicio 33.- Un Instituto de opinidn publica quiere obtener una muestra de votantes.
La muestra debe ser suficientemente grande para que la proporcién de votos a favor de
la consulta inferior al 50% tenga una probabilidad de 0,01. ; Qué tamafo debera tener la
muestra?, si la intencién del voto es realmente del 52%

Solucioén:

La v.a. X = "Votos obtenidos en la consulta", donde X ~B(n,p) = N[n.p, n.p.q}

Y ="frecuencia obtenida con una muestra n", donde Y = 5 ~ N{ P, m} p=0,52

n n
Y ~N|0,52, M =N 0,5&%
\ n \/ﬁ

Hay que determinar el tamafio n con la condicién P[Y < 0,50] =0,01

P[Y <0,50] =P Y-052 _ 050-052 | , Z<—o,02.ﬁ _0.01
0,49968//n  0,49968//n 0,49968

P{z <—_0’02'ﬁ} = P{z >—0’02'ﬁ} =001 002.Jn >2,33

0,49968 0,49968 0,49968

2,33.0,49968
nz
0,02

2
} > 3389

Ejercicio 34.- Un individuo juega con probabilidad de ganar igual a 1/2 en cada partida.
Si gana en una partida obtiene 5 euros y si pierde paga 5 euros. En una tarde juega 400

partidas. ¢ Qué cantidad debe llevar si quiere tener una probabilidad de 0,95 de hacer
frente a posibles pérdidas?

Solucién:

Sea la v.a. X = "nimero de partidas ganadas de 400", donde X ~ B(400, 1/2)

El tamarno de la muestra es grande n > 30, se tiene X ~ N[200, 10] , donde la media
w=n.p=400.1/2 =200 y la desviacién tipica 6 =/n.p.q =+/400.1/2.1/2 =10

El beneficio B que obtiene: B=5.X-5.(400- X)=10.X-2000

La cantidad C que lleva: P[B+C>0]=0,95 ~ P[10.X-2000+C >0]=0,95

- - 2000 - C)/10] - 200
P[1O.X—2000+C20]:P[X2%}:P{Xéooz[( 12/ ] _
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=P Zzzooo—c—zooo -P zzi -P zsi =0,95
100 100 100

P zzL =0,05 — £:1,65 = C=165euros
100 100

Ejercicio 35.- La demanda de un producto oscila diariamente entre 20 y 40 unidades.
Suponiendo la independencia de la demanda de cada dia, determinar la probabilidad de
que el numero de unidades demandadas supere 6370 unidades en 182 dias.

Solucion:

Sea v.a. X = "demanda del producto cada dia", donde X ~U(20,40), con media

20440 g0 e ot (40-20Y 400 100
= i 12 12 3

Considerando la independencia de la demanda cada dia, por el Teorema Central del
182

Limite X = in se ajusta a una distribucion normal de media
i=1

182
w=182.p, =182.30 = 5460 y desviacion tipica o = /zof - /182.% =77,89,
i=1

182

X =" X ~N[5460,77,89]
i=1

X-5460 N 6370 —-5460
77,89 77,89

P[X>6370]:P{ }:P[z>11,68]:0

Ejercicio 36.- Dos jovenes Ay B juegan a los dados bajo condiciones: Sisale (10 2) el
jugador A paga 6 euros a B, pero si sale (3, 4, 5 0 6) el jugador B paga 21 euros a A.

a) Con 300 partidas determinar la probabilidad de que A gane entre 175 y 230 euros
b) Beneficio esperado por ambos jévenes en 300 partidas

c) Si B lleva 200 euros, ¢ cuantas partidas el menos tendra que jugar para que pierda
todo con una probabilidad al menos de 0,97727?

Solucion:

a) Seav. a. X = "partidas ganadas por A en 300 partidas", donde X ~ B (300, 2/3)

Siendo la muestra grande (n > 30), se aproxima por una distribucién normal de media

p:n.p=300.§:200 y desviacion tipica ¢ = /300%%=8,165, X ~N(200, 8,165)
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175-200 _X-200 _230-200
< <

P[175 < X <230] =P < <
8165 ~ 8165 8165

}zP[—3,063233,67]=

=P[z>-3,06]-P[z>3,67]=P[z<3,06]-P[2>3,67]=1-P[2>3,06]-P[z>3,67] =0,99
b) El beneficio de A en 300 partidas: B, =21.X-6.(300 - X)=27.X-1800
E[B.]=E[27.X-1800] =27. E[X]-1800 = 27.200 -1800 = 3600 euros

En consecuencia, el del jugador B sera de -3600 euros

c) Las pérdidas de B en n partidas (P;) son los beneficios de A, es decir,

P, =B, =21.X-6.(n—X)=27.X-6.n

200+6.n
> -

P[P, 2200]:P[27.X—6.n2200]:P{X >

} >0,9772

X = "partidas ganadas por A en n partidas", X ~ N{%n, %

2.n 200+6.n_2.n

X —
200+6.n 3 27 3
conlocual, P|P, >200(=P| X>——— =P >
[ ] { 27 } J2.n A 2.n
3 3

:P{zz200_12'n:|>0,9772 o 200-12:n 5 L 500-12.n>18.2.n

9.42.n 9.4/2.n

[100-6.n] 2[9.y2n] - n=>28 partidas

Ejercicio 37.- Para aprobar la asignatura de estadistica tedrica se realiza un test con
veinte items. Sabiendo que una persona determinada tiene una probabilidad de 0,8 de
contestar bien cada item. Se pide:

a) Probabilidad de que la primera pregunta que contesta bien sea la tercera que hace.

b) Para aprobar el test es necesario contestar diez items bien. Cual es la probabilidad
de que apruebe al contestar el doceavo item?.

Solucioén:

a) La variable X = "numero de items que tiene que hacer hasta que responda uno bien
sigue una distribucién de Pascal o geométrica, siendo p=0,8, q=0,2. X~ G(0,8)

P(X=3)=q% p=0,22. 0,8 =0,032
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b) La variable X = "numero de items que tiene que realizar hasta contestar 10 bien"
sigue una distribucion binomial negativa

X~Bn(12,0,8) k=10 p=0,8 q=0,2

12-1

|
P(X=12)=[10 11! 11.10

11
J 0,8".0,2° :(gj 0,8". 0,2 T 0,8".0,2° == 0,8 .0,2° =0,24

Ejercicio 38.- En una caja hay 5 triangulos, 3 circulos y 2 rectangulos. Realizando
extracciones con reemplazamiento, se piden las siguientes probabilidades:

a) Al realizar 8 extracciones, se obtengan en 4 ocasiones un circulo.

b) Se necesiten 8 extracciones para obtener 4 circulos.

c) Que aparezca el primer circulo en la 8 extraccion.

d) Al realizar 8 extracciones aparezcan 3 triangulos, 3 circulos y 2 rectangulos.

e) Al realizar 6 extracciones sin remplazamiento aparezcan en 2 ocasiones un circulo.
Solucion:
a) Hay dos situaciones (circulo, no-circulo), se trata de una distribucién binomial,

B(8,0,3) n=8 p=3/10=0,3

|
P(X =4)= (jj 0,3 0,7 = 8 0,21 = 8.7.8.5

414 4.3 2.1

0,21* =70.0,21* = 0,136

b) X ="numero de extracciones hasta que aparece la cuarta extraccion de circulo"

Es una binomial negativa: X~Bn(8, 0,3) n=8 k=4 p=03 q=0,7

1 7 !
px=8)=[ 2" 0307 =[] 0,210 =" 0,29 = 785 0,29 — 0,068
4-1 3 413! 3.2

c) X ="aparece el primer circulo en la octava extraccién"

Es una distribucién geométrica o de Pascal X ~ G(0,3)
P(X=8)=q¢"".p=0,7".0,3=0,0247

d) X ="numero de veces que se extrae triangulo, circulo o rectangulo en ocho
extracciones".

Se trata de una distribucion polinomial, es decir, en cada prueba se consideran k
sucesos independientes.

8! 5 V(32 s s o
P(T=3:C=3;R=2)= 2| =||=]| =560.05.0,3°.0,22 = 0,0756
313121 (10) (10) (10
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e) Hay dos situaciones excluyentes (circulo, no-circulo).
X ="numero de veces que se extrae circulo en una muestra de tamafio ocho"

Distribucién hipergeométrica: N=10 n=6 k=2 p=0,3 q=0,7 Np=3 Nq=7

v HY
P(X = k) = k Jin-k s P(X=2)= 2)\4 =3.35=0’5
N 10 210
n 6
Ejercicio 39.- Por prescripcidon médica, un enfermo debe hacer una toma de tres

pildoras de un determinado medicamento. De las doce pildoras que contiene el envase
hay cuatro en malas condiciones. Se pide:

a) Probabilidad de que tome sélo una buena

b) Probabilidad de que de las tres pildoras de la toma al menos una esté en malas
condiciones

c) ¢Cual es el numero de pildoras que se espera tome el enfermo en buenas
condiciones en cada toma?

d) Si existe otro envase que contenga cuarenta pildoras, de las que diez se encuentran
en malas condiciones. ¢ qué envase seria mas beneficiosos para el enfermo?

Solucién:
a) Hay dos situaciones excluyentes (buena, no-buena).

La variable X = "numero de pildoras buenas al tomar tres" sigue una distribucién
hipergeomeétrica X ~H(3,12, 8), en donde

8buenas +— p=8/12=2/3

N =12 pildoras
4malas +— q=4/12=1/3

2 q
N.p=12.-=8 N.q=12.-=4 n=3
g 3 q 3

v el #
PO(ZK)Z% = PX=N= 1122 - 122!!2!2121%:0’22
Y 5 s

b) La probabilidad de que al menos una esté en malas condiciones equivale a la
probabilidad de que a lo sumo dos pildoras sean buenas. Por tanto:

2 24 56 82
+ + = =
110 110 110 110

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2) = 0,75
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8)(4
0)l3) 1.4 4.3190 A.Z.2 2

= = = = :0,02
(12} 12! 121 47.11.10 110

3 319!

P(X_O)_[

8\(4 8! 8 7
——.4 =0
YT 12y 12 121 110
3 319!

c) El numero de pildoras que se espera que tome es la media de la distribucion:
2 .
Uy =n.p=3. 3 =2 pildoras

d) Para tomar una decision, hay que calcular el numero de pildoras esperado en buenas
condiciones al tomar tres del segundo envase.

30buenas +— p=30/40=3/4=0,75

N =40 pildoras
10malas +— q=10/40=14=0,25

n, =n.p=3.0,75=2,25 pildoras

El segundo envase es mas beneficioso para el enfermo.

Ejercicio 40.- Una agencia de publicidad ha determinado, en una encuesta, la
probabilidad de que una persona vote por tres candidatos A, B y C respectivamente, es:
0,1, 0,4y 0,5. Si la encuesta se realiza a diez personas, se pide:

a) Probabilidad de que el candidato B no tenga ningun voto y los otros dos candidatos el
mismo numero de votos.

b) Probabilidad de que el candidato A obtenga los diez votos.

Solucion:
Se trata de una variable polinomialcon n=10 p, =01 p;,=04 p.=05

v _n.v _e 10! 5 0 5 5
a) P(X,=5;X,=0; xc_s)_m 0,1°.0,4°.0,5° =7875.10
b) P(X,=10;X,=0; X =0)=L 0,1°.0,4°.0,5° =107
A '8 e 101 ot ot - 7 7
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Ejercicio 41.- En una prueba auditiva, la deteccion de una senal sobre un fondo de
ruido sigue una distribucién binomial con media 3 y varianza 2,25. Se pide:

a) Probabilidad de detencién de la senal.
b) Si el experimento termina con la quinta deteccion correcta, la probabilidad de que se
necesiten menos de 7 ensayos.

Solucioén:
u=E(X)=n.p=3 ., [a=2253=075
6°=n.p.q=3.q=2,25 p=1-0,75=0,25

b) X ="numero de ensayos necesarios para lograr 5 detecciones correctas", es una
binomial negativa.

5-1 6-1
P(X<7):P(X:5)+P(X:6):[5 1] 0,255.0,750+(5 J 0,25°.0,75" =

=0,25°+5.0,25°. 0,75 = 0,00464

Ejercicio 42.- Un individuo lanza un dardo a una diana. La distancia (d) entre el punto
central de la diana y el punto obtenido en el lanzamiento del dardo se distribuye como
una normal de media 10 y varianza 4. Si el individuo consigue la puntuacion maxima
cuando la distancia d es menor que 8.

a) Calcular la probabilidad de que en 50 lanzamientos obtenga la puntuacion maxima al
menos una vez. (binomial)

b) Calcular la probabilidad de que obtenga la primera puntuacién maxima en el segundo
lanzamiento. (geométrica)

c) Calcular la probabilidad de que se necesiten 10 lanzamientos para obtener tres
puntuaciones maximas (binomial negativa)

d) Calcular el numero medio de lanzamientos para obtener tres puntuaciones maximas
(binomial negativa)

Solucion:

Sea la v.a. X = "distancia entre el punto obtenido y el centro de la diana" X ~N(10, 2)

X-10 8-10
<
2 2

P(X<8)=P[ }=P(z<—1)=P(z>1)=0,1587
a) Sealav.a. X ="obtener la puntuacion maxima" X ~ B (50, 0,1587)

50
P(X21):1—P(X:O):1—( , ]0,15870 .(1-0,1587)% = 0,9998

b) Lav.a. X ="obtener la puntuacion maxima en el segundo lanzamiento" es una
variable geométrica o de Pascal.
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P(X=2)=q.p=(1-0,1587).0,1587 = 0,1335

c) Lav.a. X ="numero de lanzamientos necesarios para obtener tres puntuaciones
maximas k =3 en 10 lanzamientos" X ~Bn(10,0,1587)

10-1 9
P(X=3)= 0,1587%(1-0,1587) =| _ | 0,1587°.(1-0,1587)" = 0,04292
3-1 2

d) El numero medio de lanzamientos para obtener las tres puntuaciones maximas en 10
lanzamientos es la media:

_n.q_3.(1-0,1587)

Ly =15,9 ~ 16 lanzamientos
p 0,1587

Ejercicio 43.- Sea X la variable aleatoria que describe el numero de clientes que llega a
un supermercado durante un dia (24 horas). Sabiendo que la probabilidad de que llegue

un cliente en un dia es equivalente a 100 veces la que no llegue ningun cliente en un dia,
se pide:

a) Probabilidad de que lleguen al menos 3 clientes al dia

b) Siacaba de llegar un cliente, calcular la probabilidad que pase mas de 25 minutos
hasta que llegue el siguiente cliente (o hasta que llegue el primer cliente)

c) En dos semanas, 4 cual es la probabilidad aproximada de que lleguen como mucho
1300 clientes al supermercado?

Solucion:

k
Se trata de una distribucién de Poisson: P(X =k) = % e

0
P(X=1)=100.P(X=0) %ex=100.%ek > %.e*=100.e” > A=100

3-100

a) P(X23)=P{zz }zP(ZZ—Q,?)zP(ZSQ,?)z1

b) Es una funcion exponencial, es decir, el tiempo de espera hasta que ocurre un
suceso (que llegue el siguiente cliente), donde A es el numero de sucesos de
Poisson por unidad de tiempo. X ~Exp (L)

Para calcular el parametro A se establece una proporcioén:

100 A }b_10£f.25_250

=— B = =
24 .60 25 24.60 144

=1,736

P(X<x)=F(x)=1-e** > PX<1)=F(1)=1-¢""*1-0,8238
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1300-1400

{1400

c) P(X<1300)= P{z < } =P(z < -2,67)=P(z > 2,67) = 0,00379

Ejercicio 44.- El numero promedio de recepcion de solicitudes en una ventanilla de
atencion al cliente es de tres al dia.

a) ¢Cual es la probabilidad de que el tiempo antes de recibir una solicitud exceda cinco
dias?

b) ¢Cual es la probabilidad de que el tiempo antes de recibir una solicitud sea menor de
diez dias?

c) ¢Cual es la probabilidad de que el tiempo antes de recibir una solicitud sea menor de
diez dias, si ya han pasado cinco dias sin recibir solicitudes?

Solucion:

a) X ="dias antes de recibir una solicitud", es una distribucién exponencial con A =3

f(x)=3e™* F(x)=P(X<x)=1-e**
P(X>5):1—P(Xg5):1_F(5):1_(1_e—3.5):e—15

b) P(X<10)=F(10)=1-e3™° =1-¢™®

) P(5 < X<10) _F(10)-F(5) _ 1—e® _(1—e™) _ o5 _ g0 P
X>5/" P(X>5) 1-F(5) e ™ e

c) p(X<1O

.1 X < 10 _ . . g . .
Adviértase que P( A S 5) =P(X <5) lo que significa que la variable aleatoria

exponencial no tiene memoria.

Ejercicio 45.- Una web tiene un numero promedio de 5 visitantes por hora. Se piden las
probabilidades:

a) Sea visitada por un minimo de 6 personas

b) Qué pase mas de una hora sin que sea visitada
Solucioén:

a) X ="numero promedio de visitantes", distribucion de Poisson de parametro A =5
5 5k
P(X>6)=1-P(X<5)=1- Zp(x k)=1- Z— e”®

b) X ="horas sin ser visitada la web", distribucién exponencial de parametro A =5
f(x)=5e F(x)=P(X<x)=1-e

P(X>1)=1-P(X<1)=1-F()=1-(1-e°*")=¢e™® 33: Portal Fuenterrebollo
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