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VARIABLES ALEATORIAS UNIDIMENSIONALES

VARIABLE ALEATORIA

Es una funcidén que asigna un valor numeérico a cada suceso elemental del espacio
muestral. M&s concretamente, es una variable cuyo valor numérico esta determinado por
el resultado de un experimento aleatorio.

Las variables aleatorias se designan con letras mayusculas X, Y, ..., y sus valores se
denotan con letras minusculas X, vy, ... La variable aleatoria puede tomar un nimero
numerable 0 no numerable de posibles valores, dando lugar a dos tipos de variables
aleatorias: discretas y continuas.

VARIABLE ALEATORIA DISCRETA

Se dice que una variable aleatoria X es discreta cuando toma un nuamero finito o infinito
numerable de valores reales.

Asi, una variable aleatoria discreta seria el numero de llamadas telefénicas que entran
en una centralita durante un periodo de tiempo; el numero de depdsitos de una entidad
bancaria; el nUmero de piezas defectuosas que aparecen en una proceso de fabricacion,
etc.

FUNCION de PROBABILIDAD o FUNCION de CUANTIA: Tabla formada por los
valores que toma la variable junto con sus probabilidades.

Sea X una variable aleatoria discreta que toma un numero finito de valores X;,X,, -+, X, ;
indicando la probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor particular x, por:
P = P(X = Xi) = P(Xi)

X X, Xo | e ) CUR I X

P(X=x) | PX=x) [P(X=X,)| -.ee-. P(X=X) | «eeees P(X=x_)

siendo P(X=x)=1
2

La representacion gréfica es un diagrama de barras:
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P(X = x,)

P(X=x,)

P(X=x,)

P(X=x,) ‘

FUNCION de DISTRIBUCION: Sea una variable aleatoria discreta X, se denomina
funcién de distribucion de X a la funcion acumulativa, no negativa, continua por la

derecha, siendo F(—©0)=0y F(x)=1

F(x) = P(X < X) = Zp(x —x)= ZX:P(X = x)

representa la suma de las probabilidades puntuales hasta el valor x inclusive de la
variable aleatoria discreta X.

Graficamente, esta funcion adopta una forma de escalera, tomando los saltos en los
valores aislados que tome la variable, siendo en cada uno de éstos continua por la

derecha, como se muestra en el dibujo.

Flaf o
F(x,)=1
F(x,) _—
F(x,) e
P X
X‘I X2 X| Xn
Se tiene que,

P(X>x)=1-P(X<x)=1-F(x)

P(x, < X<X,)=P(X<X,)-P(X<x,)=F(X,)-F(x,)



Media o0 esperanza matematica: La media o esperanza matematica de una variable
aleatoria discreta X viene dada por la expresion:

in. P(X=x;) SiXes discreta finita
Hy =E(X) = i;l

D x.P(X=x) SiXes discreta finita numerable

i=1
En el caso de ser discreta numerable hay que suponer que la serie es absolutamente

convergente, es decir, »_|x|. P(X =) <=
i=1

Si X =k constante —» p, =E(k) =k

Varianza. Desviacion tipica: La varianza de una variable aleatoria discreta X viene
dada por la esperanza siguiente:

D (-1 P(X=x) SiXes discreta finita
Gi = E(X_ Mx)z = io=ol

D (—1,)*. P(X=x) SiXes discreta finita numerable

i=1
Si X =k constante —» o, =E(k-k)=E(0)=0

La desviacion tipica es la raiz cuadrada positiva de la varianza, viene dada por

\/Z(Xi —u)?. P(X=x) SiXes discreta finita

GX — ’Gi — i;l
\/Z(xi —u)?. P(X=x) SiXes discreta finita numerable

i=1

Momentos: Dada una variable aleatoria discreta X se llama momento de orden k
respecto del parametro c a la esperanza matematica de la variable (X —c)*, es decir:

Z(Xi —c). P(X=x,) SiXes discreta finita
M, =E(X-c)=1"
Z(Xi —c). P(X=x,) SiXes discreta finita numerable

i=1



= Momentos respecto al origen cuando ¢ =0, se denotan por a,

0 :ZX‘O' P(X=x)=1

o = Z:‘X:( P(X=x) B =
- ocl=in.P(X=xi):uX

i=1

= Momentos centrales cuando ¢ =p,, se denotan por p,

Ho = Z(Xi _Mx)o- P(X=x)=1

i=1

e =E(X—p, ) = Z(Xi ) PX=X) B = Z(Xi —py)" P(X=x)=0

i=1

Ho = D (% —1)°. P(X = X)) = o

Los momentos centrales y los momentos respecto al origen estan relacionados por la
expresion:

M = Z[TJ -(_O‘l)i- Oy

En particular:

Hy = i(?j .(—Otl)i- Ay :(éj-(_al)o- (U P +(i)-(_a1)l- a21+{§j'(_a1)2' Ay =

i=0

_ 2 2 _ 2 _ 2 _ 2
= o,—2.0; +0; =0, —0; KU, =0y =0, —0;

MEDIANA Y CUARTILES

Sea una variable aleatoria discreta X, con funcion de distribucion F(x), se define la
Mediana como el punto minimo M donde F(M) > 0,5

Anéalogamente para los cuartiles Q, y Q,:

El primer cuartil Q, es el punto minimo donde F(Q,) > 0,25
El tercer cuartil Q, es el punto minimo donde F(Q,) > 0,75
El rango o recorrido intercuartilico es RC =Q, - Q,

* La Moda representa el valor de la variable aleatoria que mas se repite 6 el mas
probable, es decir, el que maximiza la funcion de probabilidad.



VARIABLE ALEATORIA CONTINUA

Se dice que una variable aleatoria X es continua si puede tomar un namero infinito (no
numerable) de valores, o bien, si puede tomar un numero infinito de valores entre dos
puntos de la recta real.

Situaciones que hacen referencia a tiempo, peso o longitud son ejemplos de una variable
aleatoria continua.

FUNCION de DISTRIBUCION: Sea una variable aleatoria continua X, se denomina
funcion de distribucion de X a la funcion acumulativa, continua por la derecha, no
negativa

f(x)

F(x) = P(X < X) = j f(t)dt

F(-)=0 F(0) =1

>

X

FUNCION de DENSIDAD: Dada una variable aleatoria X, una funcién real f(x) no

negativa es una funcion de densidad de probabilidad de X (o simplemente funcion de
densidad) si el area encerrada entre su curva y el eje OX es igual a la unidad y si,
ademas, la probabilidad de que X se encuentre entre dos valoresay b con a<b, es
igual al area comprendida entre estos dos valores, es decir:

f’ f(x)dx =1 P(a<X<b)=Ibf(x)dx

» La probabilidad de que X tome un valor particular es cero:

P(a) = P(a < X<a)=J.af(x)dx=O

P(X>a)=1-P(X <a) =1-F(a) = .[wf(x)dx

P(a < X <b) = F(b)~F(a) = J.bf(x)dx



dF(x)
dx

Siendo, F(x)=P(X<Xx)= I_X f(ydt — f(x)=

= Si X toma valores en el intervalo (a, b) entonces:

0 x<a
b X
J.f(x)dx:l y  F(x)= J.f(t)dt a<x<b
1 Xx>b

TRANSFORMACIONES LINEALES DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA:

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad o cuantia f,(x), al realizar
una transformacion monétona (creciente o decreciente) Y = g(X), se calcula la funcién
de densidad de la variable Y mediante:

dx

() =f gy &

e Sea Y =a+bX donde X es una variable aleatoria continua

y—a+bx = x=1=2 - dx_1
b dy b
. , ) y-a| 1
Funcion de densidad de la transformada: f, (y) = f, . H
-a
Fo|—— sib>0
[ b }

Funcion de distribucion de la transformada: F,(y) =

E(Y) =a+bE(X)

Var(Y) =b? Var(X)

Media 0 esperanza matematica: La media o esperanza matematica de una variable
aleatoria continua X viene dada por la expresion:

[ xteadx X e(-0,)
ny =E(X) = 7:
Ixf(x)dx X e(a,b)

Cuando X e(—oo, oo) hay que suponer que la integral es absolutamente convergente, es

decir J.w x| f(x) dx < oo



Varianza. Desviacion tipica: La varianza de una variable aleatoria continua X viene
dada por la expresion:

J:(x—ux)z f(x)dx X e(-o0, o)

jb(x— w )’ f)dx X e(a,b)

La desviacion tipica es la raiz cuadrada positiva de la varianza: o, =./ c%

Gf( = E(x_“x)z =

Momentos: Dada una variable aleatoria continua X se llama momento de orden k
respecto del parametro c a la esperanza matematica de la variable (X —c)*, es decir:

I_Z(x—c)k f(x)dx X e(—o0, o)
jb(x—c)kf(x)dx X e(a, b)

a

M, =E(X-c)* =

Cuando X e(—oo, oo) hay que suponer que la integral es absolutamente convergente, es

decir j |(x — )| fx)dx < o0
= Momentos respecto al origen cuando ¢ =0, se denotan por a,

[ xi09dx Xe(-e0, )

oy =E(X) = b —> =1 oy =gy
[ xf0ax  xe(ab)

= Momentos centrales cuando ¢ =p,, se denotan por p,

k [ (=) 100dx X e(e0,0) 2
e =E(X—py)" = —> He=1 p,=0 p,=0}

jb(x “n ) f)dx X e(a,b)

a

La relacion entre los momentos centrales y los momentos respecto al origen es la misma
gue para las variables aleatorias discretas, teniendo:

Wy = Z(ll(] '(_a‘l)i' Oy

i=0

en particular, p, =oc% =a,—al =E(X*)-p’



FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS

La funcion que genera los momentos de una variable aleatoria (discreta o continua) es
la funcidn generatriz, que se denota por

ZP(XJ e variable aleatoria discreta

0,()) =E[e™ |=1 |
J e f(x)dx variable aleatoria continua

En el caso discreto, la serie correspondiente al valor esperado tendra que ser
convergente. Analogamente, en el caso continuo, la integral correspondiente al valor
esperado tendra que ser convergente.

La funcion generatriz de momentos g, (t) depende Gnicamente de t, y cuando t=0,
0x(0)=E[e’|=E(®)=0

Utilizando el desarrollo de una serie de Taylor para e, se tiene:

eX=1+1tX + (tX)° + (tX)° + (tX)’ + o =  (1X)

2 3! 4 i

i=0

Tomando valores esperados:

gy(t) = E[e*] = E{Z}(tl—f)} = Zolt—' E(X) = 1+ tE(X) + %tzE(XZ) + %tsE(X3) + oo

Derivando sucesivamente la funcion generatriz g, (t) respecto a t, se obtiene:

g.(t) = E(X) + tE(X) + %tZE(x% ; %th(X“) o

gx(t) = E(X®) + tE(X®) + ;_ZI E(X*) + -

Particularizando para t =0, resulta:
9(0) = EX) =a, g0 = EX) =0, g0 =EX)=0a, - ¢0)=EX)=aq,

En caso de existir la funcion generatriz de momentos, se pude obtener cualquier
momento respecto al origen a, , pudiendo generalizar:

Si existe el momento de orden k, respecto al origen, para cualquier valor entero y
positivo k, se tiene:

o -0 S50

=0



Es decir, el momento respecto al origen de orden k, o, , se puede obtener derivando la
funcién generatriz de momentos k veces, respecto a t, y particularizando para t=0

La funcion generatriz de momentos, cuando existe, se puede obtener como una serie de
potencias de t, cuyos términos incluyen los momentos de la distribucion:

2 t3

gx(t)zE[e‘XJz 1+ta1+%a2 +§a3 + e

FUNCION CARACTERISTICA

La funcion caracteristica ¢ de una variable aleatoria X es una funcién de variable real
que toma valores complejos: ¢:R——C tal que o(t)= E[ei‘X]

Teniendo en cuenta que €™ = cos(tX)+isen(tX) = | ItX| \/cos (tX) +sen?(tX) =1
¢(t) = E[e™ | =E[cos(tX) +isen(tX)] = E[cos (X)] +iE[sen (tX)]

Dependiendo del tipo de variable aleatoria que se considera, se tiene:

» Variable aleatoria discreta: o (t) = “X Ze ’ = ]

= Variable aleatoria discreta: ¢(t) = E[e“x] :J. e™.f(x) dx
Si el momento de orden r de una variable aleatoria X existe, o, = E|:X':| , Se puede
derivar k veces la funcion caracteristica ¢(t) respecto at, siendo 0 <k <r

®E) 1 d°
ock:—(P ik( ):iTW(P(t) conk=0,1,2,--r

t=0

Sea X una variable aleatoria X tal que E|:Xr:| <o VreN = ¢(t) esinfinitamente
derivable y la funcién caracteristica se puede obtener como:

¢(t) =1+(it) o, +(2) o, + (';)' oy + - '+%ak+--~= :%)jaj

La relacion entre la funcion generatriz de momentos M(t)y la funcién caracteristica
¢ (t) viene dada por las siguientes expresiones:

M(t) = (p@ o (t) = M(it)



PROPIEDADES DE LA FUNCION CARACTERISTICA

1. La funcion caracteristica ¢(t) existe siempre para cualquier v.a. X
2. 9(0)=1

3. |o(t)<1

4. Seaunav.a. Xy sea Y una transformacion lineal de la v.a. X, talque Y =aX+b, con
a,b e R, entonces: ¢,(t) =0,,.,(t) =" o (at)

(Pv(t) _ E|:eitY:| _ E|:eit(ax+b):| _ E[eitax_ eitb] _ eitb. E[eitax:l _ eitb_ (Px(at)

5. Sean X, X,,---, X, variables aleatorias independientes. Sea S = Z:Xi una variable
i=1
aleatoria. La funcién caracteristica de S viene definida por:

n
950 =] ] ox @
i=1
6. Sea X una variable aleatoria simétrica respecto al origen, tal que X =—-X, entonces

Oy (t) = o_« (1) = 0x(-1)

7. X es una variable aleatoria simétrica respecto al origen, si y sélo si, la funcién
caracteristica ¢, (t) es real.

PROPIEDADES DE LA MEDIA

= La esperanza de una constante es la propia constante: E (k) =k

E[k.X]=k.E[X]

= Seav.a. X {E[k+x]=E[k]+E[X]:k+E[X]

= Seav.a. Xacotada, a<X<b —— E(a)<E(X)<E(b)

= Seav.a. X con g(X)y h(X) funciones de Xy variables aleatorias:

E[a.g(x)+b.h(X)] =a.E[g(X)]+b.E[h(X)]

Si g(X)<h(X) = E[g(X)]<E[h(X)]

10



PROPIEDADES DE LA VARIANZA

» La varianza de una constante k es cero: Var(k)=0
= Var(k+ X)=Var(k)+ Var (X) = Var (X)

= Var(k.X) =k*.Var(X)

Var (k. X) =E[k.X—E(k.X)]" =E[k.X-k.E(X)] =E[k. [X—E(X)]]2 =
_ E[k2 [x—E(X)ﬂ — K. E[X-E(X)[’ =K% Var(X)

= Var(k.X+c)=k?.Var(X)

Var (k. X+c)=E[ (k.X+¢)-E(k.X+¢)]’ :E[k.m;{—k.E(X)—;{)]z —E[k.X-k.E(X)]" =
~E[k. [X-EX)]] = E[kz [X—E(X)ﬂ =K% E[X-E(X)]" =K> Var (X)

CAMBIO de ORIGEN y de ESCALA

» Sea una variable aleatoria X, se entiende como un cambio de origen k cuando se
realiza la transformacion Y = X-c

Mediante esta transformacién todos los valores de la variable aleatoria X se
desplazan c unidades del eje de ordenadas manteniendo la misma posicion relativa y
la misma distancia entre ellos.

Calculando el valor esperado de la nueva variable aleatoria transformada Y, resulta:
E[Y]=E[X-c]=E[X]-c esdecir, p,=p,—cC

En la varianza del cambio de origen: o2 = Var(Y) = Var(X-c) = Var(X)

Indicando que la varianza de la variable transformada por un cambio de origen queda
invariante. Es decir, el cambio de origen lo Unico que hace es desplazar los valores
de la variable inicial X manteniendo la misma posicién relativa y, en consecuencia no
modifica la dispersion.

» Se entiende como un cambio de escala e (e = 0) cuando se realiza la transformacion:
X
y==2
e
Si e<1l > Los nuevos valores transformados se alejan unos de otros y

aumenta la dispersion respecto de X 6 Y

Si e>1 +— Los nuevos valores transformados se acercan unos a otros, es
decir, se concentran y disminuye la dispersion respecto de X 6 Y

11



Calculando el valor esperado de la nueva variable aleatoria transformada Y, resulta:

E[Y]= EF} _EX]_1 .E(X)  esdecir, p, L My
e e e e

Interpretando que también se produce el mismo cambio de escala en el valor
esperado o media de la variable.

En la varianza del cambio de escala: o = Var [5} = iz Var (X) = iz . o5
e| e e

El cambio de escala modifica la dispersion de los datos de la variable aleatoria inicial
X, dispersandose si e <1 o concentrdndose si e >1

COEFICIENTE DE VARIACION

Es una medida relativa a la dispersion, se define como: CV, = % =2x
Hx

Expresa la dispersion de una variable aleatoria X respecto a su media. Es muy util para
comparar dos distribuciones de probabilidad.

El CV no tendria sentido cuando la variable X tome valores positivos y negativos, pues
en este caso la media podria quedar compensada por los valores positivos y negativos y
no reflejaria el tamafio de X. Es decir, el coeficiente de variacion CV sélo tendra sentido
cuando X sea una variable aleatoria que toma solo valores positivos.

CAMBIO DE ORIGEN DEL CV: Sea la transformacion Y = X-c

oV _y Var(X-c) \/7

MY E(X C) Mx_c Hx_c x

Concluyendo que el cambio de origen afecta al coeficiente de variacion CV

CAMBIO DE ESCALA DEL CV: Sea la transformacion Y = 5

e
/ Var /
GY
Vv 1
—-Hx

e e

=CV,

CD\HCD\H

Observando que el coeficiente de variacion CV es invariante a los cambios de escala.

X-cC
e

CAMBIO DE ORIGEN Y DE ESCALA DEL CV: Sea la transformacion Y =

12



var| X~¢ 15 1,
e2 X e X GX
= = = £CV,

B X-c|] 1 1 o, —
Hy E|: } E-(Hx_c) g-(“x_c) My =€

e

El coeficiente de variacion CV es invariante frente a cambios de escala, pero no frente al
cambio de origen.

Con el cambio de origen se produce un cambio en la media de la variable aleatoria
transformada Y, y en consecuencia cambia el coeficiente de variacion.

MEDIANA. CUARTILES. MODA

Sea una variable aleatoria continua X, con funcion de densidad f(x) y funcion de
distribucion F(x), se define la Mediana como el punto M donde,

M 1 » 1
I f(x)dx = > también donde F(M) = >

—00

Analogamente en el caso de los cuartiles:

e Q;
Primer Cuartil Q,: f(x)dx :% también donde F(Q,) :%
, < 3 y 3
Tercer Cuartil Q,: f(x)dx = 2 también donde F(Q,) = 2

El rango o recorrido intercuartilico es RC =Q, -Q,

* La Moda representa el valor de la variable aleatoria que mas se repite 6 el mas
probable, es decir, el gue maximiza la funcion de densidad.

TEOREMA DE CHEBYSHEV 6 TCHEBYCHEFF

Establece la probabilidad maxima de que la variable aleatoria tome valores en los
alrededores de la esperanza matematica (media de la distribucién).

Para toda variable aleatoria X para la que existe su esperanza y su varianza, se verifica
que, para cualquier valor numeérico positivo k:

2

P[[X-p|2k] < E_Z
o también

2 2
P[[X-—p, gk]zl—% —— P[p-k< X<+ k]21—E—2

13
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EJERCICIOS RESUELTOS VARIABLE ALEATORIA UNIDIMENSIONAL

Ejercicio 1.- Un experimento consiste en lanzar tres veces una moneda. Sea la variable
aleatoria: X ="numero de caras que se obtienen". Se pide:

a) Distribucion de probabilidad de X
b) Funcidn de distribucion de X. Representacion grafica
c) Media, varianza y desviacion tipica de X

d) Probabilidad de que salgan a lo sumo dos caras

e) Probabilidad de que salgan al menos dos caras

Solucién:

a) Espacio muestral: Q:{(c,c,c),(c,c,e),(c,e,c),(e,c,c),(c,e,e),(e,c,e),(e,e,c),(e,e,e)}

X(c,c,c) =3 P(X=3)=1/8
X(c,c,e) = X(c,e,c) = X(e,c,c) =2 P(X=2)=3/8
X(c,e,e) = X(e,c,e) = X(e,e,c) =1 P(X=1)=3/8
X(e,e,e)=0 P(X=0)=1/8
La distribucion de probabilidad seré:
X=x | P(X=x)=p X;. P; x? x> p,
X, =0 1/8 0 0 0
X, =1 3/8 3/8 1 3/8
Xy =2 3/8 6/8 4 12/8
X, =3 1/8 3/8 9 9/8
1 12/8=15 24/8 =3

b) La funcion de distribucion: F(x) =P(X < X) = ZP(X =X;)= Zpi

x<0
0<x<l1
1<x<?2
2<x<3
X=3

X>3

F(x) = P(X < x) = P(¢) = 0

F(x) =P(X < X) =P(X =0)=1/8

F(x) =P(X < X) =P(X <2)=P(X =0)+P(X =1) = 1/8 +3/8 = 4/8

F(X) =P(X < X)=P(X <3)=P(X=0)+P(X =1)+P(X = 2) =1/8+3/8 +3/8 = 7/8

F(X) =P(X<3)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)+P(X =3) =1

F(x) = P(X < x) = P(Q) = 1

14



X =X; 0 1 2 3
P(X = x) 8 3/8 3/8 8
F)=P(X<x) | ¥8 478 7/8 1
A
Fx)
1 . 0 x<0O
718 _— /8 0<x<1
F(x)=14/8 1<x<2
L | 7/8 2<x<3
1 x2>3
1/8 fomt
0 1 2 I

c) Media, varianza y desviacion tipica de X

4 4
Media: o, =, =E(X)= Y X.P(X=x)=>x.p, =%:15
i=1 i=1

4 4
o, =E(X*) = D X*.P(X=x)=> x’.p :28—4=3
i=1 i=1

4
Varianza: o? =E(X-p,) = Z(Xi 1) P(X=x)=a, o
1

ol=a,-a’=3-15"=0,75
Desviacion tipica: o, =4/0,75 =0,87
d) Probabilidad de que salgan a lo sumo dos caras

P(X<2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X=2) = > +

| =
o] w
+
o] w
Il
(oY IEN

0 bien P(X <£2)=F(2) :g

e) Probabilidad de que salgan al menos dos caras

3.1 4 1
P(X22)=P(X=2)+P(X=3)==+==—==
(X22)=P(X=2)+P(X=3)=o+o=2=3

. 4 1
obien PX>22)=FD)=—==
( )=FQ s>

15



Ejercicio 2.- La variable aleatoria: X ="numero de hijos por familia de una ciudad" tiene
la siguiente distribucion de probabilidad:

X 0 1 2 3 4 5 6

P(X=x,) 0,47 0,3 0,1 0,06 0,04 0,02 0,01

Se pide:

a) Media o esperanza matematica. Significado

b) Varianza y desviacion tipica

c) Si el Ayuntamiento de la ciudad paga 2000 euros por hijo e Y =2000. X, ¢cual es la
distribucion de probabilidad?

d) Media, varianza y desviacion tipica de Y

Solucion:

a)
X=x | P(X=x)=p, X;- P; x? X2.p,
X, =0 0,47 0 0 0
X, =1 0,3 0,3 1 0,3
X, =2 0,1 0,2 4 0,4
X, =3 0,06 0,18 9 0,54
X, =4 0,04 0,16 16 0,64
X, =5 0,02 0,10 25 0,5
X, =6 0,01 0,06 36 0,36

1 1 2,74

7 7
Media: a, =p, =E(X)= Y X.P(X=x)= > x.p =1
i=1 i=1

Si se toma al azar una familia de la ciudad, el nimero de hijos que se espera que tenga
por término medio es uno.

b) Varianza y desviacion tipica

,
Varianza: o? =E(X-py) = Z(xi 1) P(X=x)=a, -’

i=1
7 7
a, =E(X*) =D X*.P(X=x)=> x’.p =274
i=1 i=1
ol=o,-a’=274-12=174

Desviacion tipica: o, =+/1,74 =1,32
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c) Distribucion de probabilidad de la variable Y =2000. X

Y=y, P(Y =y,)=p,
y,=0 0,47
y, = 2.000 0,3
y, = 4.000 0.1
X, = 6.000 0,06
y. =8.000 0,04
y, =10.000 0,02
y, =12.000 0,01
1

d) Media, varianza y desviacion tipica de Y

Ky = Haeox = E(2000.X) = 2000.E(X) = 2000.1=2.000

ol = Ggooox = Var(2000. X) = 2000°. Var(X) = 2000°. 1,74 = 6.960.000
o, =4/ 6.960.000 = 2638,18

Ejercicio 3.- Completar la ley de probabilidad , conociendo que la esperanza
matematica es 1,8

X 0 1 2 3
P(X=x;)=p, 0,2 a b 0,3
Solucién:

4
. Zpi:0,2+a+b+0,3:1 = a+b=05

i=1

4
. in.pi:a+2b+o,9:18 > a+2b=0,9

i=1

a+b=05 b=04

Resolviendo el sistema: =
a+2b=0,9 a=0,1

17



Ejercicio 4.- Al lanzar cuatro monedas se considera el nUmero de escudos obtenidos.
De la variable aleatoria X asi obtenida, se pide:

a)
b)
c)
d)

e)

Ley de probabilidad. Representacion grafica

Funcion de distribucién. Representacion grafica

Esperanza matematica y varianza

Mediana y moda de la distribucion

Probabilidad de obtener mas de uno y menos de tres escudos

Solucién:

a) Sea X ='numero de escudos en la tirada de cuatro monedas'

(e,e,ee),(eeec),(eece),(erecc)(ec,ece)(ec,ec)(ceree)(ceec)

_ {(c,c,c,c),(c,c,c,e),(c,c,e,c),(c,c,e, e),(c,e,c,c),(c,e,c,e),(e,c,c,c),(e,c,c,e),}

X(c,c,c,c)=0 P(X=0)=1/16
X(c,c,c,e) = X(c,c,e,c) = X(c,e,c,c) = X(e,c,c,c) =1 P(X =1) = 4/16
X(c,c,e,e) = X(c,e,c,e) = X(e,c,e,C) =
( )= X ) =X ) P(X =2)=6/16
X(e,ge,c,c) = X(e,c,e,c) = X(c,e,c,e) =2
X(e,e,e,c) = X(e,e,c,e) = X(e,c,e,e) = X(c,e,ee)=3 P(X =3)=4/16
X(e,e,ee)=4 P(X=4)=1/16
La ley de probabilidad o funcién de cuantia:
X=X, 0 1 2 3 4
P(X=x) | 116 | 4/16 | 6/16 | 4/16 | 1/16
b) Funcion de distribucion:
X =X; 0 1 2 3 4
P(X=x,) 1/16 4/16 6/16 4/16 1/16
F(X) =P(X < x) 1/16 5/16 11/16 15/16 1
0 x<0
/16 0<x<1
5/16 1< 2
Fog =] X<
11/16 2<x<3
15/16 3<x<4
1 X>4

18



Ley de Probabilidad

P(X=x)

6/16

416

1116

-

4

X=x,

Funcién de distribucion

F)

1

]
15/16 [E—]
11116 —
5/16 ———
1116 ——
1 3 2 =

c) Calculo de la esperanza matemaética y varianza

X=X 0 1 2 3 4
P(X=x) | 116 | 416 | 6/16 | 4/16 | 116

5

x.P(X=x) | 0 4/16 | 12/16 | 12/16 | 4/16 | » x.P(X=x)=2
i=1
5

X*.P(X=x) | 0 4/16 | 24/16 | 36/16 | 16/16 | » x*.P(X=X)=5
i=1

5
Media: a, = p, =E(X) = X, .P(X=x)=2
2

a, = E(X?) = fo.P(x -x)=5

Varianza: ¢4 =Var(X)=a,-af=5-2*=1

d) Observando la ley de probabilidad la moda M, =2

Observando la funcién de distribucién la mediana M_ =2 por ser F(x =2)=11/16 el
primer valor que iguala o deja por debajo a 0,5

6

11 5 6

e) P(1<X<3)=P(X=2):—6:0,375 o bien PAl<X<3)=F2)-F)=—-—=—

19
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Ejercicio 5.- Calcular la media, varianza y coeficiente de variacion de la variable
aleatoria que tiene como funcién de distribucion:

0 X<2

0,2 2<x<4

F(x)=10,55 4<x<6

0,85 6<x<8
1 X>8

Solucion:

La ley de probabilidad o funcién de cuantia:

X=X 2 4 6 8
P(X=x,) 0,2 0,35 0,30 0,15

Adviértase que la funcién de distribucion F(x) es una funcion acumulativa, por tanto:

P(X = 2) =F(2)-F(0) = 0,2 P(X = 4) = F(4)-F(2) = 0,55-0,2 = 0,35
P(X = 6) =F(6)-F(4)=0,85-0,55=0,30  P(X =8)=F(8)-F(6) =1-0,85 = 0,15

Célculo de la esperanza matemética y varianza

X =X 2 4 6 8
P(X=x)) 0,2 0,35 0,30 0,15
4
x.P(X=x) | 04 1,4 1,8 12 | D x.P(X=x)=48
i=1
4
x2.P(X=x) | 0,8 56 | 108 | 96 fo.P(szi)=26,8
i=1

4
Media: a, = p, =E(X) = X,.P(X=x%,)=4,8

4
a, = E(X?) = fo P(X =x)=26,8

i=1
Varianza: o2 = Var(X) = a, —a’ = 26,8 -4,8° = 3,76
Desviacion tipica: o, =4/3,76 =194

Coeficiente variacion: CV = O« - ﬂ =0,40

n, 4,8
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Ejercicio 6.- La variable discreta X tiene como distribucion de probabilidad

X 1 2 3 4
P(X=x) | 0,30 0,25 0,10 0,35

Se realiza un cambio de origen hacia la izquierda de dos unidades y un cambio de
escala de 3 unidades.

Se pide:
a) Mediay varianza de la X

b) Media, varianzay coeficiente de variacion de la variable transformada por el cambio
de origen

c) Media, varianza y coeficiente de variacion de la variable transformada por el cambio
de escala

d) Media, varianza y coeficiente de variacion de la variable transformada por el cambio
de origen y escala

Solucion:

a)
X=x% | P(X=x)=p, X;. P, X2 X2 p;
X, =1 0,30 0,30 1 0,30
X, =2 0,25 0,50 4 1,00
X, =3 0,10 0,30 9 0,90
X, =4 0,35 1,40 16 5,60

1 2,5 7,8

4 4
Media: a, =p, =E(X)= Y X.P(X=x)= > X.p =25

i=1 i=1

4 4
o, =E(X?) = fo.P(X =X)= fo p,=7,8
i=1 i=1

Varianza: o% =a,-of =7,8-25* =155

Desviacion tipica: o, =/155 =1245

Coeficiente de variacion: CV, = Ox 1245 _ 0,498

Hx 2,5

b) SeaY la variable transformada, al realizar un cambio de origen hacia la izquierda de
dos unidades hay que restar 2, quedando: Y =X-0'= X—-(-2)=X+2.

21



Media: p, =E(Y)=E[X+2]=E(X+2)=E(X)+2 > p, =E(Y)=25+2=4,5
Varianza: o, = Var[X+2]=Var(X)+Var(2)=c3+0=0; +— o, =155

Desviacion tipica: o, =./155 =1,245

Coeficiente de variacion: CV, = Oy %% _ 1245
n, Hy+2 45

=0,28 £CV,

En consecuencia, el cambio de origen afecta a la media y, en consecuencia, al
coeficiente de variacion.

: . : . X
c) Al realizar un cambio de escala de 3 unidades, la variable transformada es Y = 3

. X 1 1 2,5
Media: =E(Y)=E|=|==.E(X) > ==y, ===
Hy (Y) [3:' 3 (X) My 3 Hx 3
o X1 1 1 1 1,55
Varianza: o = Var {g} =5 Var(X) = S .64 B o= S 155 =5

Desviacion tipica: o, = % =%.«/ 15 =%.cx

1
—. GX
Coeficiente de variacion: CV, = Ov _3 =9x o Cv, =0,498
Hy E-Hx My
3

El cambio de escala afecta a la media y a la desviacion tipica de la misma forma, en
consecuencia deja invariante al coeficiente de variacion.

Resultados que se observan en la tabla, donde Y :é

Y=y, P(Y =y)=p, Y- P, y? y2.p,
X, =1/3 0,30 0,1 1/9 0,3/9
X, =2/3 0,25 0,5/3 4/9 1/9
X; =1 0,10 0,1 1 0,1
X, =4/3 0,35 14/3 16/9 5,6/9
1 2,5/3 7,8/9
. - N 25 1
Media: o, =p, =E(Y)= Zyj P(Y = yj) = Zyj' P; :? :E - Uy
=1 =1

2y _ N2 o2 78 1 _ .
o =E(Y?)= Dy P(Y=y)= D v} pj=—== ¢ E(Y?)
=1 j=1
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2
Varianza: cizaz—afzﬁ— 25 :E_cizﬁ
9 3 9 9
P 155 1 1
Desviacion tipica: o, =,/ — =—=.4/155 =—.c
P Y ,/ 9 3 3 9%
1
- o s, 3% o
Coeficiente de variacion: CV, = — = =—2*X=CV, =0,498
Hy 1 n Hyx
3

d) Al realizar simultaneamente un cambio de origen de 2 unidades a la izquierda y un
X+2

cambio de escala de 3 unidades, la variable transformada es Y =

X+2

Media: p, =E(Y) = E{ }:% .E(X+2) =%. E(X)+§

1 2 2 45
con lo que, =E(Y)==.EX)+== 25+—=——=15
que, u, =E(Y) 3 (X) 3 3~ 3 1,

1
5

Varianza: o} = Var(Y) = Var X+2\_1 .Var(X+2) = L Var(X) = 1 oo

3 9 9 9
Desviacion tipica: o, = ‘/% = %.«/ 155 = %.cx

R
"X

Coeficiente de variacion: CV, = O __3 _ O L5 0,28 # CV,

pe 1 2 pu+t2 45

3 My 3

El cambio de origen y de escala afecta a la media y desviacion tipica de distinta forma,
en consecuencia también queda afectado el coeficiente de variacién

Resultados que se observan en la tabla, donde Y = X+2
Y=y, | P(Y=y)=p Y- P, y; Y. P,
X, =1 0,30 0,30 1 0,30
X, =4/3 0,25 1/3 16/9 4/9
X, =5/3 0,10 0,5/3 25/9 2,5/9
X, =2 0,35 0,70 4 14
1 4,5/3 21,8/9
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4 4
: 4,5
Media: o, =p, =E(Y)= > y.P(Y=y)=>y,.p, == =15
j=1 =1
4 4 218
o, =E(Y?) = D Vi P(Y=y) =D v} P ===
j=1 j=1
2
Varianza: ci:az—af=ﬁ_ 45 =1-Gx:@
9 3 9 9
o 155 1 1
Desviacion tipica: o, = 9 "3 155 :E'GX
1 (&)
= .o,
Coeficiente de variacion: CV, =%r -3 _Ox 1245
p, 1 a5 45 45
3

=0,28 #CV,

Ejercicio 7.- En un cine de verano hay instaladas 800 sillas, sabiendo que el nimero de
asistentes es una variable aleatoria de media 600 y desviacion tipica 100.
¢, Qué probabilidad existe de que el nUmero de personas que vaya al cine un dia

cualquiera sea superior al nimero de sillas instaladas?

Solucién:

Sea la variable aleatoria X = "numero de sillas del cine", donde p =600, c =100

P[X>800] < P[|X-p|>k] < ‘k’—z e i
u,+ k=800 > k=800-600=200

2
P[X>800] < &02:120,25
200° 4

24
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Ejercicio 8.- La variable discreta X tiene como distribucion de probabilidad

P(X:k):% siendo k=2,3,---,11
Se pide:

a) Funcion de distribucion
b) P(X>7)

c) P(X<5)

d) P(B3<X<7)

Solucion:

a) F(X)=F’(XSX)=X1—I)1 siendo x=2,3,---,11

Adviértase que entre dos valores consecutivos de la variable, la funcién de distribucion
toma el valor menor.

6 4
b) P(X>7)=1-P(X<7)=1-F(7)=1-—=—=0,4
) P( ) ( ) (7) 010
4

o bien, P(X > 7) =P(X =8)+P(X = 9)+P(X =10)+P(X =11) = - =0,4
¢) P(X<5)=F(5)=—-0,4
710 7

0 bien, P(X<5):P(X:1)+P(X=2)+P(X:3)+P(X:4)=%:O,4

6 2 4
d) PB<X<7)=F(7)-F@3)=—-—=—=0,4
) P( )=FD-F®=15"70"10
4

o bien, P(3 £ X <7) =P(X=3)+P(X = 4) +P(X = 5)+P(X=6) =~ - =04

Ejercicio 9.- Se desea conocer el nimero de automoviles que se deben poner a la
venta durante un periodo determinado para que se satisfaga una demanda media de 300
unidades con una desviacion tipica de 100 unidades, con una probabilidad no inferior al
75%.

Solucion:

Sea la variable aleatoria X = "numero de automoviles a la venta"

u=300,c =100

Segun Chebyshev:
2
P[[X-pm) <k]21-2% —— Plp-k<X<p+k21-2%

k2
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0,75

1

2
P[300-k < X <300+ k] > 1100

k2

2 2 2 2
0,75=1- 10(2) — 10? =0,25 = k*= 100 > k= 100 =200
k k 0,25 0,25

300 +k =300+ 200 =500 automoviles

Ejercicio 10.- La demanda media de un producto es de 100 unidades con una
desviacion tipica de 40 unidades. Calcular la cantidad del producto que se debe tener a
la venta para satisfacer la demanda de forma que puedan ser atendidos al menos el 80%
de los clientes.

Solucion:
u=100, c=40

Segun Chebyshev:

02 (&)
F>[|x—,ux|sk]21—F —— P[p,—k< X< p+ k]21—F
0,80
40?
P[100-k < X < 100 +k] = 1-—;
k
2 2 2 2
0,80:1—402 > 42 —020 - k=22, k= |29 _gg a4
k k 0,20 0,20

Se deben poner a la venta 90 unidades.
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Ejercicio 11.- La variable X ="namero de centimetros a que un dardo queda del centro
de la diana" al ser tirado por una persona tiene como funcion de densidad:

k 0<x<10
f(x) =
0 enotros casos

Se pide:

a) Hallar k para que f(x) sea funcion de densidad. Representarla
b) Hallar la funcion de distribucidon. Representarla

c) Media, varianza y desviacion tipica

d) P(X<1)

e) Probabilidad de acertar en la diana

Solucion:

a) Para que f(x) sea funcion de densidad debe verificar:

1= [t dx= jif(x) dx +Llof(x)dx + 10 ax =Ll°f(x)dx

la primera y tercera integral son cero al ser f(x) =0 en esos intervalos.

10 10 10 1
1= [ kdx =k “dx=10[x]; =10k k=0

) — 0<x<10
En consecuencia, f(x) =10 =Xs

0 enotros casos

f(x)1

1
10
0

» X

b) La funcion de distribucion se define F(x) =J‘ f(t)dt

x <0 Fo= [ f(dt=0

o —0

@ X 0 X xl X
0<x<10 FK(x)= f(t)dt = f)dt+ | f(t)dt=| —dt=—
R I R R

@ X 0 10 X 10
x >10 F(x) = f(t)dt:j f(t)dt+j f(t)dt+j f(t)dt:j %dtzl
Y —0 0 10

o 0
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En consecuencia,

0 x<0 F(x)

X 1
F(x)=<— 0<x<10 /
(x) 10 x/10

1 x>10 3 10 » X
c) Media

© 10 1 1 10 1 X2
= =E(X)= xf(x)dx = X.—.dx=— XxXdx=—|—| =5cm
% = Hx = E) L ) .[ 10 10_[ 10{2}

0 0 0

Varianza: c5 =a,—a’

g o 1w 1[x*T°  17[1000 100
aZ:E(XZ):J xzf(x)dx:j x*.—.dx=-—] x*dx — [——O}:—
. .

o 10 10 J, “10/3| 10| 3 3
100 25
oo = 2= _—_5°=""cm?
X 2 1 3 3
NP 25
Desviacion tipica: o, = ?:2,9 cm
1

d) P(X<D=F1) =

1
dx:i dx:i[x]1 1

1
o también, P(Xsl)zj. 1
0 10 10J, 10

e) Probabilidad de acertar en la diana: P(X =0) =0 por ser una variable continua

0 0 1 1 0
P(XzO)zIf(X)dXzI —dx=—| dx=0
0 0 10 10 0
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Ejercicio 12.- Se ha verificado que la variable X ="peso en kilos de los nifios al nacer”
es una variable aleatoria continua con funcion de densidad

kx 2<x<4
f(x) =
0 enotros casos

Se pide:

a) Hallar k para que f(x) sea funcion de densidad. Representarla
b) Hallar la funcion de distribucidon. Representarla

c) Media, varianza y desviacion tipica

d) Probabilidad de que un nifio elegido al azar pese mas de 3 kilos
e) Probabilidad de que pese entre 2 y 3,5 kilos

f) Qué debe pesar un nifio para tener un peso igual o inferior al 90% de los nifios
Solucién:

a) Para que f(x) sea funcion de densidad debe verificar:
1= I_wf(x) dx = J_wf(x) dx +L f(x) dx +L f(x)dx :L f(x) dx

La primera y tercera integral son cero al ser f(x) =0 en esos intervalos.

4 4 4 ro2 74
1:.[ f(x)dx:j kxdx:kj xdx = k| X =k[ﬁ—f}=6k s k=t
2 2 2 _2 ) 2 2 6
A
f(x)
X
— < <
=16 ° %7 4% e
0 enotros casos 206
0 2 4 P x

b) La funcion de distribucion se define F(x) =j f(t)dt

@ X

X <2 Fx)=| ft)dt=0

o —00

@ X X X 2X
2<x<4  E(X)= f(t)dt=I f(t)dt:I L R .
- 6 6|2], 6
1
6

o 2 2 2
x> 4 F(X) = .Xf(t)dt:I4f(t)dt+jxf(t)dt:J“%dt: E} - {16_—4}:1

2

4 2
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Fx)
0 X<2
2_
F)=12=% 2<x<a 1
12 x*—4
1 xX>4 12
0 2 4 X
c) Media
o 4 4 34
alsz:E(X):J xf(x)dx:I x.i.dx=ij. X dx =t X | 21164 81 564 kios
. , 6 6J, 6|3), 6.3 3| 18

Varianza: c5 =a,—a’

w 4 4 a4
a2=E(X2)=J x2f(x)dx:j xz.f.dx=i‘[ X dx = = X =1[@—E}:1O kilos?
. , %8 6 A

o2 =a, -0l =10-3,1> = 0,39 kilos?

Desviacion tipica: o, =4/ 0,39 = 0,62 kilos

2_
d) P(X>3)=1—P(X£3)=1—F(3):1—3 4=1—i=l=0,58
12 12 12
4 4 27
0 también, P(X>3):I f(x) dx:j 5dx:1 X ZE(B—EJZL:O,SS
3 3 6 612, 6 2) 12
3,5° -4
e) P(2<X<35)=F3,5)-F(2)= -0=0,6875

35 35 2735
P(2§xg3,5):j f(x) dx:J. Xax= 1| X :i(%_ﬂjzﬁzoﬁgm
2 > 6 612 6 2 2 12

f) Sea k el peso del nifio, se tiene:

2_
F(k)=P(X <k)=0,9 > k124:0,9 = k’-4=10,8 = k*=14,8

k =.14,8 = 3,85, es decir, el nifio debe pesar 3,85 kilos para tener para tener al 90%
de los nifios con un peso igual o inferior.
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Ejercicio 13.- Gran numero de fendmenos aeronauticos tienen asociada una variable
aleatoria con ley de probabilidad:

ke O<x<w k>0
f(x) =
0 €en otros casos
Se pide:

a) ¢Puede tomar k cualquier valor?
b) Para k =0,1 representar la funcion de densidad, la funcién de distribucion y su gréfica

c) Siendo k =0,1 hallar P(X >10)

d) Para k =0,1 calcular P(50 < X <100)

Solucioén:

a) Para que f(x) sea funcion de densidad debe verificar:

1=r f(x) dx = jo f(x)dx+j:f(x)dx :I:ke’kxdx - —j:— ke*dx=-[e™] = {eix T -1
—0 —0 0

La funcién de densidad no depende del valor del parametro k, pudiendo tomar éste
cualquier valor positivo.

b) La funcion de densidad para k = 0,1 seré:

f(x)4

01.e%* x>0
f(x)z{ g 01

0 otros casos ’ K

La funcién de distribucion se define F(x) :I f(t)dt

X

x<0 F(x)=jxf(t)dt:0

0 X X X
F(X):I f(t)dt+I f(t)dtzj. 0,1.e‘°'“dt=—J. —0,1.e%dt=
X>0 - ° ) 0 0

o1t ¥ 1 1 01x
e AL e
0
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Fx)]

0 Xx<0
F(x) = 1
() {1—e‘°'1X x>0

P X

¢) P(X>10)=1-P(X<10)=1-F(10)=1-(1-e *** ):e*l::1
e

d) P(50 < X <100) = F(100)-F(50) = (1-e **** )~ (1-e ™ )= —e ™ +e® == -5

Ejercicio 14.- Una variable aleatoria continua X tiene por funciéon de densidad

1-x 0<x«<1
f(x)=<x-1 1<x<2
0 otros casos
Se pide:

a) Representa la funcion de densidad

b) Hallar la funcion de distribucién y su grafica

c) PO<X<1) P(-2<X<2) P(%£X<ooJ

Solucién:

Se observa que el area encerrada es igual a la
unidad

-

X

v

0 1 2
b) La funcién de distribucion se define F(x) =I f(t)dt
x<0 F(x):'[ f(t)dt=0

0<x<1 F(x):J.O f(t)dt +Ixf(t)dt:J'X(l—t)dt{t—g} :x—x?z

1<x <2 F(x):W +Ilf(t)dt+jxf(t)dtzjl(l—t)dt+jx(t—l)dt:
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ST ) 5o

X>2 F(x)=Jl(1—t)dt+jz(t—1)dt={t—;} J{E—t} =1

2 1
F(X)JL

0 x<0

2 ! _
x—X? 0<x<«1

F(X): 9 X_)<2 5
X 2 X x4+
?—x+1 1<x<?2 2 :
1 X>2
0 1 2 > X

c) PO<X<1l) P(2<X<2) P(%§X<ooj
1 1
PO < x$1):F(l)—|2(0)=(§—1+1]—0=E

P(-2< XS2)=F(2)—F(—2)z(%—2+1}—0=1

P(ES X<oo]:F(oo)—F(l):l—(£—£j=§
2 2 2 2 8

Ejercicio 15.- Una variable aleatoria continua X tiene por funcién de distribucion:

0 x<0
X2
F(x) = 2

ZX—%—l 1<x<2

1 X>2
Se pide:
a) Hallar la funcion de distribucion y representarla

b) Media, varianza, desviacion tipica y coeficiente de variacion
C) P(l < X< Ej
2 2

Solucioén:
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a) La funcién de densidad es la derivada de la funcion de distribucion en los puntos
donde exista la derivada, entonces:

0 Xx<0
X 0<x<1
f(X):dF(x):
dx 2-Xx 1<x<2
0 X>2
A
f(x)
1
X 0<x<1
f(x)=92-x 1l<x<2 % g%
0 otrosvalores 1 1
2 2
0 1 2 » x

b) Media

) 1 2 1 2
oclszzE(X):J‘ xf(x)dx:J‘ox.x.dx +J‘1 X.(2-x). dx :J‘OxdeJrJ‘1 (2x—-x%).dx =

L2l e

0

Varianza: c5 =a,—a}

1 1

2 2
x2.x. dx +J x%.(2-x). dx =J‘ x3dx+J (2x*=x%).dx =
1

1 0

a, =E(X*) = jw X2 f(x)dx = I

0

st 3 472
L 2x X! _i{E_EHE_iJ_E_Z
4 . 3 4 L 4 3 4 3 4 12 6

Desviacion tipica: o, = \/% =0,41

Coeficiente variacion: CV, = Ox - OTA'l =0,41
Hx
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S P(1<XSEJ:FKEJ—F[EJ:(2.5—@/—2)2—1}—[@}:3—2—1—£=§=0,75
2 2 2 2 2 2 2 8 8 4

Ejercicio 16.- Una variable aleatoria continua X tiene por funcién de distribucién:

0 x«<1
F(X)=94x-1 1<x<2
1 X>2

a) Calcular la funcion de densidad o funcién de cuantia

b) Calcular la media, mediana y coeficiente de variacion
Solucion:

a) La funcidn de densidad o funcidn de cuantia es la derivada de la funcion de
distribucion en los puntos donde exista la derivada, entonces:

dF(x) 0 X<l 1 1<x<?2
f(x)=———==491 1<x<?2 — f(x) =
X
d 0 enotrocaso
0 X>2

0 2 XZ 2 1 3
b) Media: alsz:E(X):J xf(x)dx:J xdx =|—| =2-==—=15
- 2 2 2

1

* La Mediana de una distribucion es el valor que deja el 50% de la distribucion a la
derecha y el otro 50% a la izquierda, por lo que:

FM,)=05 = M_-1=05 = M_=15

M, M,
J f(x)=05 = j dx=05 =[x]*=05 = M,-1=05 = M, =15
1 1

Ox

My

* Coeficiente de variacion: CV, =

2

© 372
8 1 7
=EX2=I xzfxdx=j xdx = 2] =2_=_1
R . [3 3 3 3

3 (2 3 4 12 X 12
cv, =9 098 405
My 15

35



Ejercicio 17.- La funcion de densidad de una variable aleatoria es:

sabiendo que P{l <X< 1} =0,1666 .
0 en el resto 2

f(X):{axzjtb 0<x<2

Determinar ay b.
Solucién:
Hay que calcular dos parametros (a y b), por lo que se necesitan dos ecuaciones:
e Por ser funcion de densidad:

2 2 . 2

1:I f(x) dx :J (ax? +b) dx :{ax—+bx} 83, 9b > Ba+6b=3
0 0 3 s 3
1

1 1 3
o P{%SXsl}:J‘ f(x) dx:'[ (ax® +b) dx:{a%mx} =0,1666, con lo que:

1/2 1/2 12

3 1
{a§;+bx} :{%+b}—[§%+%}:%%+g:OJ66G = 7a+12bx~4

€en consecuencia,

16 11 11

9 9 54

7Ta+12b=4 7a+12b=4

ON
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Ejercicio 18.- La funcion de distribucidon asociada a la produccion de una maquina, en
miles de unidades, es del tipo:

0 x<0
F(x)=9x(2-x) 0<x<k
1 X >k

a) Determinar k para que sea funcion de distribucion

b) Hallar la funcién de densidad

c) Calcular la media, mediana. moda y varianza de la produccion

d) Hallar P(X<0,5)y P(X>0,25)

e) Funcion de densidad y de distribucion de la variable aleatoria continua Y =6 X-3

Solucioén:

a) Para que sea funcion de distribucién se debe verificar:

1= lim F(x) = lim F(x) — limx(x-2)=k(k-2)=1  k®-2k+1=0 = k=1
x—>k* x—>k~ x—>k~

0 x<0
En consecuencia, la funcion de distribucion es: F(x) =<x(2-x) 0<x<1
1 x>1

b) La funcion de densidad o funcion de cuantia es la derivada de la funcion de
distribucion en los puntos donde exista la derivada.

dF 0 x<0 2-2x 0<x<1
—-2X <x<
f(x) = ) _12 2x 0sx<1  — f(x) =
dx 0 en otro caso
0 X>1
c) Media:

0 1 1 2X3 1 2
alzusz(X):j xf(x)dx:j X (2-2x)dx :IO(ZX—sz)dx :{xz— 3 } :1—§

0

» Para calcular la Moda hay que ver el valor que hace minima la funcion de densidad o
de cuantia, es decir:

2-2x 0<x<1 -2 0<x<1
f(x) = o (X)) =
0 en otro caso 0 enotrocaso

La derivada de la funcion de cuantia f'(x) = -2 <0, por lo que se trata de una funcion
decreciente y toma el valor maximo en el extremo superior del intervalo [O, 1] , por tanto
la moda M, =0
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* La Mediana de una distribucion es el valor que deja el 50% de la distribucion a la
derecha y el otro 50% a la izquierda, por lo que:

F(M,)=0,5 = Me(Z—Me):O,S = M -2M_+0,5=0 = 2M:-4M_+1=0

2M2—4M, +1=0 > M, =4i\’i6_8 =4ij‘/§ =1i*/2E

De las dos soluciones se rechaza aquella que es mayor que 1, por lo que la Mediana es:

/2

e == 1——

2

* La Varianza de la produccion: ¢ = o, —a?

© 1 3 4
Ot2=E(><2)=_[ xzf(X)dX=I K2(2-2x)dx =|2X_ x| _2 1 1
o o 3 . 32 6

6 \3 18
0 x<0
d) Funcion de distribucion F(x) =<x(2-x) 0<x<1
1 x>1

P(X < 0,5) =P(X <0,5) = F(0,5) =0,5(2-0,5) = 0,75
P(X > 0,25) =1-P(X < 0,25) = 1-F(0,25) = 1- 0,25(2 — 0,25) = 0,5625

2-2x 0<x<1

También mediante la funcion de cuantia: f(x) =
0 en otro caso

0,5 0,5
P(X <0,5) :j f(x)dx :j (2-2x)dx=[2x-x*]" =1-0,25=0,75
0 0

1 1
P(X>O,25):I f(x)dx:J (2—2x)dx:[2x—x2}zzs:1-(0,5-0,0625):0,5625
0,25 ’

0,25

e) Funcion de densidad de Y =6 X-3

Formula del cambio de variable en la funcion de densidad: g(y) = f(x). ‘g—x‘
y
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dx
dy

_1[%3} _1
dy\ 6 6

=0 =_-3
Dominio de definicion de la nueva variable Y: Y =6 X -3 {X =

Xx=1 > y=3

resultando:

y+3)| 1 3-y

dx 2—2( ﬂ— -3<y<3 — -3<y<3
a(y) = f(x). vl { 6 6 —> 9(y)=4 18
y 0 en otro caso 0 en otro caso
Funcion de distribucion:
0 y<-3 0 y<-3

y 2
F(y) = I 1 3otydt —3<y<3 o Fy) =X FOYF2T 40 g
18 36

1 y>3 1 y=3

Ejercicio 19.- Dada la funcion f(x) =e™

a) Comprobar si puede ser funcién de densidad de una variable aleatoria X cuando su
campo de variacion es el intervalo x >0

b) En caso de que no lo pueda ser, qué modificaciones habria que introducir para que lo
fuera.

Solucion:

a) Para que sea funcion de densidad, debe cumplir dos condiciones en el campo de
variacion de la variable aleatoria:

* f(X) no puede ser negativa
* Laintegral de f(x) en el campo de variacion es 1

e f(X)=e®>0 > Le™>2L0 = -2Xx > -o = X < o espositiva

. j e?*dx = [—% e‘zx} = [0 + ﬂ = %;t 1. No se cumple, luego la funcién dada no
0 0

es de densidad en el intervalo.

b) Para que sea funcion de densidad, se define f(x) =k e

I kgmdx:kj €“dx=k[_£e4ﬂ :.5:1k+k=2
0 2 0 2

0

En consecuencia, f(x) =2 e
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Ejercicio 20.- Dada la variable aleatoria continua X con funcion de densidad:

k 2) 0<x<4
F(x) = (x+2) X
0 en el resto

Hallar:

a) El valor de k para que sea realmente una funcion de densidad
b) La funcioén de distribucion
c) Lavarianza

d) P(2<X<3)

Solucién:

4 4 4 2 4
a) J f(x)dx=1 J k(x+2)dx=kj (x+2)dx =k X—+2x = 16k=1= k:i

0

1

X+2) 0<x<4
fx) =116 %2

0 en el resto

b) Funcion de distribucion: F(x) :I f(t) dt, en este caso:

x<0 F(x)=| f(t)dt=] 0dt=0

L4 o — 0

o1 16

v — o — 0

X e X X X 2 X
0<x<4 F(Xx)=| f(t)dt=| O0dt +J i(t+2) dt:ij (t+2) dt:i t—+2t =
o 6 0 16| 2 o

X2 +4x
32

X X 4 X 2 4
X >4 F(x):j f(t)dtzj 0 dt +j L t+2) dt +I odt=—|Liot| 21
B . 16 162 7|

0 4

0 Xx<0
2
F(x) = X_+4X 0<x<4
1 X=>4
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1

_ X+2) 0<x<4
c) Para calcular la varianza: f(x)=<16 ( )

0 en el resto
3

o, =p=E[X]= J‘4xf(x)dx :J‘Ax{%(x+2)}dx =%J‘:(x2 +2x)dx :%{%+x2} =

0

4 4 2 . 5
%=E[X2]=I X f(x) dx =_.' x{%(mz)}dx :%J' (x* + 2x2) dx Z%{%ﬂg }
0 0

0 0

_1leg 12820
16 3] 3

2
2 7 11
o =Var0) =0, (o) = of=20-(1] =%

0 Xx<0
1

2 2 <x<4
X“+4X 0<x<4 F(x) = 16(x+) 0<X

d) F(x)=
0 en el resto

1 X>4

P(2sX33)=F(3)—F(2)=(9+12j—(4+8 _21-12 9
32 32 32 32

2 73 i

3
P(ZSXSB):I L xr2yax=1| X ox] =L
, 16 6|2 | 16
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Ejercicio 21.- La funcion de densidad asociada al trafico aéreo es del tipo:

2(x=-1) 1<x<?2
£(x) = ( ) l<x<
0 en elresto

) . . ) X+3
Considerando la variable aleatoria continua Y =

a) Obtener la funcidn de densidad de la variable Y

b) Mediay varianza de la variable Y

Solucion:

dx _

= -
X+3 . x-s5y.3 = %Y

x=1 +— y=4/5=0,8

X=2 B y=1

5
a) Y=

donde g(x):xsﬁ > x=5y-3 > gi(y)=5y-3

La funcion de densidad de la variable continua Y se obtiene:

dx

gy) = [g7M)]. 3

_|2[(ey-3)-1].5 08<y<1 - 50y-40 0,8<y<1
- 0 en elresto 0 en el resto

50y-40 0,8<y<1

F(x) = 2(x-1) 1<x<?2
B 0 en elresto

0 en elresto

g(y)={

* Mediay varianza de la variable aleatoria continua X:

2
2x°
_ X2 —
3

1

o, = py = E[X] :szf(x)dx ZJ‘ZX[Z(X—l)]dX :J‘Z(ZX2 —2x)dx :[
CRIRE
3 3 3

a, =E[ X*] =sz2f(x)dx =IZ

S

2
17 (5 1
2=Var(X)=a,-a’) = o2=—-|2| ==
Ox (X) =0, ~0s °x "% (3] 18

x*[2(x-1]dx =‘.‘2(2x3 —2x%)dx :{%4— 2;(3}

1
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* Mediay varianza de la variable aleatoria continua Y:

1 1 1
al=uY=E[Y]=I yf(y)dy=j y[50y—40]dy=j (50y* —40y)dy =
0,8

0,8 0,8

= 50y3 —20y2 1 :E
3 0s 10

1 1 1
azzE[Yz]:I yzf(y)dyzj y2[50y—40]dyzj (50y° —40y?)dy =
0,8 0,8 0,8

_[s0y* 40y*T 131
4 3 150

0,8

o) =Var(Y)=a, - =

* 7150 |15

, 131 (14) 1
450

La media y varianza de la variable aleatoria continua Y se podian haber realizado
considerando las propiedades de la media y varianza de la variable aleatoria X, es decir:
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Ejercicio 22.- La demanda diaria de un determinado articulo es una variable aleatoria
con funcion de densidad:

1 O<x<4
8
fx) =122 X  4ox<12
64
0 otro caso

Los beneficios diarios dependen de la demanda segun la siguiente funcion:

-5 si x<2

5 si 2 <x<4
10 si 4<x<8
15 si 8<«<x<12

Calcular:

a) Probabilidad de que en un dia cualquiera la demanda sea superior a 10

b) Probabilidad de que la demanda sea inferior a 3

c) La esperanzay la varianza de la demanda

d) Funcion de distribucién de la demanda

e) Funcion de cuantia y funcion de distribucion de la variable aleatoria beneficios diarios.
f) Esperanzay varianza de la variable beneficios

Solucién:

12 12 _ 2 12
12-x ! X2 21 003125
32

a) P(X>10 :'[ f(x)dx:j dx=—1|12x——
( ) 10 10 64 2

10

: °1 1 3
b) P(X<3):j- f(x)dx:J. Zdx==[x]!===0,375

0 o 8 8- 7° 8
c) Media o Esperanza

4 12

4 12
x.f(x)dx:J‘ x.%dx+"‘ x. 127X gy

0

oy =Ky =E(X)=J‘w x.f(x) dx :'[

0

x.f(x) dx +I

4

10 o , 1r v 1], x*]°
=—| xdx+— (12x—x)dx:—[x} +—|6X " ——| =
8 64 J, 16 °© 64 3

0

—1+ 2 [gpa-1728 96422213 _ 4 53
64 3 3) 3
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Varianza;

4 12 4

a, =E(X2):J‘w x2.f(x)dx = | x°.f(x)dx +J

J0 4 0

X .f(x)dx:j X 3

2 1

4 12

:EJ- X2 dx + - (12x2—X3)dx:i[x3]4+i

8Jo 64 ), 24 0 64
=94, 1 (6912-5184-256+64)= 2120 =80 _ 55 67

24 64 192 3

2
0§=Vm(X%u%—af=§9—!§- =Z}=189
3 |3 9

d) La funcion de distribucion de la demanda F(x) =J f(t) dt

six<0 j- f(x)dx:j-

X 0 X
Si0<x<4 j ﬂ@dx:j(NM+j Tax=X
. . .8 8

Odx=0

F(x) =

X 4
si4<x<12 J f(x)dx:'[
0 . 64 2

X 0 4 12
Six>12 j f(X)dx:j de+J. 1dx+J. 12-x
—0 —00 8 64

0 4

—00

En resumen,

0] si x<0
X si O<x<4
8

F00=11 1/ 12x-40]| si 4 12
_t | - — — <
2+64 2 + X Si <X <
1 si x>12

%dx+j 12-x dx=£+

2
LI_X 1ox-40
64| 2

dx+J' Odx=1
1

2

e) La funcion de cuantia y la funcion de distribucion de la variable aleatoria beneficios

diarios se hallan considerando:

1

-5 si x<2 8
5 si 2 <x<£4 _
B F(x) = 12-x
10 si 4<x<8 64

15 si 8<x<12 0

45

O<x<4

4<x<12

otro caso




Funcion de cuantia o probabilidad:

b, P[B=b]
o2 o2
-5 f(x) dx = de=1=0,25
J0 JO0 8 4
o4 4
5 f(x) dx = 1dx=1:0,25
V2 2 8 4
° (%12 -x 1 x2 Y’
10 f(x) dx = dx=—|12x-—| =0,375
Ja J, 64 64 2 ),
12 12 . 2 12
15 f(x)dx:I 12X gx=Ll12x- 2| —0125
Js g 64 64 2 ),
Funcion de distribucion F(B) = P(B <b,)
b, P@B=b) F@B)=PB<b) b.P[B=b] b?.P[B=b,]
-5 0,25 0,25 -1,25 6,25
5 0,25 0,50 1,25 6,25
10 0,375 0,875 3,75 37,5
15 0,125 1 1,875 28,125

4
Zbi. P[B=b]=5625
i=1

4
D bt.P[B-b]-78125
i=1

4
f) Media o Esperanza beneficios: p, =E(B) = Zbi. P[B=b]=5625
i=1

Varianza beneficios:

4
E[B°]- ) bf.P[B=b]-78125
i=1

o2 =Var(B) =E(B?)-p2 = 78,125 (5,625)" = 46,48

Desviacion tipica de los beneficios: o, =

46,48 =6,817
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Ejercicio 23.- Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad tal que

8
f(x) =417 x*
0 otro caso

1<x<8

a) Calcular el primer y tercer cuartil, el decil 7 y el percentil 85

b) Calcular la mediana y moda
Solucion:

a) La Funcion de distribucion:

_ (T ra=[Boar-_8[L] _8x-D
F(x)_P[ng]_J f(t)dt_jl7t2dt_ 7Ll_ — 1<x<8

—00

sustituyendo, queda:

F(Q1)=%:8(7Q—51_1) > 7Q,=32(Q,-1) Ql=2—§=128 Q, =P, =128
F(QQ:%:M%;D > 21Q,=32(Q,-1) Q3=%=2,91 Q,=D, =P, =201
F(D»:%:S(S#;l) > 49D,=80(D,-1) > D7=%=2,58
F(P85)=1%50=8($8;85_1) > 595P, =800(P,, —1) > Pgszg%gzs,go

b) IVIe:Q2=D5:P50

F(Me)zizw = 7M =16(M_ -1 Mezgzlm
2 7™M, 9

La Moda M, se obtiene calculando el maximo de la funcion de densidad:

8 o f=-28

> ;<0 — Lla funcién es decreciente
7 X 7 X

f(x) =

De forma que f(1) > f(x) > f(8), conlo que M, =1
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Ejercicio 24.- Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad tal que

F(x) = e x>0
0 otro caso

a) Funcion generatriz de los momentos (f.g.m.)
b) Esperanzay varianza a partir de la f.g.m.

c) Funcion caracteristica

Solucioén:

a) M(t)=E|e"™] =J-

—00

0 0

1 w1 .
tx _ x(t-1) _ x(t-1) _
e .f(x).dx_J. e dx_—l[e }O_— sit<1

0

_ o o M@ _d| 1 _ 1 _
b) o, =E(X) =M7(0) = dt Lo_dil—J_o @-1)?]., 1
%=Ewﬁ=M%m=d“@° :E{iﬂiq} - 12] - 23 =
dt? |, difdili-t)| = dtl@a-v?) ,  @-0°|

Var(X)=a, ol =2-1=1

c) La funcién caracteristica se puede calcular utilizando la relacion entre funcion
caracteristica y los momentos:

a, sit<l

o(t) =1+(it) o, +(2) 2+('t)3 +- +ﬂ 4 Z(It)'

3 ke kI K

JOJ
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Ejercicio 25.- Sea X una variable aleatoria continua, cuya funcion de densidad es

3x? 0<x<1
fx (X) =
0 en otro caso

Sea Y =1- X? una transformacion de la v.a. X

a) Calcular la funcion de densidad de lav.a. Y

b) Calcular la funcién de distribucion de lav.a. Y
Solucion:

a) La transformacién asociada a la v.a. Y es derivable y estrictamente monétona cuando
X toma valores en el intervalo (0, 1). En consecuencia, se puede aplicar la
transformacion, quedando la funcién de densidad:

dx = -1

Y=1-X2 b x=,1-y > 0dy 2{1-y

g (Y)=y1-y

La funcion de densidad de la variable continua Y se obtiene:

dx

s (JT)

f, (N =H|g*W)]. >

-1 3
=21~
1—y‘ 2 Y

2\/1—y O<y<l1

0 €en otro caso

La funcion de densidad de lav.a. Y: f,(y)=

b) Funcion de distribucion:

y<0 > F(y)= ﬁf(t)dt -0

O<y<1is FY(y):W+Lyf(t)dt:J.Oyg,/l—tdt{—«/(l—tf }Z —1-J(@-y)

0 1 y 1 1
y>1 > FY(y):W+I f(t)dt+W=I f(t)dt:j gw/l—tdtzl
) 0 0 0

0 y<0
La funcion de distribucion de lav.a. Y serd: F,(y)=<1-4(1-Yy)’ O<y<1
1 y>1
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Ejercicio 26.- Sea X una variable aleatoria continua, cuya funcion de densidad es

-1<x<1

N[

fx(x) =

0 €en otro caso

Sea Y = X? una transformacion de la v.a. X

a) Calcular la funcion de densidad de lav.a. Y

b) Calcular la funciéon de distribucion de lav.a. Y

Solucioén:

La transformacion Y = X* es derivable, pero no es estrictamente mondtona, puesto que
en el intervalo (-1, 0) la transformacion es decreciente y en el intervalo [0, 1) es
creciente.

En este caso, hay que determinar la funcion de distribucién de la variable aleatoria Y
para el caso general de las transformaciones de una variable aleatoria, ya que no se
puede aplicar el método descrito en el ejercicio 25.

b) Calculo de la funcidén de distribuciéon

R =P[Y <y]=P[x* <y]=P[[X|<\[y]=P[ -y <x<y]- JAJ_f(x)dx_

v 2
0 y<O
La funcién de distribucién de lav.a. Y es: F,(y)=14Jy 0<y<1
1 y=>1
—— 0<y«1
a) La funcién de densidad f, (y) = M = 2\/_ Y
0 enotro caso

3_.:- Portal Fuenterrebollo
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