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REGRESIÓN LINEAL MÚLTIPLE

Las técnicas de regresión lineal múltiple parten de (k+1) variables cuantitativas, siendo Y la variable
de respuesta y  )X,,X,X( k21 LL  las variables explicativas.

Se trata de extender a las 'k' variables las técnicas de la regresión lineal simple. En esta línea, la
variable Y se puede expresar mediante una función lineal de las variables  )X,,X,X( k21 LL

kk22110 XXXY β++β+β+β= L

Para ello, dispondremos de una modelo de probabilidad (la Normal). El estadístico fija los valores de
las variables regresoras  kiX  y  obtiene 'al azar' los correspondientes valores  iY

Modelo:  UXXXY kk22110 +β++β+β+β= L

Sea la muestra aleatoria:  iiKKi22i110i uXXXY +β++β+β+β= L      )n,,2,1i( L=

,ntesindependie),XXX(NY 2
kk22110i σβ++β+β+βε L   )n,,2,1i( L=

,ntesindependie),0(Nu 2
i σε )n,,2,1i( L=

En forma matricial:     
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UXY +β=     siendo  X =' matriz del diseño'.

• Las hipótesis comunes entre las regresiones lineal y múltiple son:

a) Normalidad:  ),0(Nu 2
i σε

b) Linealidad:  0)u(E i =

c) Homocedasticidad:  0)u(Var i =

d) Independencia:   iu  son independientes  )n,,2,1i( L=

• Requisitos adicionales de la regresión múltiple:

a)  n > k+1. El modelo depende de (k+2) parámetros. Para que la regresión tenga significado
              debe haber un número suficiente de datos.

b)  Ninguna de las variables explicativas X es combinación lineal de las otras (Colinealidad). Si
              alguna de las  iX  es combinación lineal exacta de alguna de las otras  iX , el modelo puede
              simplificarse con menos variables explicativas. También hay que considerar si alguna de las
              iX  está fuertemente correlacionada con otras.
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ESTIMACIÓN DE LOS PARÁMETROS

Sea la muestra aleatoria:  iiKKi22i110i uXXXY +β++β+β+β= L      )n,,2,1i( L=

En forma matricial:  UXY +β=    siendo  X ='matriz del diseño'.

Datos
Y 1X 2X …… KX

1 1Y 11X 21X …… 1kX

2 2Y 12X 22X …… 2kX

M M M M …… M

n nY n1X n2X …… knX

 La nube de puntos está en un
 espacio de dimensión (k+1).

 Es difícil de visualizar para k>2

               [ ] Y'XX'Xˆ 1−=β

 donde X'  es la matriz transpuesta
 del diseño

donde,   
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Cada uno de los coeficientes   iβ  representa el efecto de la variable independiente sobre la variable

explicada. Es decir,  el valor estimado   iβ̂   indica la variación que experimenta la variable
dependiente cuando la variable independiente  iX  varía en una unidad y todas las demás
permanecen constantes.

Cuando el modelo tiene término independiente, las matrices anteriores se simplifican con las
siguientes expresiones:
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En un principio, para estimar la varianza del error aleatorio U, parece razonable utilizar la varianza de
los errores de predicción, también denominados residuos del modelo.

Es decir, parece razonable utilizar  ∑
=

=σ
n

1i

2
i

2 u
n
1

ˆ . Sin embargo, este estimador es sesgado  22)ˆ(E σ≠σ ,

por tanto, se utiliza como estimador  ∑
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DEMOSTRACIÓN ( [ ] Y'XX'XˆUXY 1−=β⇒+β= )

UXY +β= . El correspondiente modelo ajustado será  β= ˆXŶ , con lo cual,   β−=−= ˆXYŶYÛ

Denominando S a la suma de los cuadrados de los residuos:
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M

LL       ( 'U  matriz transpuesta de U)

[ ] [ ] B̂X'X'ˆY'X'ˆ2Y'Y

ˆY'XY'X'ˆ

B̂X'X'ˆY'X'ˆY'X'ˆY'YB̂X'X'ˆX'YY'X'ˆY'YˆXY
'ˆXYS

otranspuestsuaigualesescalarun

β+β−=

β=β

β+β−β−=β+β−β−=β−β−=
4444 34444 21

Para minimizar S se aplica el criterio mínimo‐cuadrático, derivando respecto de  β̂ :

[ ] ( ) [ ] [ ] Y'XX'XB̂Y'XX'XB̂X'XX'XY'XB̂X'X0B̂X'X2Y'X2ˆ
S 111 −−− ===⇒=+−=
βϑ

aa

DISTRIBUCIÓN DE  β̂

a) Las estimaciones de los parámetros vienen dada por la expresión  [ ] Y'XX'Xˆ 1−=β  (siendo X' la

matriz transpuesta del diseño).

b) El vector de observaciones Y se distribuye según una normal multivariante de media  βX  y de

matriz de varianzas y covarianzas  I2σ , es decir,  )I,X(NY 2σβ∈ .

c) β̂  es combinación lineal de las componentes del vector Y, por lo que se distribuye según una
variable aleatoria normal, donde su media y matriz de varianzas y covarianzas será:

• [ ]( ) [ ] [ ] β=β===β −−− X'XX'X)Y(E'XX'XY'XX'XE)ˆ(E 111   ⇒   β̂  es un estimador insesgado de β

• [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 12121111 X'XX'XX'XX'XX'XX)Y(Var'XX'XY'XX'XVar)ˆ(Var −−−−−− σ=σ===β

        de donde,     [ ]( )12 X'X,Nˆ −σβ∈β
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• Con el ajuste de mínimos cuadrados:    [ ]iKKi22i110iiii XˆXˆXˆˆYŶYu β++β+β+β−=−= L

        ( )1i,1i
2

i q,Nˆ
++σβ∈β  , donde  1i,1iq ++  son los elementos de la diagonal principal  [ ] 1X'X − .

       Análogamente, la covarianza entre  iβ̂  y   jβ̂  será  1i,1i
2 q ++σ

• La estimación de la varianza residual  2σ  se hace mediante  ∑
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comprobar que el estimador es insesgado:  [ ] 22
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       De forma que estimaremos la  varianza de  ( )1i,1i
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Como la variable t‐Student con k‐grados de libertad se define: 
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d) CONTRASTE DE HIPÓTESIS [t‐Student]

Nos planteamos si la variable  iX  influye sobre la variable de respuesta Y. En otras palabras, si el
valor del parámetro en la población es cero o no.

Para ello, se establece la hipótesis nula  0:H i0 =β   frente a la hipótesis alternativa  0:H i1 ≠β .

El estadístico observado 
1i,1iR

ii
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ββ̂

t
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−
= , bajo la hipótesis nula resulta, 
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Se acepta la hipótesis nula  0H  cuando 
48476

4484476
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i t
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−−
α

++
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β

. En caso contrario, se rechaza.

Si  30n > , se acepta la hipótesis nula  0H  cuando  2t ≤ . En caso contrario, se acepta la hipótesis

alternativa  1H , concluyendo que la variable  iX  i‐ésima influye en la respuesta.



Regresión Lineal Múltiple

Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                                                           5

CÁLCULO DEL COEFICIENTE DE CORRELACIÓN PARCIAL

En un modelo de regresión lineal múltiple,  kk22110 XXXY β++β+β+β= L , se puede calcular

fácilmente el coeficiente de correlación parcial entre la variable de respuesta Y y una variable
regresora X, controlado por el resto de variables regresoras. Para ello se utiliza el contraste
individual de la t respecto a la variable X, y que se define como:

                                                          
1i,1iR

i
i qS

ˆ
t

++

β
=       ,k,...,2,1i=

Obteniéndose la siguiente relación:  
)1k(nt

t
R

2
i

2
i2

iCY +−+
=

donde   { }k,...,1i,1i,...,2,1C +−=  conjunto de índices de todas las variables regresoras excepto el

índice  i‐ésimo.

e) INTERVALOS DE CONFIANZA DE LOS PARÁMETROS   iβ̂

Las estimaciones de los parámetros vienen dada por la expresión  [ ] Y'XX'Xˆ 1−=β  (siendo X' la

matriz transpuesta del diseño).

Por otra parte,  ( )1i,1i
2

i q,Nˆ
++σβ∈β , donde la varianza residual  2σ  se estima por 

1kn
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n
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ii

2
R −−

−
=
∑
= ,

donde  1i,1iq ++  son los elementos de la diagonal principal  [ ] 1X'X − .

                                   [ ]1i,1iR)1kn(,2/ii1 qStˆ)(IC ++−−αα− ±β=β

CONTRASTE DE HIPÓTESIS ‐ INTERVALOS DE CONFIANZA

Hipótesis nula                0:H i0 =β     iX  no influye en Y

Hipótesis alternativa    0:H i1 ≠β     iX  influye en Y

Se acepta la hipótesis nula  0H ,  iX  no influye en Y, con un nivel de confianza  )1( α−  cuando el

cero se encuentra en el intervalo de confianza.

En caso contrario, cuando el cero no cae en el intervalo de confianza, se acepta la hipótesis
alternativa  1H ,  y en consecuencia,  iX  influye en Y.

Este contraste es equivalente al contraste de la t‐Student para cada  iβ
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f) INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA VARIANZA DE LOS RESIDUOS
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Una vez estimado el modelo es conveniente obtener una medida acerca de la bondad del ajuste
realizado. Un estadístico que facilita esta medida es el Coeficiente de Determinación ( 2R ), que se

define:  
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El Coeficiente de Determinación permite, además, seleccionar entre modelos clásicos que tengan el
mismo número de regresores, ya que la capacidad explicativa de un modelo es mayor cuanto más
elevado sea el valor que tome este coeficiente.

Por otra parte,  el valor coeficiente de determinación crece con el número de regresores del modelo.
Por ello, si los modelos que se comparan tienen distinto número de regresores, no puede
establecerse comparación entre sus  2R .

En este caso debe emplearse el coeficiente de determinación corregido  2R , que depura el
incremento que experimenta el coeficiente de determinación cuando el número de regresores es
mayor.
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ANÁLISIS DE LA VARIANZA: TABLA ANOVA

Variación Suma cuadrados Grados libertad Media cuadrática F‐Snedecor
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CONTRASTE DE HIPÓTESIS:

Hipótesis nula                0:H k210 =β==β=β LL     el modelo no es explicativo

Hipótesis alternativa     0unmenosal:H i1 ≠β                el modelo es explicativo

A un nivel de confianza  )1( α−  se rechaza  0H  si   )1kn(,k;FF −−α≥

F‐Snedecor ‐ COEFICIENTE DE DETERMINACIÓN

El coeficiente de determinación se define:  
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RESUMEN DE CONTRASTES

Contraste Conjunto
F‐Snedecor

Contrastes Individuales
t‐Student

Conclusión

 Modelo explicativo  Todas las  iX  son explicativas  Tomamos todas las  iX
 Modelo explicativo  Algunas  iX  son explicativas  Nos quedamos con las  iX  explicativas
 Modelo explicativo  Ninguna  iX  es explicativa  Posible Multicolinealidad (revisar el Modelo)
 Modelo no explicativo  Todas las  iX  son explicativas  Posible Multicolinealidad (revisar el Modelo)
 Modelo no explicativo  Algunas  iX  son explicativas  Posible Multicolinealidad (revisar el Modelo)
 Modelo no explicativo  Ninguna  iX  es explicativa  El Modelo no explica Y
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PREDICCIÓN EN EL MODELO DE REGRESIÓN

Una vez estimado y validado el Modelo, una de sus aplicaciones más importantes consiste en poder
realizar predicciones acerca del valor que tomaría la variable dependiente en el futuro o para una
unidad extramuestral.

Esta predicción se puede realizar tanto para un valor individual como para un valor medio, o
esperado, de la variable dependiente, siendo posible efectuar una predicción puntual o por
intervalos. Su cálculo se realiza mediante las siguientes expresiones:

• Intervalo de confianza para un valor medio de Y para los valores  )X,,X,X( 0k2010 LL  de las

variables explicativas.

                                                    0KK20210100 XˆXˆXˆˆŶ β++β+β+β= L

                      

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

±= −
−−α

0K

20

10
1

0k2010R)1kn(,2/0)Y(E

X

X

X

1

)X'X()XXX1(StŶIC
0

M

L

• Intervalo de confianza para un valor individual de Y  para los valores  )X,,X,X( 0k2010 LL  de las

variables explicativas.

                            

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+±= −
−−α

0K

20

10
1

0k2010R)1kn(,2/0Y

X

X

X

1

)X'X()XXX1(1StŶIC
0

M

L

MATRIZ DE COVARIANZAS

La matriz de varianzas–covarianzas se define: 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

σ
σ

σ
=

1221

22

11

2122

2111

21

xxxx

yxyx

yxyx

2
xxxyx

xx
2
xyx

yxyx
2
y

SS

SS
SS

SS

SS

SS

VC

Los coeficientes  )ˆ,ˆ( 21 ββ  vienen dados, respectivamente, con signo negativo  )(− , por el cociente de

los adjuntos  )S,S(
21 yxyx entre el adjunto de  2

yσ :

                          
y

yx
1 VC

VCˆ 1−=β                   
y

yx
2 VC

VCˆ 2−=β                     22110 XˆXˆYˆ β−β−=β

donde,   2
xxx

xx
2
x

y

212

211

S

S
VC

σ
σ

=               2
xyx

xxyx
xy

22

211

1 S

SS
VC

σ
−=                 2

xxyx

2
xyx

xy

122

11

2 SS

S
VC

σ
=
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Coeficiente de determinación  múltiple:  
yy

2
y

2
xyx

2

C

CV
1rR

21 σ
−==

Coeficientes de correlación parcial:

yyVCVC 2
y
=

σ
  

111 xxx VCVC =σ   
222 xxx VCVC =σ 11

1

21

xxyy

yx
x.yx VCVC

VC
r −=

22

2

12

xxyy

yx
x.yx VCVC

VC
r −=

MATRIZ DE CORRELACIONES

La matriz de correlaciones de las variables explicativas  xR  está formada por los coeficientes de
correlación lineal simple:

               
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
1rr

r1r

rr1

R

122

211

21

xxyx

xxyx

yxyx

x      donde 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

1221

22

11

xxxx

yxyx

yxyx

rr

rr
rr

             

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

σσ
=

σσ
=

2

2

2

1

1

1

xy

yx
yx

xy

yx
yx

S
r

S
r

Coeficientes de correlación parcial:

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−−

−
=

−−

−
=

)r1()r1(

rrr
r

)r1()r1(

rrr
r

2
xx

2
yx

xxyxyx
x.yx

2
xx

2
yx

xxyxyx
x.yx

121

1212

12

212

2121

21

Coeficiente de determinación múltiple:  
2

xx

xxyxyx
2
yx

2
yx2

xyx
2

21

212121

21 r1

rrr2rr
rR

−

−+
==
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Ejercicio 1.‐ Se pretenden estimar los gastos en alimentación de una familia en base a la información
que proporcionan las variables regresoras 'ingresos mensuales y  'número de miembros de la
familia'. Para ello se recoge una muestra aleatoria simple de 15 familias, cuyos resultados se facilitan
en la tabla adjunta. (El gasto e ingreso se expresan en cien mil euros).

Gasto Alimentación Ingresos Tamaño
0,43 2,10 3
0,31 1,10 4
0,32 0,90 5
0,46 1,60 4
1,25 6,20 4
0,44 2,30 3
0,52 1,80 6
0,29 1,00 5
1,29 8,90 3
0,35 2,40 2
0,35 1,20 4
0,78 4,70 3
0,43 3,50 2
0,47 2,90 3
0,38 1,40 4

Solución:   En forma matricial:   UXY +β=  ,   [ ] Y'XX'Xˆ 1−=β ,  donde X' matriz transpuesta

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β
β
β

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+β=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3

2

1

2

1

0

u

u

u

4     1,4     1

3     2,9     1

2     3,5     1

3     4,7     1

4     1,2     1

2     2,4     1

3     8,9     1

5        1     1

6     1,8     1

3     2,3     1

4     6,2     1

4     1,6     1

5     0,9     1

4     1,1     1

3     2,1     1

UX

0,38

0,47

0,43

0,78

0,35

0,35

1,29

0,29

0,52

0,44

1,25

0,46

0,32

0,31

0,43

Y

Aplicando el criterio de los mínimos cuadrados ordinarios MCO, la función que mejor se ajusta a los
datos es la que minimiza la varianza del error U, lo que conlleva a un sistema de ecuaciones
normales:
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ecuaciones normales MCO 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

β+β+β=

β+β+β=

β+β+β=

∑∑∑∑

∑∑∑∑

∑∑∑

====

====

===

15

1i

2
i22i2

15

1i
i11

15

1i
i20

15

1i
ii2

15

1i
i2i12

15

1i

2
i11

15

1i
i10

15

1i
ii1

15

1i
i22

15

1i
i110

15

1i
i

XXXXYX

XXXXYX

XXNY

Con estos datos, se obtiene:

iY i1X i2X 2
i1X 2

i2X i2i1 XX ii1 YX ii2 YX

0,43 2,1 3 4,41 9 6,3 0,903 1,29
0,31 1,1 4 1,21 16 4,4 0,341 1,24
0,32 0,9 5 0,81 25 4,5 0,288 1,6
0,46 1,6 4 2,56 16 6,4 0,736 1,84
1,25 6,2 4 38,44 16 24,8 7,750 5
0,44 2,3 3 5,29 9 6,9 1,012 1,32
0,52 1,8 6 3,24 36 10,8 0,936 3,12
0,29 1 5 1 25 5 0,29 1,45
1,29 8,9 3 79,21 9 26,7 11,481 3,87
0,35 2,4 2 5,76 4 4,8 0,84 0,7
0,35 1,2 4 1,44 16 4,8 0,42 1,4
0,78 4,7 3 22,09 9 14,1 3,666 2,34
0,43 3,5 2 12,25 4 7 1,505 0,86
0,47 2,9 3 8,41 9 8,7 1,363 1,41
0,38 1,4 4 1,96 16 5,6 0,532 1,52

07,8Y
15

1i
i =∑

=
42X

15

1i
i1 =∑

=
55X

15

1i
i2 =∑

=
08,188X

15

1i

2
i1 =∑

=
219X

15

1i

2
i2 =∑

=
8,140XX

15

1i
i2i1 =∑

=
063,32YX

15

1i
ii1 =∑

=
96,28YX i

15

1i
i2 =∑

=

con lo cual,    
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=β+β+β
=β+β+β
=β+β+β

⇒

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

β+β+β=

β+β+β=

β+β+β=

∑∑∑∑

∑∑∑∑

∑∑∑

====

====

===

96,2821908,14055

063,3208,14008,18842

07,8554215

XXXXYX

XXXXYX

XXNY

210

210

210

15

1i

2
i22i2

15

1i
i11

15

1i
i20

15

1i
ii2

15

1i
i2i12

15

1i

2
i11

15

1i
i10

15

1i
ii1

15

1i
i22

15

1i
i110

15

1i
i

en forma matricial,

[ ] 4847644444 844444 764444 84444 76 Y'XX'X

2

1

0

2

1

0

X'X

96,28

063,32

07,8

 ,0670         ,0130      0,282

,0130         0,016      0,092

0,282      0,092      1,36    

ˆ

ˆ

ˆ

96,28

063,32

07,8

 219        40,81     55

140,8      188,08     42

55          42         15

1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β

β

β

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β
β
β

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β

β

β

077,0

149,0

16,0

ˆ

ˆ

ˆ

2

1

0

siduoReX077,0X149,016,0Y 21 +++−=⇒         (Modelo regresión lineal)
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A partir de la ecuación   i22i110i XˆXˆˆŶ β+β+β=   se obtienen las predicciones y residuos asociados

iii ŶYu −=  a las observaciones muestrales. De este modo, para la primera observación
( 3X;1,2X;43,0Y 21111 === ), se tiene:

⎩
⎨
⎧

=−=−=
=++−=

0461,03839,043,0ŶYu

3839,0)3(077,0)1,2(149,016,0Y

111

En esta línea, considerando todos los puntos muestrales, se obtiene:

Predicciones:   iŶ Residuos:   iii ŶYu −= 2
ii

2
i )ŶY(u −=

0,3839 0,046 0,0021
0,3119 ‐0,002 0,0000
0,3591 ‐0,039 0,0015
0,3864 0,074 0,0054
1,0718 0,178 0,0318
0,4137 0,026 0,0007
0,5702 ‐0,050 0,0025
0,374 ‐0,084 0,0071
1,3971 ‐0,107 0,0115
0,3516 ‐0,002 0,0000
0,3268 0,023 0,0005
0,7713 0,009 0,0001
0,5155 ‐0,086 0,0073
0,5031 ‐0,033 0,0011
0,3566 0,023 0,0005

0721,0)ŶY(
15

1i

2
11 =−∑

=

  de donde, la suma de
  cuadrados RESIDUAL, es
  decir, la variabilidad de Y
  respecto a la recta ajustada
  será:

    0721,0)ŶY(SCR
15

1i

2
11 =−=∑

=

   006,0
12
0721,0

1215
SCR

S2
R ==

−−
=

    0775,0006,0SR ==

INTERVALOS DE CONFIANZA PARAMÉTROS DEL MODELO  90,0)1( =α−

• Intervalo de confianza para la varianza

226,512,95,0026,2112,05,0
220721,0S006,0S1212151kn 2

R
2
R == χχ===−−=−−

[ ]0138,0;0034,0
226,5
0721,0

;
026,21

0721,0SCR
;

SCRS)1kn(
;

S)1kn(
IC 2222

)1kn(,21)1kn(,2)1kn(,21)1kn(,2

2

2
R

2
R =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

χχ
=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

χ
−−

χ
−−

=
−−α−−−α−−α−−−ασ

                                                      0138,00034,0 2 ≤σ≤

F La varianza de los  estimadores del modelo  [ ]( )12 X'X,Nˆ −σβ∈β :

         [ ] [ ]

[ ]
44444 844444 76444 8444 76

1i,1i
2
R

1
1i,1i qSX'Xdeelementoq

 ,00040              

         0,000096      

            0,00816

,0670               

         0,016     

            1,36

)006,0(X'XSX'X)ˆ(Var 12
R

12
i

++
−

++

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=≈σ=β

≡

−−
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de donde se deduce,  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==σ⇒=β

==σ⇒=β

==σ⇒=β

β

β

β

02,00004,00004,0)(Var

0098,0000096,0000096,0)(Var

0903,000816,000816,0)(Var

1

1

2

1

0 0

• Intervalo de confianza para los parámetros:   [ ]1i,1iR)1kn(,2/ii1 qStˆ)(IC ++−−αα− ±β=β

                            782,1t077,0ˆ149,0ˆ160,0ˆ
12,05,0210 ==β=β−=β

       [ ] [ ]001,0;321,000816,0)782,1(160,0)(IC 01 −=±−=βα−

       [ ] [ ]1665,0;1315,0000096,0)782,1(149,0)(IC 11 =±=βα−    (Ingreso)

       [ ] [ ]1126,0;0414,00004,0)782,1(077,0)(IC 21 =±=βα−      (Tamaño)

• Contraste de Hipótesis individual para  2X  (tamaño familiar)

Nos planteamos si la variable  2X (tamaño)  influye sobre la variable de respuesta Y (gastos). En
otras palabras,  si el valor del parámetro en la población es cero o no.

Para ello, se establece la hipótesis nula  0:H 20 =β   frente a la hipótesis alternativa  0:H 21 ≠β .

El estadístico observado 
33R

22

qS

ˆ
t

β−β
= , bajo la hipótesis nula resulta: 

33R

2

qS

ˆ
t

β
=

Por tanto,

                782,1t00155,00004,0)0775,0(qS077,0ˆ
12,05,033R2 ====β

El estadístico experimental   67,49
00155,0
077,0

qS

ˆ
t

33R

2 ==
β

=

Siendo  12,05,0tt >  se rechaza la hipótesis nula, afirmando, con un 90% de fiabilidad, que el

número de miembros de la familia influye en los gastos de alimentación.

*  Obsérvese que en el Intervalo de Confianza para  :2β   [ ]1126,0;0414,0)(IC 21 =βα−  el cero no

se encuentra en el intervalo, con lo que se rechaza la hipótesis nula  0:H 20 =β , concluyendo que

el número de miembros de la familia (tamaño) si influye en los gastos de alimentación (Y).
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MODELO LINEAL DE REGRESIÓN MÚLTIPLE: HERRAMIENTAS DE SOFTWARE

• EXCEL Y LA REGRESIÓN MÚLTIPLE

Se puede utilizar el análisis de la regresión lineal múltiple para estimar el gasto de familias en
alimentación (Y) basándose en las variables X1='Ingresos mensuales' y X2='número de miembros de
la familia'.

Excel dispone de análisis de Regresión para
ajustar el modelo de regresión múltiple,
simultáneamente proporciona las
estimaciones de los parámetros, la
contrastación individual, y el análisis de los
residuos.

En el menú Herramientas, tenemos el
diálogo Análisis de datos, donde elegimos
Regresión, obteniéndose un cuadro de
diálogo que permite realizar un ajuste para
la regresión múltiple.

Los Campos de Entrada tienen las funcionalidades:

Rango Y de entrada: Introducir la referencia
correspondiente al rango de datos dependientes. El rango
debe estar formado por una única columna.

Rango X de entrada: Introducir la referencia
correspondiente al rango de datos independientes. Excel
ordenará las variables independientes de este rango en
orden ascendente de izquierda a derecha. El número
máximo de variables independientes es 16.



Regresión Lineal Múltiple

Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                                                     15

Rótulos: Activar esta casilla cuando la primera fila o la primera columna del rango (o rangos) de entrada
tienen rótulos. No activar en el caso de que el rango de entrada carezca de rótulos. Excel genera los
rótulos de datos correspondientes  para la tabla de resultados.

Nivel de confianza: Activar esta para incluir más niveles de confianza en la tabla de resúmenes de
resultados. Introducir el nivel de confianza a aplicar además del nivel predeterminado del 95%.

Constante igual a cero: Activar esta casilla para que la línea de regresión pase por el origen.
Rango de salida: Introducir la referencia correspondiente a la celda superior izquierda de la tabla de
resultados. Dejar por lo menos siete columnas disponibles para la tabla de resultados sumarios, donde
aparecen: tabla de análisis, número observaciones, coeficientes, error típico del pronóstico Y, valores de
R2  y error típico de coeficientes.

En una hoja nueva: Hacer clic en esta opción para insertar una hoja nueva en el libro actual y pegar los
resultados, comenzando por la celda A1 de la nueva hoja de cálculo. Para dar un nombre a la nueva hoja
de cálculo, anotarlo en el cuadro.

En un libro nuevo: Hacer clic  para crear un nuevo libro y pegar los resultados en una hoja nueva del libro
creado. Si desea incorporar la opción gráfica tiene que teclear esta opción.

Residuos: Activar esta casilla para incluir los residuos en la tabla de resultados.

Residuos estándares: Activar esta casilla para incluir residuos estándares en la tabla de resultados de
residuos.

Gráficos de residuos: Si activa esta casilla se genera un gráfico por cada variable independiente frente al
residuo.

Curva de regresión ajustada: Si activa esta casilla se genera  un gráfico con los valores pronosticados
frente a los valores observados.

Trazado de probabilidad normal: Activando esta casilla se genera un gráfico con probabilidad normal.

Finalmente, con las opciones activadas en la figura anterior, en la tabla de resultados aparecen los
estadísticos de regresión, cuadro de análisis de la varianza del modelo, estimadores, contrastes de
significación de F‐Snedecor y de t‐Student con sus p‐valores asociados, intervalos de confianza para
los parámetros y para las predicciones al 90% y 95%, y residuos.
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La siguiente figura presenta el gráfico de cada variable independiente (X1, X2) contra los residuos, lo
que se utiliza para detectar el problema de no linealidad, heteroscedasticidad, y autocorrelación en
el modelo del ajuste.
Lo mejor es que todas las gráficas presenten una estructura aleatoria de puntos.

La figura adjunta presenta el gráfico para
detectar la hipótesis de normalidad en el
modelo.
La gráfica ideal es la diagonal del primer
cuadrante.
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Las siguientes gráficas visualizan cada variable independiente contra los valores predichos, lo que
sirve para detectar problemas de heteroscedasticidad.
Lo ideal es que todas las gráficas presenten una estructura aleatoria de puntos.

SPSS Y LA REGRESIÓN MÚLTIPLE _______________________________________________________

Con datos introducidos en SPSS, intentamos ajustar un modelo mediante Mínimos Cuadrados
Ordinarios (MCO).

Para ello, se elige en el Menú Analizar / Regresión / Lineal, como se indica en la figura adjunta.

En el cuadro de la Regresión lineal se introduce la variable dependiente (Y) y las variables
independientes ingresos (X1) y tamaño familiar (X2). En el botón [Opciones]:
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En las opciones [Estadísticos y Gráficos], se procede como aparece en las selecciones adjuntas.

En el botón [Gráficos] se selecciona residuos contra valores predichos. Al pulsar Aceptar se obtiene
el ajuste del modelo.

En el Visor de SPPS, el ajuste del Modelo:

Respecto a la autocorrelación, el estadístico de Durbin‐Watson de 1,177 no deja claro la presencia o

no de autocorrelación:  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=≈
=≈
=≈

⇒−≈
−

=
∑

∑

=

=
−

1ρsi4DW

1ρsi0DW

0ρsi2DW

)ρ1(2
u

)uu(
DW n

1i

2
i

n

2i

2
1ii

El análisis de la varianza indica que el modelo de regresión es significativo (p‐valor aproximadamente
cero, F2, 12=113,141,  p‐valor < 0,001). Por tanto, se rechaza la hipótesis nula de que la variabilidad
observada en la variable respuesta sea explicada por el azar, admitiendo que hay algún tipo de
asociación entre la variable dependiente y las independientes.
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El Modelo estimado sería:   21 X077,0X149,016,0Y ++−=

En la figura del histograma de los
residuos se observa que se ajusta bien
a una distribución normal.

En la figura se presenta el gráfico de normalidad que
se ajusta muy bien a la diagonal del primer cuadrante.

En el gráfico de residuos tipificados contra
valores predichos existen dudas sobre la
aleatoriedad porque los puntos se
concentran siguiendo rectas paralelas, lo
que permite vislumbrar problemas de
heteroscedasticidad.
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ANÁLISIS DE LA VARIANZA: TABLA ANOVA

Descomposición de la variabilidad: 434214342143421
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A un nivel de confianza  )1( α−  se rechaza la hipótesis nula,  0:H 210 =β=β   (el modelo no es

explicativo),  cuando   )1kn(,k;)1kn(,k FF −−α−− ≥

                     12,2;05,012,2 F8853,328,113
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=

Así, pues, se rechaza la hipótesis nula, el contraste conjunto de la F‐Snedecor  indica claramente la
influencia del modelo en la variable respuesta.
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Cálculo de los coeficientes de correlación (múltiple y simple)

Estimado el modelo es conveniente obtener una medida acerca de la bondad del ajuste realizado.

Un estadístico que facilita esta medida es el Coeficiente de Determinación ( 2R ), que se define:
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Á Coeficiente de Correlación múltiple:  9745,09496,0R ==
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Á Coeficiente de Correlación múltiple corregido:  9702,09413,0R ==

Á Coeficiente de correlación simple entre las
variables (Gasto, Ingreso):

    9424,0
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También se puede calcular el coeficiente de determinación de la regresión (Gasto, Ingreso). La tabla
ANOVA del modelo será:

8882,0
432,1
272,1

SCT
SCE

R2 ===

9424,08882,0R)Ingreso,Gasto( ===ρ

Análogamente,  126,0
)Tamaño,Gasto(Cov

)Tamaño,Gasto(
TamañoGasto

−=
σσ

=ρ

Á Coeficientes de Correlación parcial:

Coeficiente de correlación simple entre (Gasto, Ingreso):   942,0)Ingreso,Gasto( =ρ
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Coeficiente correlación parcial entre variables (Gasto, Ingreso):   974,0)Tamaño;Ingreso,Gasto( =ρ
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Coeficiente de correlación. Este coeficiente mide la relación entre las variables Gasto e Ingreso libres
de la influencia de la variable Tamaño.

Análogamente, el Coeficiente correlación parcial ente las variables (Gasto, Tamaño):

                                   741,0)Ingreso;Tamaño,Gasto( =ρ

Estimación de la media condicionada

Supongamos que se trata de estimar  el gasto medio de una familia con unos ingresos de treinta mil
euros  )3X( 1 =  con cuatro miembros familiares   )4X( 2 =
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