Regresién Lineal Mltiple

REGRESION MULTIPLE

Santiago de la Fuente Fernandez

Santiago de la Fuente Fernandez



Regresion Lineal Mdltiple

Santiago de la Fuente Fernandez



Regresion Lineal Mdltiple

REGRESION LINEAL MULTIPLE

Las técnicas de regresion lineal multiple parten de (k+1) variables cuantitativas, siendo Y la variable
de respuestay (X,,X,, L L ,X,) las variables explicativas.

Se trata de extender a las 'k’ variables las técnicas de la regresion lineal simple. En esta linea, la
variable Y se puede expresar mediante una funcion lineal de las variables (X;,X,, L L ,X,)

Y =B +B X +B, X, + L +B X,

Para ello, dispondremos de una modelo de probabilidad (la Normal). El estadistico fija los valores de
las variables regresoras X,; y obtiene 'al azar' los correspondientes valores Y,

Modelo: Y = B, +B, X, +B,X,+ L +B. X, +U
Sea la muestra aleatoria: Y, =3, +f, X;; +B,X,; + L +BX;+u, (i=1,2,L ,n)

Y eN(B, +B, X, +B,X, + L +B,X,,c°) independientes, (i=1,2, L ,n)

u €N(0, 0°) independientes, (i=1,2, L ,n)

Y, I Xy L Xy B, u,
Y, 1 X, L Xo B, U,
En forma matricial: =N N L M W+ N
I MM L I M M
Y, 1 X, L X, B« u,

Y=XB+U siendo X ="matriz del disefio'.
- Las hipotesis comunes entre las regresiones lineal y multiple son:

a) Normalidad: u, € N(0, 6°)

b) Linealidad: E(u;)=0

¢) Homocedasticidad: Var(u,)=0

d) Independencia: u; son independientes (i=1,2, L ,n)

- Requisitos adicionales de la regresion multiple:

a) n>k+1. El modelo depende de (k+2) parametros. Para que la regresion tenga significado
debe haber un nimero suficiente de datos.

b) Ninguna de las variables explicativas X es combinacion lineal de las otras (Colinealidad). Si
alguna de las X; es combinacion lineal exacta de alguna de las otras X;, el modelo puede

simplificarse con menos variables explicativas. También hay que considerar si alguna de las
X; esta fuertemente correlacionada con otras.

Santiago de la Fuente Fernandez 1
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ESTIMACION DE LOS PARAMETROS

Sea la muestra aleatoria: Y, =03, +, X;; +B,X,; + L +BX;+yu; (i=1,2,L ,n)

En forma matricial: Y=XB+U siendo X ="matriz del disefio'.

Y Xl Xg ...... XK
Datos La nube de puntos esta en un
espacio de dimension (k+1).
1 Yl Xll le ...... Xk]_ . A )
Es dificil de visualizar para k>2
2 YZ X12 X22 ------ Xk2 é = [X'X] N X'Y
| ! | | ! donde X' es la matriz transpuesta
""" del disefio
n Yn Xln X2n ...... an
Z Xi21 ;Xuxiz ;xilxik inlYi
n n 2 n n
donde’ X'X = ;XiZXil ;XiZ ;Xizxik ’ X'Y = ;XIZYI
I W M W
Z Xlkxll Z Xikxiz Z Xi Z XikYi

i
AN
I
AN
i
AN
I
RN

Cada uno de los coeficientes [, representa el efecto de la variable independiente sobre la variable

explicada. Es decir, el valor estimado f; indica la variacion que experimenta la variable
dependiente cuando la variable independiente X, varia en una unidad y todas las demas
permanecen constantes.

Cuando el modelo tiene término independiente, las matrices anteriores se simplifican con las
siguientes expresiones:

nSXe e 3K, S
=) = =
X'X = ;XiZ 2. X|22 ;Xizxik ’ X'Y = —21 XY,
] M M [
> X > XXy Z Xﬁ( > XY,
=1 =1 =1 1=1
ui:Yi_?i:Yi_l_B0+B1xli+[§2x2i+L +BKXKi 6=5;= i 12”?
N—-K-1i1
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En un principio, para estimar la varianza del error aleatorio U, parece razonable utilizar la varianza de
los errores de prediccion, también denominados residuos del modelo.

. - ~, 10 . . ~
Es decir, parece razonable utilizar 6° == ZUf . Sin embargo, este estimador es sesgado E(6%) # 02,
ni=1

1 n o,
u?.
n—k—lz '

=1

por tanto, se utiliza como estimador S =

DEMOSTRACION (Y =XB+U B=[xx]?*xY)
Y =XB+U. El correspondiente modelo ajustado sera ¥ =X@, con locual, U=Y-Y=Y-Xp

Denominando S a la suma de los cuadrados de los residuos:

u
A o 1 U n _
s=00=1[0,0,LL ,G] MZ = Y0, (U matriz transpuesta de U)
u

s:[Y—xf;] [Y—xﬁ] = V'Y=BXY-YXB+RXXB = Hﬁg&ﬁgﬁﬁﬁﬁg = Y'Y =2@XY+RX'XB
un escalar esigualasu transpuesto

BXY=X'Y
Para minimizar S se aplica el criterio minimo-cuadratico, derivando respecto de ﬁ ;
aifsz —2X'Y +2X'XB=0 XXB=XY a [XX]*(xX)B=px]*xy a B=[xx]*xY
DISTRIBUCION DE f%

a) Las estimaciones de los parametros vienen dada por la expresion f%: [X'X] XY (siendo X' la
matriz transpuesta del disefio).

b) El vector de observaciones Y se distribuye segin una normal multivariante de media X3 y de
matriz de varianzas y covarianzas o’l, es decir, Y N(XB,a°l).

c) B escombinacién lineal de las componentes del vector Y, por lo que se distribuye segin una
variable aleatoria normal, donde su media y matriz de varianzas y covarianzas sera:

- EQ) :E([X'X] B X'Y): XX]XEM) =[XX] " X'XB=p B es un estimador insesgado de B
- Var@) =Vvar([xx] ™ x v)=[ex] x [var)] x ex] = pex] 7 xe o? x pex] = o2 ex]

de donde, P N(B,02 [X'X]_l)
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- Con el ajuste de minimos cuadrados: u;=Y,~¥ =Y~ B, + B, X, +B, %, + L +BcXy,
fii N (B, ozqiﬂyiﬂ) , donde q,, ;,, son los elementos de la diagonal principal [X'X] .

Analogamente, la covarianza entre 3, y j3; sera ozqiﬂ,i+1

: . . : . 1 n .
- Laestimacion de la varianza residual o se hace mediante S =—1 S u , pudiéndose
i=1

comprobar que el estimador es insesgado: ElSZRJ= o’
De forma que estimaremos la varianza de Bi N (B, ozqm'm) mediante S d;,; .1

(n-k-1)Sz _,

Se demuestra que Y Xkt

Se obtiene BB =N(0,1).

O-'\[ qi+1,i+1

Como la variable t-Student con k-grados de libertad se define: t, = NO.Y

\/Tz
EXK
Bi_Bi
0y Qivs,in __ BB _,
\/ 1 (k-1 Sy
(n-k-1) o

resulta que, t = -

d) CONTRASTE DE HIPOTESIS [t-Student]

Nos planteamos si la variable X; influye sobre la variable de respuesta Y. En otras palabras, si el
valor del parametro en la poblacién es cero o no.

Para ello, se establece la hipotesis nula H,:3, =0 frente a la hipdtesis alternativa H,: 3, Z0.

~

- _ Bi—B . . B B,
El estadistico observado t = ————=—, bajo la hipdtesis nula resulta, t=———
Sl Qivt,iv1 ) P Smlqiu,m
estadistico
é‘ﬁﬂ*}’-‘% estadistico
A S8

. En caso contrario, se rechaza.

Se acepta la hipotesis nula H, cuando o
- (nk-1)
2

————|<
SR\/ Qisg,int

Si n>30, se acepta la hipotesis nula H, cuando |t| <2.En caso contrario, se acepta la hipotesis
alternativa H, , concluyendo que la variable X; i-ésima influye en la respuesta.
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CALCULO DEL COEFICIENTE DE CORRELACION PARCIAL

En un modelo de regresion lineal multiple, Y = B, +B, X, +B, X, + L +B, X,, se puede calcular

facilmente el coeficiente de correlacion parcial entre la variable de respuesta Y y una variable
regresora X, controlado por el resto de variables regresoras. Para ello se utiliza el contraste
individual de la t respecto a la variable X, y que se define como:

t, - B i=1,2,...k,

I SR'\I qi+1,i+1

: o &

Obteniéndose la siguiente relacion: Ry, =—5————
tr+n-(k+1)

donde C={1,2,...,i-1,i+1,... k} conjunto de indices de todas las variables regresoras excepto el
indice i-ésimo.

e) INTERVALOS DE CONFIANZA DE LOS PARAMETROS Bi

Las estimaciones de los parametros vienen dada por la expresion fﬂ = [X'X] XY (siendo X' la
matriz transpuesta del disefio).

o XA
Por otra parte, B, N(B,0?q,., ,.,). donde la varianza residual o? se estima por §2 = 1
n —_— f—

donde q,,, ., son los elementos de la diagonal principal [X'x] ™.

ICl—a (B|) = [& * ta/Z,(n—k—l) SR \I qi+1,i+1 ]

CONTRASTE DE HIPOTESIS - INTERVALOS DE CONFIANZA

Hipdtesis nula Hy:B;=0 X noinfluyeenY
Hipotesis alternativa H;:3,Z0 X, influyeenY

Se acepta la hipétesis nula H,, X, no influye en 'Y, con un nivel de confianza (1-a) cuando el
cero se encuentra en el intervalo de confianza.

En caso contrario, cuando el cero no cae en el intervalo de confianza, se acepta la hipotesis
alternativa H, , y en consecuencia, X, influyeen.

Este contraste es equivalente al contraste de la t-Student para cada 3,
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f) INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA VARIANZA DE LOS RESIDUQOS

_ (-k-1)S . (n k-1)S$2 _ SCR . SCR
Ic .= R =
X

2
o Xa(nkl) Xa(nkl) xg(nkl)

2
_O g
1-9. (k1)

DESCOMPOSICION DE LA VARIABILIDAD

) 6447448
SCT = Z(Y VY2 Z[(Y “0+E-N] =S -9 +Z(Y v)? +2Z(Y 0).9-7)
=1
SOV = =Y+ YY)
14243 14243 14243
SCT SCE SCR
suma cuadrados total sumacuadrados explicada suma cuadrados residual
(n-1) grados libertad k grados libertad (n—k-1) grados libertad
) . z(v 7)? i\? v)?
S(Y-V)P =3 (N -Y) =+ (Y -Y)? 1= +
=1 =1 =1 Z(Y Y) Z(YI — Y)

142493 FA243
SCR/SCT  R2=sCE/SCT

Una vez estimado el modelo es conveniente obtener una medida acerca de la bondad del ajuste
realizado. Un estadistico que facilita esta medida es el Coeficiente de Determinacion (R*), que se

El Coeficiente de Determinacién permite, ademas, seleccionar entre modelos clasicos que tengan el
mismo namero de regresores, ya que la capacidad explicativa de un modelo es mayor cuanto mas
elevado sea el valor que tome este coeficiente.

Por otra parte, el valor coeficiente de determinacion crece con el nimero de regresores del modelo.
Por ello, si los modelos que se comparan tienen distinto nimero de regresores, no puede

establecerse comparacion entre sus R .

En este caso debe emplearse el coeficiente de determinacion corregido R?, que depura el
incremento que experimenta el coeficiente de determinacion cuando el nimero de regresores es
mayor.

SCT/n-1 n- k 1
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ANALISIS DE LA VARIANZA: TABLA ANOVA

Variaciéon Suma cuadrados Grados libertad Media cuadratica F-Snedecor
. ey T2 SCE

Explicada | SCE= ;(Yi Y k S - SCE/k
no~ R SCR/(n-k-1

Residual | SCR=Y (¥-Y)’ N—k—1 SC (n-k-1)
= n-k-1

Total SCT=% (Y,-Y)° n—-1
i=1

CONTRASTE DE HIPOTESIS:

Hipotesis nula H:B,=B,=LL =p,=0 elmodelono esexplicativo
Hipotesis alternativa  H,: almenosun 3, # 0 el modelo es explicativo

A un nivel de confianza (1-a) se rechaza H, si F>F,, .,

F-Snedecor - COEFICIENTE DE DETERMINACION
3 (Y -7)?

1=1

SCE _

El coeficiente de determinacion se define: R =

De otra parte, la distribucién F-Snedecor:

_ SCE/k _ SCESCTn-k-1 _ ., 1 n-k-1 _ R? 1 n-k-1 _ R? 1 n-k-1_
SCR/(n-k-1) SCT SCR  k SCR -k SCT-SCE K 1-R*  k
SCT SCT
R n-k-1 R n-k-1
- 2 a F= 2
1-R k 1-R k
RESUMEN DE CONTRASTES
Contraste Conjunto Contrastes Individuales Conclusion
F-Snedecor t-Student
Modelo explicativo Todas las X; son explicativas | Tomamos todas las X;
Modelo explicativo Algunas X; son explicativas Nos quedamos con las X; explicativas
Modelo explicativo Ninguna X; es explicativa Posible Multicolinealidad (revisar el Modelo)
Modelo no explicativo = Todas las X; son explicativas : Posible Multicolinealidad (revisar el Modelo)

Modelo no explicativo | Algunas X; son explicativas Posible Multicolinealidad (revisar el Modelo)

Modelo no explicativo Ninguna X; es explicativa El Modelo no explica Y
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PREDICCION EN EL MODELO DE REGRESION

Una vez estimado y validado el Modelo, una de sus aplicaciones mas importantes consiste en poder
realizar predicciones acerca del valor que tomaria la variable dependiente en el futuro o para una
unidad extramuestral.

Esta prediccidn se puede realizar tanto para un valor individual como para un valor medio, o

esperado, de la variable dependiente, siendo posible efectuar una prediccién puntual o por
intervalos. Su calculo se realiza mediante las siguientes expresiones:

- Intervalo de confianza para un valor medio de Y para los valores (X,,,X,,, L L ,X,,) delas
variables explicativas.

?OZBO+B1X10+BZXZO+ L+ B Xko

1

10

X
ICevyy = Yo*la iy S |1 Xig Xyo L Xyo) XX) ™ Xy

[l

X

KO

- Intervalo de confianza para un valor individual de Y para los valores (X,,,X,,, L L ,X,,) delas
variables explicativas.

1
X10
IC Yo = Yo itcx/2,(n—k—1) SR 1 +(1 XlO Xzo L xko) (X'X)_l xzo
M
XKO
MATRIZ DE COVARIANZAS
2 —
0, Syx1 SVXz Syx1 T Uxy
La matriz de varianzas—covarianzas se define: VC= S, | il XX, Sy, = Suy
S, S o’ Syx, =9

Xq X Xp X
Xoy XoX1 Xy 1%X2 2%1

Los coeficientes (fil : fiz) vienen dados, respectivamente, con signo negativo (=), por el cociente de

los adjuntos (S, ,S,, )entre el adjunto de of, :
Bz = Bo=¥-B.%, ~B.X
1= 2= - 0= VT 7P AL TP A
VC, VC,
2 2
_ X X1 X _ X1y X1 Xy | Xy O->(
donde, VC,=| " h VC,, =- 2 VG, =l @
szx1 Xy X2y Oxz X2y sz X1
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cv
Coeficiente de determinacion mdltiple: | R* = ylexz =1- |2 |
Gy ny
Coeficientes de correlacion parcial: \VC
— ¥X1
r = —_
¥X1-Xz

VC,; =VC,, VCq, =VC,, VC,, =VC

X2X2

ryxz.xl -

JVC, VC, .

J Ve, VC,

VC

¥X2

MATRIZ DE CORRELACIONES

La matriz de correlaciones de las variables explicativas R, esta formada por los coeficientes de

correlacion lineal simple:

I =
— yX
1 ryX1 ryxz ryx1 - rxly ' o
Re=r, 1 1, donde [y, =h,y
r-xzy rxle r;(1)(2 - X2 X1 ryx =
o
r = ryx1 _ryxz er X2
YX1-Xp 2 2
Ja-)a-r,)
Coeficientes de correlacion parcial:
r = ryxz _ryx1 rxz X1
e Ja-e)a-r,)
¥X1 X2X1
2 2
. o r, +r, =2r.r.r
Coeficiente de determinacion mdltiple: R®=r} == Yutoin

Santiago de la Fuente Fernandez
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Regresion Lineal Mdltiple

Ejercicio 1.- Se pretenden estimar los gastos en alimentacion de una familia en base a la informacién
que proporcionan las variables regresoras 'ingresos mensuales y 'nimero de miembros de la
familia'. Para ello se recoge una muestra aleatoria simple de 15 familias, cuyos resultados se facilitan
en la tabla adjunta. (El gasto e ingreso se expresan en cien mil euros).

Gasto Alimentacion | Ingresos Tamafio
0,43 2,10 3
0,31 1,10 4
0,32 0,90 5
0,46 1,60 4
1,25 6,20 4
0,44 2,30 3
0,52 1,80 6
0,29 1,00 5
1,29 8,90 3
0,35 2,40 2
0,35 1,20 4
0,78 4,70 3
0,43 3,50 2
0,47 2,90 3
0,38 1,40 4

Solucion: En forma matricial: Y=XB+U , fi= [X'X] XY, donde X' matriz transpuesta

0,43
0,31
0,32
0,46
1,25
0,44
0,52
Y= 0,29 =XB+U
1,29
0,35
0,35
0,78
0,43
0,47
0,38

2,1
1,1
0,9
1,6
6,2
2,3
1,8
1

8,9
2,4
1,2
4,7
3,5
2,9
1,4

PR R R R R R R R R R R R R R

A WO N WEADMNDWOOO WSO P W

Bo U
B *+ U,
By

Aplicando el criterio de los minimos cuadrados ordinarios MCO, la funcién que mejor se ajusta a los
datos es la que minimiza la varianza del error U, lo que conlleva a un sistema de ecuaciones

normales:

Santiago de la Fuente Fernandez
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15 15 15
ZlYI =NB, +B, ;Xu +3, ;XZi

15 15 15 15
ecuaciones normales MCO ~ $ X, Y, =By 3 Xy +By S X5 +B, 3 Xy Xy,
i=1 =1 =1 i=1

15 15 15 5,
;XZiYi =B, ;Xz +03, gxlixzi +3, ;xa

Con estos datos, se obtiene:

Yi X1i Xoi X2 X5; X1i Xoi XqiYi Xoi Vi
0,43 2,1 3 4,41 9 6,3 0,903 1,29
0,31 11 4 1,21 16 4,4 0,341 1,24
0,32 0,9 5 0,81 25 4,5 0,288 16
0,46 16 4 2,56 16 6,4 0,736 1,84
1,25 6,2 4 38,44 16 24,8 7,750 5
0,44 2,3 3 5,29 9 6,9 1,012 1,32
0,52 18 6 3,24 36 10,8 0,936 3,12
0,29 1 5 1 25 5 0,29 1,45
1,29 8,9 3 79,21 9 26,7 11,481 3,87
0,35 2,4 2 5,76 4 4,8 0,84 0,7
0,35 12 4 1,44 16 4,8 0,42 14
0,78 4,7 3 22,09 9 14,1 3,666 2,34
0,43 3,5 2 12,25 4 7 1,505 0,86
0,47 2,9 3 8,41 9 8,7 1,363 1,41
0,38 14 4 1,96 16 5,6 0,532 1,52

15 15 15 15 15 15 15 15
D Yi=807 ] B Xqi=42 | Y Xp=55| X% =188,08 > X5 =219 > X1iX5i =1408 | Xy ¥;=32,063 | XY, =28,96
1=1 =1 =1 =1 1=1 =1 =1 i=1

5 Y, =NB, +,

15

=1

15

PR PR

=1

15 15 5 15
conlocual, HX;Yi=By > X+, H X5 +B, H XXy
& = & &

15 15 15 5
;XZiYi =By ;Xm +03, ;Xu X5 B, ;XZi

en forma matricial,

BAANTAAASB
15 42 55 B,
42 188,08 1408 P, =
55 1408 219 B,

B, -016

B, = 0,149

B, 0,077

Y=-0,16+0,149 X, +0,077 X, +Residuo

Santiago de la Fuente Fernandez

8,07
32,063
28,96

Bo

B,

15p, +42p, +55p, =8,07
42, +188,08p, +140,08pB, = 32,063
558, +140,08B, +219p, = 28,96

6A4AAANFTAAAAB A7 B

1,36 -0,092 -0,282 8,07
= -0,092 0,016 0,013 32,063
-0,282 0,013 0,067 28,96

(Modelo regresion lineal)
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Regresion Lineal Mdltiple
A partir de la ecuacion ¥,=8, +B, X, +B,X, se obtienen las predicciones y residuos asociados

u, =Y, - ¥, alas observaciones muestrales. De este modo, para la primera observacién
(Y,=0,43; X;; =2,1; X,, =3), se tiene:

Y=-0,16+0,149 (2,1)+0,077 (3)=0,3839
u, =Y, -Y, =0,43-0,3839= 0,0461

En esta linea, considerando todos los puntos muestrales, se obtiene:

Predicciones: Y, Residuos: u =Y -Y, w2 =(Y,-Y)?
0,3839 0,046 0,0021
0,3119 -0,002 0,0000 de donde, la suma de
0,3591 -0,039 0,0015 cuadrados RESIDUAL, es
0,3864 0,074 0,0054 decir, la variabilidad de Y
1,0718 0,178 0,0318 respecto a la recta ajustada
0,4137 0,026 0,0007 sera:
0,5702 -0,050 0,0025
0,374 -0,084 0,0071 B Sho
1,3971 0,107 0,0115 SCR=5 (Y, =%)"=0,0721
0,3516 -0,002 0,0000
0,3268 0,023 0,0005 ,_ SCR 00721 _
0,713 0,009 0,0001 SR ey g 008
0,5155 -0,086 0,0073
0,5031 -0,033 0,0011 _ _
0,3566 0,023 0,0005 5% = 0,006=0,0775

15 A
3 (Y, -¥,)?=0,0721
=1

INTERVALOS DE CONFIANZA PARAMETROS DEL MODELO (1-a)=0,90

- Intervalo de confianza para la varianza

n-k-1=15-2-1=12 $;=0,006 S;=0,0721 X{ 51 =21026 X0 g5 1 = 5226

L 2 L 2
c = (nzk 1Sk ; (r; k-1)S; _ 2SCR - SCR _ (2)5_0(7)5;;05,0272261 ~[0,0034 ; 0,0138]
Xy K %ewky Aoy K19 ke ! !
0,0034<0°<0,0138

F Lavarianzade los estimadores del modelo 3 N(B, o® [x'X] '1):

1141 =elemento de [xX]* 2qiL i,
i %54447444{8] caaaM P hinaas
1,36 0,00816
Var(B)=0’[xx]™ = [x'X]™ =(0,006) 0,016 = 0,000096
0,067 0,0004
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Var(B,)=0,00816 O, = 4/0,00816 =0,0903
de donde se deduce, Var(B,)=0,000096 Op, = 4/0,000096 =0,0098
Var(B,) = 0,0004 Op, = 40,0004 =0,02

- Intervalo de confianza para los parametros: IC,_,(B;) = lf&, * ty/o ks Sraf Dist, it J

~ -~ -~

B,=-0160 B,=0149 B,=0,077 1,4, =1782
ICy (Bo) = |-0160 + (1,782),/0,00816 | = [-0,321; 0,001]

IC,_q (B,)=| 0,149 + (1,782),/0,000096 | = [0,1315; 0,1665] (Ingreso)

1o (B,) =] 0,077 £ (1,782) /0,0004 | = [0,0414; 0,1126] ~ (Tamaiio)

- Contraste de Hipotesis individual para X, (tamafio familiar)

Nos planteamos si la variable X, (tamafio) influye sobre la variable de respuesta Y (gastos). En
otras palabras, si el valor del parametro en la poblacion es cero o no.

Para ello, se establece la hipotesis nula H,:3, =0 frente a la hipotesis alternativa H,:3, 0.
. B,-B B
El estadistico observado t=-—2—2 .

SrAf Ua3 Sy s

, bajo la hipdtesis nula resulta: t=

Por tanto,

~

B,=0,077  S,q,;=(0,0775),/0,0004 =0,00155  t, o5 ,, =1,782

B, _ 0077 _
S../0s; 0,00155

El estadistico experimental t=

)

Siendo |t| >1,05.10 S€ rechaza la hipétesis nula, afirmando, con un 90% de fiabilidad, que el
numero de miembros de la familia influye en los gastos de alimentacion.

* Obsérvese que en el Intervalo de Confianza para 3,: IC,_,(B,)= [0,0414 ; 0,1126] el cerono
se encuentra en el intervalo, con lo que se rechaza la hipétesis nula H,: 3, =0, concluyendo que
el nimero de miembros de la familia (tamafio) si influye en los gastos de alimentacion (Y).

Santiago de la Fuente Fernandez 13



Regresion Lineal Multiple

MODELO LINEAL DE REGRESION MULTIPLE: HERRAMIENTAS DE SOFTWARE

. EXCELY LA REGRESION MULTIPLE

Se puede utilizar el analisis de la regresion lineal multiple para estimar el gasto de familias en
alimentacion (Y) basandose en las variables X1="Ingresos mensuales' y X2="numero de miembros de
la familia’.

@l GASTO-INGRESO-TAMAND

X
~| Excel dispone de analisis de Regresion para

A B C

1 Y=GASTO ®1=INGRESOS K2=TAMAND . | delo d ., Jltiol

5 043 210 . ajustar el modelo de regresion multiple,

3 gg; ;;g g simultaneamente proporciona las

5 0.46 180 1 estimaciones de los parametros, la

g éij ggg g contrastacion individual, y el analisis de los

8 052 180 6 residuos.

g 0,29 1,00 =)

10 129 5,90 3 , .

11 035 2.40 2 En el menu Herramientas, tenemos el

= 2 et : dialogo Anélisis de datos, donde elegimos

12 0.43 350 2 Regresion, obteniéndose un cuadro de

= 24 20 : dialogo que permite realizar un ajuste para

17 ' ' .| laregresion maltiple.

I/ 4[» (¥} Hojal / Hoja2 £ Hoja3 / [+] |l
S ———————————

X Microsoft Excel - GASTO-INGRESO-TAMAND

ﬁ&rchivﬂ Edicidn  ¥er Insertar Formato | Herramientas Datos Ven

Dl &Y § B < ¥ otogrefis.. F7

Aukocorreccian. ..

Arial =10 ~| N &
f;ﬁ e N Compartir libra...
= Control de cambios  » P - n
| ls 25 5| = e Andlisis de datos §|
1 | Y=GASTO ®I=INGRESOS x2=TAh  Eroweeer ' Funiciones para anlisis
2 043 20 3 Buscar objetivo... Estadistica descriptiva j
3| 031 110 A Suavizacidn exponencial Cancelar
g gié ?23 i audioria » Prucha F para varianzas de dos muestras
- : ‘25 EIZD : i Apallss de Fourier fyuda
- . Histograma
7 044 2,30 3 Ma » Media mé}fil .
g 052 1,80 B T Generacidn de ndmeros aleatorios
9 029 1,00 5 % j] i il
0> i e erarquia v percenti
11 0% 2.40 2[ERRcnEE 8 Muestra =l
12 035 1,20 4 Asistente »
13| 078 4,70 B
14 043 350 2
15 047 290 3
16 0,38 140 4
17
18 807 42,00 55
M| 4 [ M} Hojal £ Haoja2 % Hoja3 /

Regresion i3] Los Campos de Entrada tienen las funcionalidades:
Entrada
Rango ¥ de entrada: $ad1:4a816 Y . A
e e _Cancale | Rango Y de entrada: Introducir la referencia
i ¥ et it A yus correspondiente al rango de datos dependientes. El rango
i O debe estar formado por una Unica columna.
Opciones de salida
" Rango de salida: $A$23 B . .
i | Rango X de entrada: Introducir la referencia
Y. i correspondiente al rango de datos independientes. Excel
W Residuos W Gréfic de residuales ordenard las variables independientes de este rango en
¥ Residuos estandares I¥ Curva de regresicn ajustada . . ,
e orden ascendente de izquierda a derecha. El nimero
méaximo de variables independientes es 16.
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Regresion Lineal Mdltiple

Rotulos: Activar esta casilla cuando la primera fila o la primera columna del rango (o rangos) de entrada
tienen rotulos. No activar en el caso de que el rango de entrada carezca de rétulos. Excel genera los
rétulos de datos correspondientes para la tabla de resultados.

Nivel de confianza: Activar esta para incluir mas niveles de confianza en la tabla de resimenes de
resultados. Introducir el nivel de confianza a aplicar ademas del nivel predeterminado del 95%.

Constante igual a cero: Activar esta casilla para que la linea de regresion pase por el origen.

Rango de salida: Introducir la referencia correspondiente a la celda superior izquierda de la tabla de
resultados. Dejar por lo menos siete columnas disponibles para la tabla de resultados sumarios, donde
aparecen: tabla de analisis, numero observaciones, coeficientes, error tipico del prondstico Y, valores de
R? y error tipico de coeficientes.

En una hoja nueva: Hacer clic en esta opcion para insertar una hoja nueva en el libro actual y pegar los
resultados, comenzando por la celda Al de la nueva hoja de calculo. Para dar un nombre a la nueva hoja
de célculo, anotarlo en el cuadro.

En un libro nuevo: Hacer clic para crear un nuevo libro y pegar los resultados en una hoja nueva del libro
creado. Si desea incorporar la opcién gréfica tiene que teclear esta opcion.

Residuos: Activar esta casilla para incluir los residuos en la tabla de resultados.

Residuos estandares: Activar esta casilla para incluir residuos estandares en la tabla de resultados de
residuos.

Graficos de residuos: Si activa esta casilla se genera un grafico por cada variable independiente frente al
residuo.

Curva de regresion ajustada: Si activa esta casilla se genera un gréfico con los valores pronosticados
frente a los valores observados.

Trazado de probabilidad normal: Activando esta casilla se genera un gréafico con probabilidad normal.

Finalmente, con las opciones activadas en la figura anterior, en la tabla de resultados aparecen los
estadisticos de regresion, cuadro de andlisis de la varianza del modelo, estimadores, contrastes de
significacion de F-Snedecor y de t-Student con sus p-valores asociados, intervalos de confianza para
los parametros y para las predicciones al 90% y 95%, y residuos.
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> Microsoft Excel - Libro1

B archivo Edicién Yer Insertar Eormato Herramientas Dafos Ventana 2

DEHSRAY tBed|lo-o- e = s

i @ w0 - F)

Regresion Lineal Multiple

Aria -0 - N K S BE . .8 EMEesgd VEaemEEBF s AR

i} @ Favoritos | I~ FF | Lbrot - i - % ®
L13 ~| =

A B c 1] E B G H

2

i Estadisticas da la regrasion

4 Coeficiente de corelacidn miltiple 096760518

5 | Coeficiente de detemminacian R*2 0936414608

B R2 ajustado 0,854600347

7 Error tipico 0083680432

& |Observaciones 15

9

10 | ANALISIS DE WARIAMZA

" Grados de hbertad | Suma de cusdrados | Promedio de los cuadrados F Valor crtico de F

12 Regresidn 1,34060351 0570304305 957247376 4,21064E-08

13 Residuos 13 0,09103139 0,007002415

14 Total 15 143184

15

16 Coeficientes Error tipico Estadistico t Probabilidad Inferior 95% Superior 95%  Inferior 90,05  Superior 90,05

17 Intercepcion o A A A A FMEA A A

18 ®1=INGRESOS 0,137306952 0008472181 1626579348 5 DE15E-10 01195038 0156110005 0,122803231  0,152310624

19 [x2=TAMARD 004363827 0007851362 5,55805107 | B.2578E-05 0026676437 0060600103 0,023734044 0057542435

20

21

2

23 Analisis de los residuales Resultados de datos da probabilidad

24

25 Obsenvacion Prondstico Y=GASTO Residuos Residuos esténdares Percenti! Y=GASTO

26 1 0,42030941 0,00965059 0,124394242 3,333333333 0,29

¥ 2 0326140727 -0,016140727 -0,207192075 10 0,31

28 il 0342217607 -0,022217607 -0,285198551 16 BEEEEEET 0,32

29 4 0,395044203 0064955737 0333811642 2333333333 035

30 a 1028956154 0,221043816 2837451262 30 0,35

kil B 04478708 -0,0078708 -0,10103432 36 BEEREGET 0,33

32 7 0509552134 0010117868 0,122879013 4333333333 0,43

Tl i 0,355998302 -0,065923302 -0,847193366 50 0,43

34 9 1,357 336686 -0,067 396686 -0,86514436 56 BEERERET 0,44

35 10 0,418013225 -0,068013225 -0,873058636 53,33333333 0,46

36 1 0,339921422 0010078578 0,128374678 70 0,47

37 12 0778607 486 0,001392514 001787515 76 FBEEEEEY 0,52

38 13 0569600573 -0,139600873 -1,792000703 8333333333 07a

35 14 0530554972 -0,060554572 -0,777320006 20 125

40 15 0,3657482613 0012517187 0,160676136 129

J4/47» M’ Hoial /HoiaZ /Haiad

9B BEEEEGET
T«T

La siguiente figura presenta el grafico de cada variable independiente (X1, X2) contra los residuos, lo
que se utiliza para detectar el problema de no linealidad, heteroscedasticidad, y autocorrelacién en

el modelo del ajuste.
Lo mejor es que todas las gréficas presenten una estructura aleatoria de puntos.

entacion-libro1

0000~ O (T b L0 —

13
14
5
16

X1=INGRESOS Grafico de los residuales

10 +* i
1100«

12 ]

4,00

6,00

g,00

+ 1000

X1=INGRESOS

H J K E 2
X2=TAMANO Grafico de los residuales
028 =
03z -
0,15 -
@ 014
Z nps +
g 0 ‘ 4 + i .
& 005 4 1 i i 4 5 5
0.1
0,15 A *
02
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17
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La figura adjunta presenta el gréfico para
detectar la hip6tesis de normalidad en el
modelo.
La grafica ideal es la diagonal del primer
cuadrante.
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Regresién Lineal Mltiple

Las siguientes gréficas visualizan cada variable independiente contra los valores predichos, lo que
sirve para detectar problemas de heteroscedasticidad.

Lo ideal es que todas las gréficas presenten una estructura aleatoria de puntos.

ol alimentacion-libro1

A B c D E F G H | J K
1 ,,
2| X1=INGRESOS Curva de regresion ajustada X2=TAMANO Curva de regresién ajustada
3
4| 15 15
> . 3 LN
o =
| -] L}
g 'u;v ! . + Y=GASTO z ! ;
= O ® Pronastico Y=GASTO g 0
9 05 | T 105 B ®
wm ~ %‘ﬁd e = * [ I
1 0 . 0
1 0,00 5,00 10,00 0 2 4 3 B
14 X1=INGRESOS X2=TAMARNO
15
TiE] » ¥ M\ Hoja4 { Hojal £ Hoja2 f Hojad / |4

SPSS Y LA REGRESION MULTIPLE

Con datos introducidos en SPSS, intentamos ajustar un modelo mediante Minimos Cuadrados

Ordinarios (MCO).

Para ello, se elige en el Menu Analizar / Regresion / Lineal, como se indica en la figura adjunta.

Lif pasto-ingreso-tamano.sav

Archivo Edicion  ¥er Datos Transformar  Analizar
Graficos  Utlidades Weptana 7
¥ GASTO | X1INGRESO| :2TAMAND] A

1 A3 251 3

2 a1 1.1 4

3 32 g 5

4 Al 16 4

5 1,25 B2 4

53 A4 23 3

7 A2 18 B

&} 29 10 5

9 1,29 89 3

10 g5 24 2

il i 1:2 4

iiZ 78 47 3

13 A3 358 2

14 A7 25 3

15 e 5] 14 4 3
1 r Y Vista de datos 4 Vista de variahles 7 I|(_>|

formes 3
= S [ B o
[% E i Estadisticos descriptivos r
16 Tablas »
YGASTO | ¥1INGRESO[ %21  Comparar medias 4 war ~
1 43 219 Modelo lineal general 3 [
5 '31 1 ‘1 Modelos Ineales generalizados  »
: : Madelas mixtos »
2 Az 3 Correladones >
I o ;
5 125 52 Loglineal » Estimacion curvilinea. ..
B A4 23 Clasificar » et
7 52 18 Reduccidn de datos 3 Ugts !ca |na.na..‘.
Logistica multinomial ...
g 29 10 Escalas 4 crdial
A 1
g 1,29 89 Prushas no paramétricas B e
10 5 T Series temporales »
I '35 ] ‘2 Supervivencia b Molineal...
= ITB 7 ‘? Respuesta multiple 3 Estimacion ponderada. ..
) J Andlisis de valores perdidos... Minimos cuadrados en daos fases...
13 A3 35 Muestras complejas » .
14 A7 28 Control de calidad 3 Escalamiento gptimo.
15 38 14 Curva COR.. |
16 |: "
4| v \Vista de datos_{ ista de variables / | ¢ |
Regresidn lineal 5PSS El procesador estd prepi

En el cuadro de la Regresion lineal se introduce la variable dependiente (Y) y las variables
independientes ingresos (X1) y tamafio familiar (X2). En el botdn [Opciones]:

M Regresidn lineal — .
_— : Regresion lineal: Opciones
& XINGRESO Q;E”d'e”te :

YGASTO | A 3
& vetaneio Criteriog del método por pazos
Bloque 1 de 1 L
. () Usar probatilidad de F
Independientes: Cancelar Entrada: L,DE | Salida |10 |
| & KINGRESD =l Ayuda Usar valor de F 2
s = O Usar
| | |
Metods:  [Intoduci v —

Wariable de seleccion,

Etiquetas de caso:

Ponderacion MCP,
777[

BRERE

Incluir constante en la ecuacién
Walores perdidos
() Excluir cazos seqin lista

() Excluir casos sequn pareja

©Fe:

Estadisticos... [grélicns ”Ggardal ] lgpcmnes

Continuar

Cancelar

Ayuda
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Regresion Lineal Mdltiple
En las opciones [Estadisticos y Gréaficos], se procede como aparece en las selecciones adjuntas.

En el boton [Gréficos] se selecciona residuos contra valores predichos. Al pulsar Aceptar se obtiene
el ajuste del modelo.

Regresion lineal: Estadisticos

Regresion lineal: Graficos

Zﬁ:t::::;::egresién .Eiust; del mHodeIod - DEFENDNT Digpersian 1 de 1 m
ambio en cuadrado n N
= = C I ZPRED Siguiente
[Jintervalos de corfianza [ ] Descriptivos “ZRESID ;]
I atriz de covarianzas Correlaciones parcial y semiparcial -A}'Uda "DRESID
4 . 4 pacily semparil 4y | “4DJPRED o] ¥ [z
"SRESID 3

Residuos SDRESID E i "ZRESID

Drurbiin ateon = = —

s i aeew Graficos de residucs tipificadas [[] Generar todos los gréficos parciales
(@ Valores atipicos a més de: |3 desviaciones tipicas Histograma
() Tados los casos

En el Visor de SPPS, el ajuste del Modelo:

Resumen del modelot

R cuadrado | Errortip. de |3 Durhin-
Modeln R R cuadrado corredida estimacion Yiatsoh
1 ar44 8a0 841 077a1 1177

a. variables predictoras: (Constanted, X2TAMARN D, ¥1INGRESO
b. variable dependiente; YGASTO

Respecto a la autocorrelacién, el estadistico de Durbin-Watson de 1,177 no deja claro la presencia o
n

2 = ip=
z (ui _ui—l) DW=2 si p 0
no de autocorrelacion: DW ==2————=2(1-p) DW=0 sip=1
2 .
> Ui DW=4 sip=-1
i=1
ANOWAER
Suma de Media
Madelo cuadrados gl cuadratica F Sig.
1 Redresidn 1,360 2 680 113,141 ,aon2
Residual 72 12 006
Total 1,432 14

a. Variahles predictoras: (Constante), KETﬁMﬁﬁJO, KIMNGRESD
b. Variahle dependiente; YGASTO

El andlisis de la varianza indica que el modelo de regresion es significativo (p-valor aproximadamente
cero, F, 1,=113,141, p-valor <0,001). Por tanto, se rechaza la hipdtesis nula de que la variabilidad

observada en la variable respuesta sea explicada por el azar, admitiendo que hay algun tipo de
asociacion entre la variable dependiente y las independientes.

Coeficientes®

Coeficientes

Coeficientes no estandarizad Intervalo de confianza para

estandarizados 0s B al 95%

Limnite:

Modelo B Errortip. Beta t Sig. Lirnite inferior | superior
1 Constante) - 160 090 1,775 101 -,357 {036
Ingresos_mes 1448 010 1,044 14915 oan 27 70
Tamafio_Familia 077 020 268 3,825 00z 033 Kb

a. Variable dependiente: Gastos_alimentos
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El Modelo estimado seria: Y =-0,16+0,149 X, +0,077 X,

En la figura se presenta el grafico de normalidad que
se ajusta muy bien a la diagonal del primer cuadrante.

Regresion Valor pronosticado tipificado

Frecuencia

Histograma

Variable dependiente: YGASTO

=
1

[
1

/\

Desviacion tipica =0,926
W=13

-1

o 1 2
Regresion Residuo tipificado

Grafico de dispersién
Variable dependiente: YGASTO

w
|

X
I

o
1

Regresion Residuo tipificado

Santiago de la Fuente Fernandez

En la figura del histograma de los
residuos se observa que se ajusta bien
a una distribucion normal.

Grafico P-P normal de regresion Residuo tipificado

Variable dependiente: YGASTO

Prob acum esperada

0,2+

00— T T T T
00 02 04 08 08 1.0

Prob acum observada

En el gréfico de residuos tipificados contra
valores predichos existen dudas sobre la
aleatoriedad porque los puntos se
concentran siguiendo rectas paralelas, lo
que permite vislumbrar problemas de
heteroscedasticidad.
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Regresion Lineal Multiple

ANALISIS DE LA VARIANZA: TABLA ANOVA

Y-V = S =)+ (YY)
e - ags [ I I
Descomposicion de la variabilidad: 1?(’:2T43 1?5%43 145'%43
suma cuadrados total suma cuadrados explicada suma cuadrados residual
(n-1) grados libertad k grados libertad (n—k-1) grados libertad
Variacioén Suma de Cuadrados Gr. libertad | Media cuadratica F-Snedecor
. B s ool SCE
Explicada SCE=3% (Y, —Y)"=1,3595 2 —=0,6797 SCE/2
=1 2 = =113.28
- SR SCR/(15-2-1)
Residual SCR=Y(Y,-Y)*=0,0721| 15-2-1 |-———=0,006
= 15-2-1
b N2 _ SCT
Total SCT=% (Y, -Y)"=1,4316 15-1 ——=0,1023
=1 -
Célculos
" (%-9? ¥ uf=06-%)° (%-9?
0,43 0,011664 0,3839 0,0021 0,0237
0,31 0,051984 0,3119 0,0000 0,0511
0,32 0,047524 © 03591 0,0015 0,0320
0,46 0,006084 0,3864 0,0054 0,0230
1,25 0,506944 1,0718 0,0318 0,2849
0,44 0,009604 0,4137 0,0007 0,0155
0,52 | 0,000324 - 05702 0,0025 | 0,0010
0,29 0,061504 {0374 0,0071 0,0269
1,29 0,565504 1,3971 0,0115 0,7381
0,35 0,035344 0,3516 0,0000 0,0347
0,35 0,035344 0,3268 0,0005 0,0446
0,78 _ 0,058564 - 07713 0,0001 ! 0,0544
0,43 0,011664 i 05155 0,0073 0,0005
0,47 0,004624 05031 0,0011 0,0012
0,38 0,024964 0,3566 0,0005 0,0329
15 15 —) 15 - 15 )
> Yi=807 | SCT=3 (Y, -Y)"=14316 SCR=% (Y =¥)“=00721 | SCE=} (¥; - V)" =1,3646
=1 i=1 =1 =1

A un nivel de confianza (1—a) se rechaza la hipotesis nula, H,: B, = B, = 0 (el modelo no es
explicativo), cuando F . 4 2F,\ ni

_ SCE/2
212 SCR/(15-2-1)

=11328>3,8853 = F, (., 1,

Asi, pues, se rechaza la hipotesis nula, el contraste conjunto de la F-Snedecor indica claramente la
influencia del modelo en la variable respuesta.
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Calculo de los coeficientes de correlacion (multiple y simple)

Estimado el modelo es conveniente obtener una medida acerca de la bondad del ajuste realizado.

Un estadistico que facilita esta medida es el Coeficiente de Determinacion (R*), que se define:

v T2
Csce 2T 13505

= = =0,9496
SCT §(y-y) 14316

A Coeficiente de Correlacion multiple: R =+/0,9496 = 0,9745

A Coeficiente de Determinacion corregido R2oq_ SCR/n-k-1 _ 1- 0,006

, ) = =0,9413
por el nimero de grados de libertad SCT/n-1 0,1023
A Coeficiente de Correlacion maltiple corregido: R =4/0,9413 =0,9702
Correlaciones
A Coeficiente de correlacion simple entre las Gastos, | Ingiesos. 1 Tamafo
Val’lab|eS (G&StO, IngreSO) Correlacidn de Pearson Ezfiso_:_l:;neesnms 1332 1 13?:
Tamafio_Familia -126 -378 1,000
Sig. (unilateral) Gastos_Alimentas .oon 327
Cov(Gasto, Ingreso nreRees o - e
p(Ga.StO, Ingreso) = ( g ) - 0’9424 Tamano_F.amlha 327 083 .
O. M Gastos_Alimentas 15 15 14
Gasto "~ Ingreso Ingresas_mes 15 15 15
Tarafio_Familia 15 15 148

También se puede calcular el coeficiente de determinacién de la regresion (Gasto, Ingreso). La tabla
ANOVA del modelo sera:

ANOVAE
Suma de Media
hodela cuadrados al cuadratica F Sig. 2 SCE - 1;272 _ 0 8882
1 Regrasidn 1,272 1 1,272 103,309 .oopa - SCT - 1432 -
Residual 160 13 012 !
flitia| 1432 14 p(Gasto, Ingreso)=R =,/0,8882 = 0,9424
2. Yariahles predictoras: (Constante), Ingresos_mes
h. variable dependiente: Gastos_Alimentos
. ~ _ Cov(Gasto, Tamafio)
Analogamente, p(Gasto, Tamafo) = ' =-0,126
0-Gasto 0-Talmaﬁo
A Coeficientes de Correlacion parcial:
Coeficientes®
Coeficientes
Coeficientes na astandarizad
estandarizados ns Zorrelaciones
Modelo B Error tip. Beta 1 Sig. QOrden cero Parcial Semiparcial
1 {Constante) - 160 0an -1,774 g0
Ingresos_mes 1449 0o 1,044 14,9145 oo 4z 874 Relars
Tamafio_Familia ar7 020 268 3,824 00z - 126 4 248

a. Variable dependiente: Gastos_Alimentos

Coeficiente de correlacion simple entre (Gasto, Ingreso): p(Gasto, Ingreso)=0,942
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Regresion Lineal Mdltiple
Coeficiente correlacion parcial entre variables (Gasto, Ingreso): p(Gasto, Ingreso; Tamafio) = 0,974

mediante la expresion: t, .., = B, _ 0149 _
JS00.  +/0,000096

t2 2
Ingreso — 15105 - 0,9496

El coeficiente de determinacion, R?(Gasto,Ingreso; Tamafio) = 5 = 5 =
+n-(k+1) 15,05*+12

ingreso

Coeficiente de correlacion. Este coeficiente mide la relacion entre las variables Gasto e Ingreso libres
de la influencia de la variable Tamario.

Anélogamente, el Coeficiente correlacidn parcial ente las variables (Gasto, Tamafo):

p(Gasto, Tamafio; Ingreso)=0,741

Estimacion de la media condicionada

Supongamos que se trata de estimar el gasto medio de una familia con unos ingresos de treinta mil
euros (X, =3) con cuatro miembros familiares (X, =4)

Aplicando el modelo de regresion: \70 =-0,160+0,149(3) +0,077(4)=0,595

1
ICE(YU): ?Oitalz,(n—k—l) S | (1 X, X)) (X'X)_l X,
X,

1

1,36 -0,092 -0,282 °
ICeu, = (0,595)+(1,782)(0,075) | (1 3 4) -0,092 0016 0013 3 =[0,557;0,633]

-

-0,282 0,013 0067 4
S, =4/0,006 =0,0775  t;4,,=1782 1-a=0,90
15 42 55 1,36 -0,092 -0,282
X'X= 42 188,08 1408 [Xx]"= -0,092 0,016 0,013
55 1408 219 -0,282 0,013 0,067
1,36 -0,092 -0,282 1 1
(1 3 4 -0092 0016 0,013 3 =(-0044 0,008 0,025) 3 =0,08
-0,282 0,013 0,067 4 4
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