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Analisis Discriminante

ANALISIS DISCRIMINANTE

El Andlisis Discriminante es una técnica estadistica multivariante cuya finalidad es analizar si existen
diferencias significativas entre grupos de objetos respecto a un conjunto de variables medidas sobre
los mismos para, en el caso de que existan, explicar en qué sentido se dan y facilitar procedimientos
de clasificacién sistematica de nuevas observaciones de origen desconocido en uno de los grupos
analizados.

A ¢Se puede predecir si una empresa va a entrar en bancarrota?
A ¢Es posible predecir con antelacion si un cliente que solicita un préstamo a un banco va a ser un
cliente moroso?
A ¢Existe discriminacion por razones de sexo o de raza en una empresa o en un colegio?
El Andlisis Discriminante se puede considerar como un analisis de regresion donde la variable
dependiente es categdrica y tiene como categorias la etiqueta de cada uno de los grupos, mientras
que las variables independientes son continuas y determinan a qué grupos pertenecen los objetos.

e Se pretende encontrar relaciones lineales entre las variables continuas que mejor discriminen en
los grupos dados a los objetos.

« Construir una regla de decision gue asigne un objeto nuevo con un cierto grado de riesgo, cuya
clasificacion previa se desconoce, a uno de los grupos prefijados.

Para efectuar el andlisis es necesario considerar una serie de supuestos:

(a) Se tiene una variable categoricay el resto de variables son de intervalo o de razén y son
independientes respecto de ella.

(b) Se necesitan al menos dos grupos, y para cada grupo se necesitan dos 0 mas casos.

(c) El nimero de variables discriminantes debe ser menor que el nimero de objetos menos 2, es
decir, (x,,X,,L ,X,) donde p <(n-2) siendo n = ndmero de objetos.

(d) Ninguna variable discriminante puede ser combinacion lineal de otras variables discriminantes.

(e) El nimero méaximo de funciones discriminantes es el minimo [namero de variables, nimero de
grupos menos 1] — con q grupos, (g-1) funciones discriminantes -.

() Las matrices de covarianzas dentro de cada grupo deben de ser aproximadamente iguales.

(9) Las variables continuas deben seguir una distribucién normal multivariante.
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Analisis Discriminante

MODELO MATEMATICO

Partiendo de g grupos donde se asignan a una serie de objetos y de p variables medidas sobre
ellos (x,,X,,L ,X ), se trata de obtener para cada objeto una serie de puntuaciones que indican el

grupo al que pertenecen (y,,Y,.L ,Y,), de modo que sean funciones lineales de (x,,X,,L ,X):

Y1 Wy X+ W, X, +L TWip X, ¥ Wy
LLLLLLLLLLLLL m:min[q—l,p]
ym:Wm1X1+Wm2X2+L +mexp+WlO

tales que discriminen o separen lo méximo posible a los g grupos.

Estas combinaciones lineales de las p variables deben maximizar la varianza entre los grupos y
minimizar la varianza dentro de los grupos.

DESCOMPOSICION DE LA VARIANZA: La variabilidad total de la muestra se puede descomponer en
variabilidad dentro de los grupos y entre los grupos. Para ello, se parte:

n

Cov(x;, ;) :% Z(xij =X;) (X =X,

se puede considerar la media de la variable X; en cada uno de los grupos (,,L,L, Iq) , es decir,

_ 1
xkj:n—inj para k=1L ,q.
k !k

De esta forma, la media total de la variable X; se puede expresar como funcion de las medias dentro
de cada grupo: nX,; = inj
[

_ 1 g
con lo cual, T X = Z X. =
= | k

Asi,  Cov(x;,x;)= % Z Z (x; =X;) (x;: —X.)

k

(Xij _ij) = (Xij _ij) + (ikj _ij)
Poniendo en cada uno de los términos: se obtiene,
(Xij' _ij') = (Xij' _ij') + (ij' _Xj')

COV(Xj , Xj-) :% i;(xij _Yj)(xij‘ _Yj-) :% i;(xij _ij)(xij' _ij')"' inﬁ(ikj _Yj)(ykj' _XJ-) =

co@ayegtal covariaamgrupos covari:@-?tggrupos MA@#@ITE
:v(xj,xj.)+f(xj,xj.) a t(xj,xj.) = v(xj,xj.) + f(xj,xj.) T=V+F

La covarianza total es igual a la covarianza dentro de los grupos mas la covarianza entre grupos.
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EXTRACCION FUNCIONES DISCRIMINANTES

La idea basica del Analisis Discriminante consiste en extraer a partir de (X, X,,L ,X,) variables
observadas en k grupos, m funciones (y,,y,,L ,Y,,) de forma que:

Y =W, X, W, X, +L +w, X, +w,,  donde m=min(q-1,p), tales que corre(y,,y,)=0 i#]

Si las variables (X, ,X,,L ,X) estan tipificadas, las funciones (yi =W, X, + W, X, +L +w xp) para
(1=1,L ,m) se denominan discriminantes canonicas.

Las funciones (y,,Y,,L ,Y,,) se extraen de modo que:

= Y, sealacombinacion lineal de (x,,X,,L ,X,) que proporciona la mayor discriminacion
posible entre los grupos.

e Y, sealacombinacion lineal de (x,,X,,L ,X_ ) que proporciona la mayor discriminacion
posible entre los grupos, después de Y, , tal que corre(y,,y,)=0

= Engeneral, y; es la combinacion lineal de (x,,X,,L ,X_) que proporciona la mayor
discriminacion posible entre los grupos, después de Y, , , tal que corre(y, ,yj) =0 para
j=1,L (-1

MATRICIALMENTE: Se busca una funcién lineal de (X,, X, ,L ,xp): Y=w'X

Se sabe que La covarianza total es igual a la covarianza dentro de los grupos mas la covarianza entre

B
grupos: T=F+V .

De modo que, Var(y)=w'Tw=w'Fw+w'Vw

F Se maximiza la variabilidad entre los grupos para discriminarlos mejor, es decir, se maximiza la
wW'Fw

varianza entre grupos en relacion con el total de la varianza: max =
w'Tw

Considerando la funcion f(w) = whw

se observa que es una funcion homogénea, es decir,

f(w)=f(uw) u R.Elhecho de que sea homogénea implica que calcular max wikw

equivale

a calcular max|w'Fw| tal que w'Tw=1

Como es el esquema habitual de los multiplicadores de Lagrange, se define:

L=wFw-A(WTw-1) g—L=2Fw—2)\Tw=O FW=ATw T HW=Aw
W

En consecuencia, el autovector asociado a la primera funcion discriminante lo es de la matriz (T™'F),
gue en general no es simétrica.
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Analisis Discriminante
Como FW=ATw, se tiene WFw=AW'Tw=A

Por tanto, tomando el vector asociado al maximo autovalor se obtendra la funcion que recoge el
méaximo poder discriminante.

El autovalor asociado a la funcion discriminante indica la proporcion de varianza total explicada por
las m funciones discriminantes que recoge la variable Y,

A Para obtener mas funciones discriminantes se siguen sacando los autovectores de la matriz

W, WX =Y,
(T™'F) asociados a los autovalores elegidos en orden decreciente: L LLLLLL
W, w X=Y

m=min(q-1,p). Estos vectores son linealmente independientes y dan lugar a funciones
incorreladas entre si.

m
La suma de todos los autovalores Z)\i es la proporcion de varianza total que queda explicada, o se
1=

conserva, al considerar sélo los ejes o funciones discriminantes.

Como consecuencia, el porcentaje explicado por la variable y, del total de varianza explicada por las
funciones (y,,Y,.L ,Y,) es:

m)‘—i100%

2.7

[ ANALISIS DISCRIMINANTE: OBJETO |

Clasificar las observaciones de la muestra en grupos, a partir de la informacion
suministrada por un conjunto de variables.

Un conjunto de variables Una variable categérica
explicativas o criterio sefialando los grupos
| Variables clasificadoras | | Variable dependiente |
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‘l DOS GRUPOS Y UNA VARIABLE CLASIFICADORA

Se busca clasificar cada observacion en el grupo
correcto, segun el valor de la variable clasificadora

9

Grupo T .

[TTLTT B

Eje discriminante

Grupo IT

Zona
problema

A Sixi<C se clasifica en el grupo |
A Six>C se clasifica en el grupo Il

ANALISIS DISCRIMINANTE (A.D.): CRITERIO DE CLASIFICACION
Hipotesis: Las distribuciones sélo se diferencian por su localizacién (igual forma y varianza)

A Se trata de minimizar los errores de clasificacién

El punto C se denomina punto de corte discriminante: € = -~ ——IL

X+ X

2

‘l DOS GRUPOS Y DOS VARIABLES CLASIFICADORAS

fx,)

Ejes discriminantes

X, discrimina mejor que X,

Santiago de la Fuente Fernandez
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Analisis Discriminante

ﬂ PROYECCIONES ZONA INDEFINICION |‘

o), X

“x Vet T : : At
=
\: ﬂxlj'“‘ I I
m;' | |
A ! !
W . .
= | |
: o B 1 e |
La combinaciéon minimiza - e——
la dispersion Xy Yo X

(zona problematica)

Doble criterio

M:ixima separacion entre grupos

(entre sus medias)
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Analisis Discriminante

| ENFOQUES DE ANALISIS |

A

Basado en la obtencion de funciones discriminantes de calculo similar a las ecuaciones de
regresion lineal maltiple. Consiste en conseguir, a partir de las variables explicativas, unas
funciones lineales de éstas con capacidad para clasificar a otros individuos. A cada nuevo caso se
aplican dichas ecuaciones y la funcion de mayor valor define el grupo al que pertenece.

Basado en técnicas de correlacion canonica y de componentes principales (Andlisis Factorial)
denominado Anélisis Discriminante Canonico.

| CLASIFICACION EN DOS GRUPOS |

A

Santiago de la Fuente Fernandez

Se estudia la aplicacion del Andlisis Discriminante (AD) a la clasificacion de individuos en el caso
de que se puedan asignar solamente a dos grupos a partir de k variables discriminadoras.

Fisher resuelve el problema mediante su funcion discriminante: D=w, X, +w, X, +L +w, X,

Las puntuaciones discriminantes son los valores que se obtienen al dar valores a
(X;, X,,L ,X,)en la ecuacion anterior.

Se trata de obtener los coeficientes de ponderacion w;

Si se consideran N observaciones — La funcion discriminante D, =w, X, +w, X,, +L +w, X,; para
i=1,L ,N.
(D)) es la puntuacion discriminante correspondiente a la observacion i-ésima.

1

w
.z - . - . D2 X12 X22 L Xk2 W2
La funcién discriminante en forma matricial: = '

DN XlN X2N L XkN Wk

Expresando el modelo en funcién de las desviaciones a la media, resulta:

Dl_gl X11 X21 L Xkl 1
D, -d,

W
X X L X w
12 22 k2 Mz es decir,

=
=
=

d=Xw (funcién discriminante en diferencias)

La variabilidad de la funcion discriminante (suma de cuadrados de las desviaciones de las
variables discriminantes con respecto a su media) se expresa:

Suma de cuadrados explicada por esta funcion: | d'd=w'X'Xw

X'X es una matriz simétrica que expresa las desviaciones cuadraticas con respecto a la media de
las variables (suma de cuadrados total).



Analisis Discriminante

Se puede descomponer en suma de cuadrados entre grupos F y suma de cuadrados dentro de los
grupos V:

T=X'X (matriz de suma de cuadrados y productos

cruzados (varianzas-covarianzas) para el conjunto de T=X'X=F+V
observaciones.

con lo cual, dd=w'X'Xw=w'F+V)w=w'Fw+w'Vw

A Los ejes discriminantes vienen dados por los vectores propios asociados a los valores propios de
la matriz (V™' F) ordenados de mayor a menor.

A Las puntuaciones discriminantes se corresponden con los valores obtenidos al proyectar cada
punto del espacio k-dimensional de las variables originales sobre el eje discriminante.

W'Fw _ separacion entre grupos

A Los coeficientes w se obtienen: Max A = = -
w'Vw separacion dentro grupos

CLASIFICACION

A Se obtienen las puntuaciones discriminantes d; para cada observacion, introduciendo los
correspondientes valores de las k variables en la funcién discriminante.

A Se aplica el criterio de clasificacion:

di<C (di-C<0) - pertenece al grupo |
di>C (di-C>0) - pertenece al grupo Il

A Otro camino: funciones discriminantes para cada grupo — se clasifica la observacion en
el grupo en que la funcion correspondiente arroja mayor valor.

HIPOTESIS

A Las variables son independientes y se distribuyen normalmente — problemas en la
estimacion.

A Las matrices de las varianzas y covarianzas son iguales en todos los grupos — afectaala
clasificacion.

A No multicolinealidad entre las variables clasificadoras.
A Las relaciones son lineales.

A No existen valores andmalos (outliers).
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Analisis Discriminante

‘ CENTROIDES PARA CADA GRUPO (GRUPO I, GRUPO II) ‘

X1I X1II
v _ X2| v _ X2|| T .- L .
X = " X, = ' Los subindices I'y Il indican a qué grupo pertenece la variable.
XkI _kII
5I :WIXlI +W2X2I +L +WkaI
PARA CADA GRUPO

DII :Wlxlll +W2 X2II +L +Wk XkII

» SiD,<C se clasifica al individuo i en el grupo |
CRITERIO PARA CLASIFICAR

A UN INDIVIDUO _ . oo _
» SiD,>C se clasifica al individuo i en el grupo Il

D +D,

C: punto de corte discriminante C=

EN GENERAL:

{D-C=w, X, +w,X, +L +w, X,—C} se clasifica dependiendo si (D-C) es positivo o negativo.

‘ INFERENCIAS Y CALCULO DE PROBABILIDADES ‘

La obtencién de la funcion discriminante la realizo Fisher aplicando un enfoque puramente
descriptivo. Cuando en el analisis discriminante se desean abordar cuestiones de caracter inferencial
y otros relativos al modelo poblacional se requiere la formulacion previa de hipotesis estadisticas.

Las cuestiones de tipo inferencial se refieren a diversos contrastes de significacion sobre el modelo,
asi como contrastes utilizados en el proceso de seleccion de variables cuando el nimero de éstas es
muy grande y no se conoce a priori las variables que son relevantes en el analisis.

Por otra parte, el calculo de probabilidad de pertenencia a un grupo requiere que previamente se
haya postulado algin modelo probabilistico de la poblacién.

Las hipotesis estadisticas que se adoptan, analogas a las postuladas en el analisis multivariante de la
varianza, se refieren tanto a la poblacion como al proceso de obtencion de la muestra.

F Las hipotesis estadisticas sobre la poblacion:
(@) La matriz de covarianzas de todos los grupos es igual a Z (hipétesis de homocedasticidad).
(b) Cada uno de los grupos tiene una distribucion normal multivariante.

Las hipétesis implican que x, =N(u,, ¥)
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F Las hipotesis sobre el proceso de obtencidn de la muestra: Facilitan la realizacion del proceso de
inferencia a partir de la informacién disponible: <<Se supone que se ha extraido una muestra
aleatoria multivariante independiente en cada uno de los G grupos>>.

Bajo las hipotesis citadas, la funcion discriminante obtenida por Fisher es optima. La hipotesis
=N(y,, Y) exige que las variables clasificadoras sigan una distribucion normal. Sin embargo, no

seria razonable postular est hipdtesis respecto a variables categoricas, utilizadas frecuentemente en
el andlisis discriminante como variables clasificadoras. Sefialar que, cuando se utilizan variables de
este tipo, la funcion discriminante lineal de Fisher no tiene el caracter de dptima.

\ Contrastes de significacion y evaluacion de la bondad de ajuste \

Con los contrastes de significacién que se realizan en el andlisis discriminante con dos grupos se trata
de dar respuesta a tres tipos de cuestiones diferentes:

(@) ¢Se cumple la hip6tesis de homocedasticidad del modelo?
(b) ¢Se cumplen las hipétesis de normalidad?
(c) ¢Difieren significativamente las medias poblacionales de los dos grupos?

Para el contraste de homocedasticidad (si la matriz de covarianzas es la misma para los distintos
grupos) se utiliza el estadistico de Barlett-Box:

‘S ‘(ng—l)/2 e Enel numgrador aparecen los determinantes de las estimaciones
|_j de la matriz de covarianzas para cada grupo.
‘S‘ T o h-K/2 e En elldenominaFjor, el determinante de la estimacién global de la
matriz de covarianzas.

Cuando el numerador sea muy superior al denominador, seré indicativo de que existe
heteroscedasticidad (no existe homogeneidad entre las matrices de covarianzas de cada grupo).

G

G
v (n,-1S
V. _ LY AN g
donde: S ,=—2 S:gZ =gZ

; K = variables
n -1 n-G n-G

La matriz Sy es una estimacion de la matriz de covarianzas correspondiente a la celda g-ésima
S es una estimacion de la matriz de covarianzas global .

F Larespuesta a la pregunta ¢Difieren significativamente las medias poblacionales de los dos
grupos? es decisiva para la realizacion del analisis discriminante. En caso de que la respuesta
fuera negativa careceria de interés continuar con el andlisis, ya que significaria que las variables
introducidas no tienen capacidad discriminante significativa.

Hy: My =M,

Las hipétesis nula y alternativa para dar respuesta a la cuestion, en el caso de dos grupos M %4
1- M1 2

El contraste de la hipotesis se puede realizar especificamente mediante el estadistico T> de Hotelling:

. n. n =V +V
=(,-V,) S*(y,-Y,) ——% donde S=—2—2—
Ve ST P o3
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La matriz S es un estimador insesgado de la matriz de covarianzas poblacional =, obtenido bajo el
supuesto de que la matriz de covarianzas poblacional es la misma en los dos grupos.

Bajo la hipétesis nula, el estadistico T? de Hotelling se distribuye:

n,+n,-K-1 T?
K n,+n, -

2 - FK,n1+n2—K—1

Existen otros estadisticos para realizar el contraste, disefiados para el caso general de G grupos, tales
como el estadistico de Rao o el estadistico V de Barlett (estos dos ultimos estadisticos estan
construidos a partir de la A de Wilks).

En el caso de que se rechace la hipétesis nula Hy: p, =, , se puede aplicar el analisis univariante de

la varianza para contrastar la hipotesis de igualdad de medias para cada una de las variables
clasificadoras por separado.

Como medida de evaluacién de la bondad de ajuste se utiliza el coeficiente eta cuadrado (), que
es el coeficiente de determinacién obtenido al realizar la regresion entre la variable dicotémica, que
indica la pertenencia al grupo, y las puntuaciones discriminantes. A la raiz cuadrado de este
coeficiente se le denomina correlacion candnica.

A - L
n=.,-—— (correlacion candnica)
1+A

. . . , w, Fw,  separacién entre grupos
A = ratio que se obtiene al maximizar Max A =——1= P — grup
w, Vw, separacion dentro grupos

\ Célculo de probabilidades de pertenencia a una poblacion \

: o . D=w, X, +w, X, +L +w, X, . .
Las funciones discriminantes del tipo clasifican a los diferentes
D-C=w, X, +w, X, +L +w, X, -C
individuos en uno u otro grupo, pero no ofrecen mas informacion acerca de los individuos
investigados.

En muchas ocasiones es conveniente tener informacion complementaria a las puntuaciones
discriminantes. Si bien con estas puntuaciones se puede clasificar a cada individuo, también es
interesante disponer de informacién sobre la probabilidad de su pertenencia a cada grupo, pues con
este dato se puede realizar analisis mas matizados, e incluir otras informaciones tales como la
informacion a priori o los costes que implica una informacion errénea.

Para realizar este tipo de célculos se suelen asumir las hipétesis estadisticas sobre la poblacién:
(c) La matriz de covarianzas de todos los grupos es igual a Z (hipétesis de homocedasticidad).
(d) Cada uno de los grupos tiene una distribucion normal multivariante.

Las hip6tesis implican que x, =N(u,, ¥), considerando ademas que se conocen los parametros
poblacionales.
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Analisis Discriminante

El cdlculo de probabilidades se realiza en el contexto de la teoria de la decision, que permite tener en
cuenta la probabilidad de pertenencia a un grupo, como los costes de una clasificacién erronea.

La clasificacion de los individuos se realiza utilizando el teorema de Bayes. La aplicacion del teorema
de Bayes permite el calculo de las probabilidades a posteriori a partir de estas probabilidades a priori
y de la informacion muestral contenida en las puntuaciones discriminantes.

En el caso general de G grupos, el teorema de Bayes establece que la probabilidad a posteriori de
pertenencia a un grupo g con una puntuacion discriminante D, con probabilidades a priori 1, es:

1, Prob(D/g)

G

Z T, Prob(D/i)

Prob(g/D) =

La probabilidad condicionada Prob(D/g) se obtiene calculando la probabilidad de la puntuacién

observada suponiendo la pertenencia a un grupo g.
G
Dado que el denominador Z T, Prob(D/i) es una constante, se utiliza también la forma equivalente:

Prob(g/D) m, Prob(D/g) =proporcionalidad

La clasificacion de cada individuo se puede realizar mediante la comparacién de las probabilidades a
posteriori. Asi, se asignara un individuo al grupo para el cual sea mayor su probabilidad a posteriori.

Se presenta el calculo de probabilidades en el caso de dos grupos, de forma que sea facilmente
generalizable al caso de G grupos.

El calculo de probabilidades se realiza bajo tres supuestos diferentes: (a) Calculo de probabilidades
sin informacion a priori. (b) Célculo de probabilidades con informacion a priori. (c) Célculo de
probabilidades con informacién a priori considerando los costes.

F Calculo de probabilidades a posteriori sin informacion a priori

En el calculo de estas probabilidades se considera que no existe conocimiento previo de las
probabilidades de pertenencia a cada grupo. Cuando no existe dicha informacion, se adopta el
supuesto de que la probabilidad de pertenencia a ambos grupos es la misma, es decir, se adopta el
supuesto de que 1, =T, . Esto implica que estas probabilidades a priori no afectan a los calculos de

las probabilidades a posteriori.

Bajo las hipotesis estadisticas sobre la poblacion, la probabilidad de pertenencia a cada grupo, dada
la puntuacion discriminante obtenida, viene dada por la expresion:

ng

Prob(g/D) =
(@/D)=5

g=11l F y F, son las funciones definidas.

FII

Un individuo se clasifica en el grupo para el que la probabilidad sea mayor. Este criterio implica que
un individuo se clasificara en el grupo I si

Aplicando la férmula de probabilidad a posteriori se llega a los mismos resultados que aplicando la
_D+D,
5 |

férmula discriminante de Fisher. Esto implica que el punto de corte C es el mismo: |C
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F Célculo de probabilidades a posteriori con informacién a priori

En ocasiones se dispone de informacion de la probabilidad a priori sobre pertenencia de un individuo
a cada uno de los grupos. Por ejemplo, se puede tener informacion de que los préstamos fallidos
suponen un 10% del total de los préstamos concedidos a lo largo de cinco afios. Para tener en cuenta
este tipo de informacion se introducen probabilidades a priori en el analisis.

Cuando se utilizan probabilidades a priori los individuos se clasifican en el grupo para el que la
probabilidad a posteriori sea mayor.

F
me?’

Prob(g/D)= —F——+
(@/D) m e+, el

g=11 F y F, son las funciones definidas.

Con este criterio, un individuo se clasifica en el grupo I si: |F Inm, >F, InT |.

La aplicacion implica que el punto de corte discriminante C vendra dado por la expresion:

D+D, _, T,

T

C =

p

In

La ratio de probabilidades a priori debe establecerse de forma que el punto de corte se desplace
hacia el grupo con menor probabilidad a priori. Al desplazarse el punto de corte de esta forma, se
tendera a clasificar una proporcion menor de individuos en el grupo con menor probabilidad a priori.

F Calculo de probabilidades a posteriori con informacion a priori y considerando costes

Hasta ahora no se ha considerado el coste que una clasificacion erronea puede tener. En muchas
ocasiones el coste de clasificacion erronea puede diferir para cada uno de los grupos. Por ejemplo,
en la concesion de préstamos, clasificar como fallido a un cliente cumplidor y clasificar como
cumplidor a un fallido, no es lo mismo para la entidad bancaria. En la primera de las posibilidades, el
coste para el banco es dejar de percibir los intereses del préstamo y la posible pérdida de un cliente
que en realidad es cumplidor. Por el contrario, en la segunda posibilidad el coste para el banco es la
pérdida de la cantidad prestada, ya que el cliente clasificado como cumplidor es realmente fallido. En
principio, y bajo el criterio de una prudente administracion financiera, parece que el segundo tipo de
coste es superior al primero.

Cuando se introducen costes de clasificacion no puede hablarse ya de calculo de probabilidades a
posteriori. No obstante se puede obtener un criterio para clasificar minimizando el coste total de
clasificacion erronea. Este total viene dado por la expresion:

T, Prob(l1/1) Coste(l1/1) + mt, Prob(I/11) Coste(l/11)

Cada probabilidad se encuentra multiplicada por el coste en que se incurre. Al minimizar la
expresion, bajo las hipotesis estadisticas sobre la poblacion, el punto de corte discriminante C, ;. se

obtiene con la expresion:

_D+D, _ T Coste(/1)

c =27
: 2 m, Coste(l1/1)
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En los desarrollos anteriores se ha supuesto que las probabilidades son conocidas. En la préctica, se
utilizan estadisticos muestrales en su lugar. El empleo de estadisticos muestrales tiene como
consecuencia que se subestime la probabilidad de clasificacién erronea, cometiéndose por lo tanto
sesgos sistematicos en la clasificacion. Para disminuir estos sesgos se han propuesto, entre otros, dos
procedimientos alternativos.

e Un procedimiento consiste en dividir la muestra total en dos submuestras, utilizando la primera
muestra para estimar la funcién discriminante, mientras que la segunda se utiliza para su
validacién. Asi, la potencia discriminante de la funcién vendra determinada por el porcentaje de
individuos clasificados en esta segunda muestra.

e El'segundo procedimiento consiste en excluir un individuo del grupo |, calcular la funcién
discriminante, y clasificar después al individuo que se ha excluido. Haciendo lo mismo con el
resto de individuos del grupo I, se estima la Prob(ll/1) con el porcentaje de individuos que han
sido clasificados en el grupo Il. Procediendo analogamente con los individuos del grupo I, se
estima la Prob(I/11). A este segundo procedimiento se le conoce con la denominacion jacknife.

& Se adjunta una tabla resumen del Ejercicio 1, donde se acompafia las puntuaciones
discriminantes para los 16 clientes.

Cliente Grupo Patrimonio Deuda Puntuacion Grupo
pertenencia Neto Pendiente discriminante clasificado
1 I 1,3 4,1 -5,9957 [
2 I 3,7 6,9 -6,1213 I
3 I 5 3 -1,141 I
4 I 59 6,5 -3,4715 I
5 I 7,1 5,4 -1,2043 [
6 I 4 2,7 -1,8964 I
7 I 7,9 7,6 -2,4267 [
8 I 51 3,8 -1,7831 I
9 I 52 1 0,93 I
10 I 9,8 4,2 2,7086 I
11 I 9 4,8 1,3214 I
12 Il 12 2 7,036 I
13 I 6,3 52 -1,8459 I
14 I 8,7 11 4,4593 I
15 I 11,1 4,1 4,1473 Il
16 I 9,9 1,6 5,2353 I

En la tabla siguiente (resultados de la clasificacion) se refleja el resumen de la clasificacion de la tabla
de arriba. A veces se utiliza en el andlisis discriminante la expresioén de matriz de confusion para
referirse a la tabla siguiente:

Resultados de la clasificacion

Grupo de pertenencia
pronosticada
Préstamo Fallidos Mo Fallidos Total
Origingl  Recuento  Falidos il ] g
Mo Fallidos 1 7 8
% Fallicos 100,0 a 00,0
Mo Fallidos 12,5 G875 1000

&. Clasificados carrectamente el 93 5% de los cazos agrupados
otiginales.
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@ En la tabla que sigue se han calculado las probabilidades a posteriori (sin incorporar informacion a
priori ni considerar gastos) de pertenencia a cada grupo utilizando la formula:

Prob(g/D) =
rob(g )_eF'T

g=11l
e 1

Como puede observarse, las probabilidades de pertenencia al propio grupo son elevadas, excepto en

el cliente cumplidor 13 que se clasifica errbneamente en el grupo de fallidos y que por afadidura

tiene una probabilidad muy baja (0,1367) de pertenencia al grupo de los cumplidores.

Fallidos No Fallidos
Cliente Prob(1/D) Prob(1l/D) Cliente Prob(1/D) Prob(1l/D)
1 0,9975 0,0025 9 0,2826 0,7174
2 0,9978 0,0022 10 0,0622 0,9378
3 0,7575 0,2425 11 0,2100 0,7900
4 0,9698 0,0302 12 0,0009 0,9991
5 0,7687 0,2313 13 0,1367 0,8633
6 0,8693 0,1307 14 0,0114 0,9886
7 0,9185 0,0815 15 0,0155 0,9845
8 0,8558 0,1442 16 0,0053 0,9947

® Como segunda aplicacion, se realiza la clasificacién incorporando informacion a priori.

. . - D+D, . m
Para clasificar a los clientes se va a utilizar el punto de corte C, =——"-In—
T[I
Si se establece que m, =0,10 y m, =0,90, el valor que se obtiene:
0,518+6,522 0,9
=—/————-In—-—=3,520-2,1972=1,323
2 1
con lo que la funcién discriminante de Fisher sera:
D-C=1,035.Patrimonio_Neto-0,932.Deuda_Pendiente -1,323
resultando:
Cliente Grupo Patrimonio Deuda Puntuacion Grupo
pertenencia Neto Pendiente discriminante clasificado
1 [ 1,3 4,1 -3,7987 |
2 | 3,7 6,9 -3,9243 |
3 | 5 3 1,056 |
4 | 59 6,5 -1,2745 |
5 | 7,1 5,4 0,9927 |
6 | 4 2,7 0,3006 |
7 | 79 7,6 -0,2297 |
8 | 51 3,8 0,4139 |
9 [ 52 1 3,127 |
10 [ 9,8 4,2 4,9056 [
11 [ 9 4,8 3,5184 |
12 [ 12 2 9,233 [
13 [ 6,3 52 0,3511 |
14 [ 8,7 1,1 6,6563 [
15 [ 11,1 4,1 6,3443 [
16 I 9,9 1,6 7,4323 |
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Los clientes 3, 5, 6y 8, que antes estaban clasificados como fallidos, se clasifican ahora como
cumplidores, ya que su puntuacién discriminante ha pasado de negativa a positiva. Lo mismo ocurre
con el cliente 13 que anteriormente estaba clasificado erroneamente como fallido cuando era
cumplidor.

& Ahora se calcula el punto de corte teniendo en cuenta la informacién a priori e incorporando
también los costes de la clasificacion erronea. Como respecto al coste, se adopta el criterio de
clasificar como cumplidor a un cliente fallido es 20 veces superior al coste de clasificar como fallido a

un cliente cumplidor. Es decir, se establece que, la ratio: Coste(ll/h =20
Coste(I/11)
El punto de corte discriminante sera:
C,.= D +D, M Coste(l/1l) _ 0,518 +6,522 I 09 _ 4319
’ 2 T, Coste(l1/1) 2 0,1.20

La incorporacion de los costes ha determinado que el nuevo punto de corte discriminante C, . esté

situado a la derecha del punto C, a diferencia de lo que ocurria cuando solamente se tenian en
cuenta las probabilidades a priori.

con lo que la funcién discriminante de Fisher sera:

D-C=1,035.Patrimonio_Neto-0,932.Deuda_Pendiente -4,319

resultando:
Cliente Grupo . Patrimonio Degda I?un.tugcién Grgpo
pertenencia Neto Pendiente discriminante clasificado
1 I 1,3 4,1 -6,7947 [
2 I 3,7 6,9 -6,9203 I
3 I 5 3 -1,94 [
4 I 5,9 6,5 -4,2705 I
5 I 7,1 5,4 -2,0033 [
6 I 4 2,7 -2,6954 I
7 I 7,9 7,6 -3,2257 I
8 I 5,1 3,8 -2,5821 [
9 I 5,2 1 0,131 I
10 I 9,8 4,2 1,9096 Il
11 I 9 4.8 0,5224 I
12 I 12 2 6,237 Il
13 I 6,3 5,2 -2,6449 I
14 I 8,7 11 3,6603 I
15 I 111 4,1 3,3483 I
16 I 9,9 1,6 4,4363 I

Se comprueba que no altera la clasificacion de ningun cliente respecto a la utilizacién del punto de
corte inicial C. Es decir, la incorporacion de los costes de clasificacion erronea ha compensado, mas o
menos, la menor probabilidad a priori de ser un cliente fallido.
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| CLASIFICACION EN MAS DE DOS GRUPOS: ANALISIS DISCRIMINANTE MULTIPLE |

A Numero maximo de ejes discriminantes min(G-1,k), donde G es el nimero de categorias. Se
obtienen (G-1) ejes discriminantes si el nimero de variables explicativas es mayor o igual que
(G-1) - generalmente, este hecho suele ser cierto -.

A Cada una de las funciones discriminantes D, se obtiene como funcion lineal de las k variables
explicativas: D, =w, X; +w, X,+L +w, X, =1L ,G-1

A Los (G-1) ejes vienen definidos respectivamente por los vectores (w,,w,,L ,w,,)

Wll W21 WG—l 1

W w Wi 2
w, = Mlz . W, = M22 , LL o, wg, ! ’

Wlk W2k WG—l k

Para la obtencion del primer eje discriminante se maximiza la ratio variabilidad entre grupos entre
variabilidad dentro grupos, es decir:

) w, Fw, _ separacion entre grupos o - . .
MaxA, =——2*= P — grup (criterio obtencidn del primer eje discriminante)
w, Vw, separacion dentro grupos

. . A
Derivando la ratio e igualando a cero: % =0, conlo cual:
Wl
OA, _ 2Fw, (W;le)—Zle (W'lel) 0

Sw W, VW) 2Fw, (W, Vw,)—-2Vw, (W, Fw,)=0
1 1 1

2Fw, _ (Wllel) 3

operando con la expresion, resulta: 1
2Vw, " (w,Vw,)

A a Fw, =VwA,

siendo, por tanto, | A, w, =V *Fw,

La obtencion del vector w, resulta un problema de calculo de un vector caracteristico asociado a la
matriz no simétrica (V'F). De las raices caracteristicas que se obtienen al resolver la ecuacion

l7\1 w, = V‘lelj se retiene la mayor, ya que A, es la ratio que se pretende maximizary w, es el
vector caracteristico asociado a dicha raiz caracteristica.

. W, Fw - o . o
Como A, es laratio % medira el poder discriminante del primer eje discriminante. El resto
Wl Wl

de los ejes discriminantes son otros vectores caracteristicos de la matriz (V'F), ordenados segun el

orden decreciente de las raices caracteristicas. Asi, el segundo eje discriminante tendra menor poder
discriminante que el primero, pero mas gque cualquiera de los restantes.

Puesto que la matriz (V"F) no es simétrica, en general, esto implicara que los ejes discriminantes no
seran ortogonales, es decir, no seran perpendiculares entre si.
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| Contrastes de significacion |

En el andlisis discriminante multiple se plantean contrastes especificos para determinar si cada uno
de los valores A, es estadisticamente significativo, es decir, para determinar si cada uno de los

valores A, contribuye o no a la discriminacion entre los diferentes grupos.

Este tipo de contrastes se realiza a partir del estadistico V de Barlett. El estadistico V es una funcion
de la A de Wilks y se aproxima a una chi-cuadrado, tiene interés en el andlisis discriminante por su
descomponibilidad.

K =variables categodricas
G=grupos

K+G
Estadistico VV de Barlett: | V= n-1 e (InA) V=X 6

Este estadistico se utiliza en el analisis Hotby =M, =L =W
multivariante para contrastar las hipotesis ~ H, :No todas las p, son iguales

F En el analisis multivariante de la varianza con un factor se contrasta esta hipotesis para
determinar si el factor (variable categorica con G grupos) explica la variabilidad del vector de
variables dependientes de forma significativa.

F En el andlisis discriminante maultiple la hipdtesis a contrastar sigue siendo la misma, aunque los
papeles se han invertido. Ahora se realiza el contraste para tratar de dar respuesta a la pregunta:
¢Las K variables clasificadoras contribuyen significativamente a discriminar entre los G grupos?

Si no se rechaza la hipétesis nula citada, no se deberia continuar el andlisis, puesto que las variables
clasificadoras utilizadas en la investigacion no tienen ningun poder discriminante significativo.

e Para examinar el poder discriminante de cada uno de los ejes que se construyen en el analisis
discriminante, se descompone el estadistico V en productos a partir de la descomposicion de la A
de Wilks. De acuerdo con su definicion, el reciproco de A se puede descomponer:

1T . _ _ } }
LI VT = (VT = VT = [VEE V)| = 14V
AN

teniendo en cuenta que el determinante de una matriz es igual al producto de sus raices
caracteristicas, se obtiene que:

T=[VIE 2 @A @A) L @A)

sustituyendo en el estadistico V de Barlett, se obtiene la expresion alternativa del estadistico:

- K+G &
Estadistico V de Barlett: V= n-1-—— Zln(1+)\g)
2 £

Si se rechaza la hipétesis nula, significa que al menor uno de los ejes discriminantes es
estadisticamente significativo. Esto implica a su vez que el primer eje discriminante es
estadisticamente significativo, debido a que es precisamente el que tiene mayor poder
discriminante.

En caso de que se acepte la hipdtesis de que el primer eje discriminante es significativo, se pasa a
contrastar la significacion conjunta del resto de los ejes discriminantes, utilizando el estadistico:
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G-1
v=n-1-~*6 > In+),)
-

De forma general, se puede establecer la expresion de contrastacion secuencial mediante el
estadistico:

. K+G & .
Estadistico V de Barlett: |V, = n—l—TG Zln(1+)\g) donde j=0,1,2,L ,G-2
g=J+1

Asi, en el proceso secuencial se van eliminando del estadistico V las raices caracteristicas que van
resultando significativas, deteniendo el proceso cuando se acepte la hipétesis nula de no
significatividad de los ejes discriminantes que queden por contrastar.
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A de Wilks: Se consideran las variables de modo individual, la A es el cociente entre la suma de
cuadrados dentro de los grupos y la suma de cuadrados total (sin distinguir grupos). Esto
equivale a las desviaciones a la media dentro de cada grupo, entre las desviaciones a la media
total sin distinguir grupos.

- Si A es pequerio la variable discrimina mucho: la variabilidad total se debe a las diferencias
entre grupos, no a las diferencias dentro de grupos.

VARIABLES ORIGINALES QUE SE CONSIDERAN: La idea del andlisis discriminante es construir
funciones lineales de las variables originales que discriminen entre los distintos grupos. Sin embargo,
no todas las variables discriminan de la misma forma o tienen los mismos valores de la F de
Snedecor o de la A de Wilks. Por ello, a la hora de construir las funciones lineales, no es necesario
incluir a todas las variables iniciales en la funcion.

Como criterio general para seleccionar una variable se emplea la seleccion del valor de la A de Wilks
0, de modo equivalente, del valor de su F asociada.

Se utilizan fundamentalmente dos métodos de seleccion de variables: el método directo (Introducir
independientes juntas) y el método stepwise (Usar método de seleccion por pasos). En el método
directo se consideran todas las variables originales que verifiquen un criterio de seleccion.

El método stepwise funciona con varios pasos:

(a) Se incluye en el andlisis la variable que tenga el mayor valor real aceptable para el criterio de
seleccién o de entrada.

(b) Se evalla el criterio de seleccion para las variables no seleccionadas. La variable que presenta el
valor mas alto para el criterio se selecciona (siempre que se encuentre dentro de un limite).

(c) Se examinan las variables seleccionadas segun un criterio de salida y se examinan también las
variables no seleccionadas, para ver si cumplen el criterio de entrada. Se excluyen o se incluyen
variables segun cumplan los criterios de entrada y salida.

(d) Se repite el proceso © hasta que ninguna variable més pueda ser seleccionada o eliminada.

Ademas de todo lo expuesto, en el SPSS se considera un nimero maximo de pasos, dado que una
variable puede ser incluida y eliminada en mas de una ocasion. Se toma el doble del nimero de
variables originales como namero maximo de pasos del método stepwise.

En SPSS se considera también para cada variable la tolerancia asociada: Se define para un conjunto
de p variables, R, = coeficiente de correlacion multiple, que expresa el porcentaje de variabilidad de
la variable (x, i=1,L ,p) recogida por el resto de (p—1) variables. R? = coeficiente de determinacion.

La tolerancia se define como (1-R?). Cuanto mayor sea la tolerancia de una variable, méas
informacion independiente del resto de variables recogera.

De este modo, si en una iteracion dada del procedimiento stepwise la variable seleccionada verifica
gue su tolerancia con respecto a las variables ya incluidas en la funcion discriminante es muy
pequeria entonces la variable no se incluye en dicha etapa. Asi, se evita la redundancia de
informacion.
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Andlisis discriminante: Estadisticos

Descriptivos I atrices
.,___ s [] Correlacion intra-grupos -z ;o T
e e La opC|or] [Estadlstlcc_)s] se encuer_1t_ra dividida en tr§§
M de Box Covarianza de gupos separados | F@NAes areas: Descriptivos, Coeficientes de la funcion y
Coeficientes de la funcidn Covariariza total Matl’lCeS
De Fizher
(] o tipificados IEDntinuarl [ Cancelar l [ Apuda l
DESCRIPTIVOS:

Medias: Proporciona el vector de medias (los centroides) y desviaciones tipicas de cada variable
para cada grupo.

Univariante ANOVA: Contrasta igualdad de medias entre los grupos para cada variable.

M de Box: Contrasta la hipotesis nula de que las matrices de varianzas-covarianzas poblacionales
son iguales en los distintos grupos.

COEFICIENTES DE LA FUNCION:
De Fisher: Coeficientes de la funcion de clasificacion bajo Normalidad

No tipificados: Coeficientes de la funcidn discriminante canénica de Fisher ‘centrados'

MATRICES:

Covarianza de grupos separados: Proporciona la matriz de varianzas y covarianzas de cada grupo, es
decir, las matrices S; y S, donde:

Sho-xf b xe) b -xe)
S, =

N N

> b -xo)b-xe) oy e -xe)

Covarianza intra-grupos: Proporciona la matriz de varianzas y covarianzas ‘combinada’, obtenida
como media ponderada de las dos anteriores, es decir:

n, _1)81 +(n2 _1)82

S=(
n,+n, -2

Covarianza Total: Proporciona la matriz de varianzas y covarianzas de (X1, X;) para todos los
n+n,=16 individuos de la poblacién, sin distincién de grupo.

COMPROBACION SUPUESTOS PARAMETRICOS: La funcion discriminante minimiza la probabilidad de
equivocarse al clasificar a los individuos en cada grupo. Para ello, las variables originales se deben
distribuir como una normal multivariante y las matrices de covarianzas deben de ser iguales en todos
los grupos. En la practica es una técnica robusta y funciona bien aunque las dos restricciones

anteriores no se verifiquen.
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Si un conjunto de variables se distribuye como una normal multivariante, entonces cualquier
combinacién lineal de ellas se distribuye como una normal multivariante. Por ello, si alguna de
las variables originales no se distribuye como una normal, entonces es seguro que todas las
variables conjuntamente no se distribuirdn como una normal multivariante.

La segunda restriccion se ocupa de la igualdad entre las matrices de covarianzas de los grupos.
Para comprobar esto, se puede utilizar la Prueba M de Box, que tiene como hipotesis nula que
las matrices de covarianzas son iguales. Se basa en el calculo de los determinantes de las
matrices de covarianzas de cada grupo. El valor obtenido se aproxima por una F de Snedecor. Si
el p_valor < 0,05 se rechaza la igualdad entre las matrices de covarianzas.

El test de M de Box es sensible a la falta de normalidad multivariante, es decir, matrices iguales
pueden aparecer como significativamente diferentes si no existe normalidad. Por otra parte, si
las muestras son grandes, pierde efectividad (es mas facil rechazar la hipétesis nula).

Andlisis discriminante: Método de inclusion por. pasos

Criterios Gorlinuar
(&) Usar valor de F
() Warianza no explicada Entrada: 3,84 Salida: 271
H H H () Distancia de Mahalanobis -
En este caso, se dejan las opciones que vienen o et T
por defecto en SPSS. OV deFag
M ostrar
Bezumen de loz pasos [C]F para distancias por parejas

Lambda de Wilks: Estadistico que mide el poder discriminante de un conjunto de variables

MM
min(gq-1, p
VA T

=1

(0=sA<])

Cuanto maés cerca de 0 mayor es el poder discriminante de las variables consideradas, y cuanto
mas cerca de 1 menor es el poder discriminante.

Estadisticos asociados: F de Rao; x*de Barlett (tests sobre las diferencias de medias en ambos
grupos)

)\i
1+A

La i-ésima correlacion canonica viene dada por: CR, =

Mide, en términos relativos, el poder discriminante de la i-ésima funcién discriminante, ya que
es el porcentaje de la variacion total en dicha funcién que es explicada por la diferencia entre
los grupos, 0<CR, <1, cuanto més cerca de 1 este su valor, mayor es la potencia discriminante
de la i-ésima funcion discriminante.
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Analisis discriminante: Clasificacion

—| Unaopcion interesante en la opcion
Probabilidades presvias |Jzar matriz de covaranzas o .,
[Clasificacion] es la de 'Reemplazar los

5 (&) Intra-grupos
e A et valores perdidos con la media'. En mas de
Mostiar Grdfcos una investigacion, por algin motivo en la
Eelgstlacon paia cacacse Etinibos combinaoos base de datos hay valores perdidos, y para
[ Limit. cazos a primeros: [ Grupos separados 4
Fia e Firaateio que estos no afecten los resultados finales,
Ol e existe ésta opcion de reemplazo, que se

recomienda utilizar.

1 Reemplazar los valores perdidos con la media

PROBABILIDADES PREVIAS:

Son las probabilidades a priori para cada grupo. En este caso serian p; = p(pertenecer al grupo 1),
p2 = p(pertenecer al grupo 2). Estos valores se utilizan, por ejemplo, en la regla de clasificacion de la
maxima verosimilitud bajo el supuesto de normalidad.

Todos los grupos iguales: p; = p(pertenecer al grupo 1) = p, = p(pertenecer al grupo 2) =%

USAR MATRIZ DE COVARIANZA:

Intra-grupos: De esta manera se especifica que cuando se obtengan los autovectores de la matriz
(V™' F), que son precisamente los coeficientes de las distintas funciones discriminantes, se utilice la

restriccion a’Sa=1, utilizando la matriz de varianzas entre grupos ‘combinada’ S.

MOSTRAR:

Resultados para cada caso: Muestra el proceso de clasificacién paso a paso para cada uno de los 16
individuos de la poblacidn, con las probabilidades a posteriori para cada uno de ellos, calculadas a
partir de las puntuaciones discriminantes.

Tabla de resumen: Proporciona la matriz de confusion, es decir la matriz de clasificacion para los
propios 16 individuos de la muestra para los que conocemos de antemano su adscripcion.

Clasificacion dejando uno fuera: Proporciona la matriz de clasificacion pero obtenida con el método
Jacknife, que obtiene, en general una estimacion de la proporcion de clasificaciones erréneas mas
fiable.

GRAFICOS:

Grupos combinados: Representa las puntuaciones discriminantes o valores de la(s) funcion(es)
discriminante(s), para los 16 individuos de la muestra (8 de cada grupo) todos juntos en un grafico,
junto con sus centroides.

Como s6lo hay una funcién discriminante este grafico no se hace (si se selecciona, luego no aparece).

Grupos separados: Representa un gréafico como el anterior pero para cada grupo.
En este caso, representaria en el primer grafico inicamente los 8 individuos del grupo 1y en el
segundo sélo los 8 del grupo 2.

Mapa territorial: Con una Unica funcion discriminante no lo hace .
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Andlisis discriminante: Guardar

Grupo de pertenencia pronosticada
H Z1iad [ [ Puntuaciones discriminantes
o ; [ |
Si se desea que el analisis sea '‘Guardado’ se T
procede a dar un clic en el boton de la opcion
[Anél |S|S d|scr|m|nante] . Exportar informacian del modelo & un archivo kL
El Visor de resultados de SPSS muestra:
Resumen del procesamiento para el analisis de casos
Casos no ponderados I Porcertaje
“Walidos 15 100,0 Estadisticos de grupo
Excluidos Cddigos de grupo para 0 0 I wélido (zegin lists)
perdidos o fuera de ranga ! Mo
Perdida al menos una Préstamo hiedia Desy. tip. | ponderados | Pondersdos
variable discriminante 0 0 Falidos Patrimanio_Meto TO00 | 20708 ] 5,000
Perdidos 0 fuera de rango Dieuda_Pendierte 5000 18639 ] 2,000
ambios. el leldigo de Mo Fallidos Patrimonio_Meta 9,000 22891 g §,000
grupo Y ol menos Unaida i i Deuda_Pendierte 3,000 17444 8 8,000
|as variables ! Tatal Patrimaonio_Meto 7000 28518 16 16,000
discriminantes. Deuda_Pendiente 4,000 20268 16 16,000
Tatal excluidos i} ]
Caszos Totales 16 100,0

Se muestran los estadisticos descriptivos: media y desviacion tipica total de (X1, X;) sobre los
n=n+n,= 16 individuos y para los dos grupos: Media y desviacion tipica de (X, X,) para los n= 8

clientes del grupo 1, y media y desviacion tipica de (Xi, X,) para los n,= 8 clientes del grupo 2.

Se observa que el punto de corte discriminante de los dos grupos para la variable
X1 = 'Patrimonio_Neto' se encuentra en el valor 7:

o < X1,|+X1,|| _5+9
2

X, =5  X,=9 (= > 7

El punto de corte se toma como referencia para clasificar a un individuo en uno u otro grupo (fallido,
cumplidores): Si el Patrimonio_Neto es menor que 7 se clasifica al cliente como fallido (grupo 1),
mientras que se clasifica como cumplidor (grupo 2) si el Patrimonio_Neto es mayor que esa cifra.

Por otra parte, el punto de corte discriminante de los dos grupos para la variable X2 =
'‘Deuda_Pendiente’ de los dos grupos sera:

Si las deudas pendientes son mayores que 4 se clasifica al cliente como fallido (grupo 1), mientras
que se clasifica como cumplidor (grupo 2) si las deudas pendientes son menores que esa cifra.

Los contrastes de igualdad de medias
entre los dos grupos para cada variable

Pruebas de igualdad de las medias de los grupos

Lambda ., .

dle Wilks F it o2 Sig. (en ambos casos se rechaza la hipotesis
F‘atrlmonlo_Nletn Aa10 13,433 1 14 03 nula, p Valor < 01051 es dECir, |OS dOS
Deuda_Pendiente 740 48910 1 14 44 -

grupos, en media son diferentes).
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La informacion de esta tabla de ANOVAs univariados suele utilizarse como prueba preliminar para
detectar si los grupos difieren en las variables de clasificacion seleccionadas; sin embargo, hay que
considerar que una variable no significativa a nivel univariante podria aportar informacion
discriminativa a nivel multivariante.

Matrices de covarianza®

Patritnanio_ Deuda_

Matrices intra-grupe combinadas Préstamo heto Pendiente
T Dond Fallidos Fatrimonio_Meto 4,239 1,824

rimonic_ elida_ )
heto Pendierts : Deuda_Pendiente 1524 Eha
Covarianza  Patrimonio_Meto 4764 7001 Mo Fallidos Patrlmu:unlo_N.etu 5240 AT
Deuda_Pendiente 1,001 3,239 Deuda_Pendients 1 43
- - - - Total Patrimonio_Meto 8713 -1,199
5. La mattiz de covarianzas tiene 14 gradaos de libertad ) ! .
Deuda_Pendiente -1,199 4,105
a. La matriz de covarianzas total presenta 15 grados de
libertad.
La salida de la matriz de covarianzas proporciona:
4289 1,824 5240 0,177 8,713 -1199

Sl_ 82_ StotaI=
1,824 3,474 0,177 3,043 -1199 4,108

Por otra parte, la media ponderadade S, y S, debe de coincidir con la matriz 'intra-grupos
combinada’, denominada S. Es decir, debe verificarse que:

_ 4764 1001 _(n,-1)S,+(n,-1)S, _ 7 4289 1824 7 5240 0177
© 1001 3259  n+n,-2 14 1824 3474 14 0177 3,043

Aparece después la Prueba de Box para el contraste de la hipotesis nula de igualdad de las matrices
de varianzas-covarianzas poblacionales. Uno de los supuestos del analisis discriminante es que todos
los grupos proceden de la misma poblacion y, mas concretamente, que las matrices de varianzas-
covarianzas poblacionales correspondientes a cada grupo son iguales entre si.

Analisis 1

. . 4 Resultados de la prueba
Prueba de Box sobre la igualdad de las matrices de covarianza i al g

y y W de Box 851
Logaritmo de los determinantes
F Apro. 2E8
Logaritma del 1" 3
Préstamo Rango determinante g

Fallidos 2 2,443 alz 35280,000

Mo Fallidos 2 2,767 Sig. B840
Intra-grupos combinada 2 2,676 — - .

JLR - Contrasta la hipotesis nula de que las matrices

Los rangos y logaritmos naturales de los
determinantes impresas son los de las matrices de
cavarianzas de los grupos.

de covarianzas pohlacionales son iguales.

g
El estadistico M de Box toma la forma: M =(n-g) log|s| - Z(nj ~1)log|s,|
J:

Donde S es la matriz de varianzas-covarianzas combinada, Sj es la matriz de varianzas-covarianzas

del grupo j-ésimo, n es el nUmero total de casos y g el nimero de grupos. El estadistico M carece de
distribucion muestral conocida, pero puede transformarse en un estadistico F e interpretarse como
tal (muchos investigadores critican este estadistico por ser demasiado sensible a pequefias
desviaciones de la normalidad multivariante y a tamafios muestrales grandes, tendiendo a ser
conservador).
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Se observa que la primera tabla ofrece los logaritmos de los determinantes de todas las matrices

utilizadas en el célculo del estadistico M. Dado que el estadistico es multivariante, la tabla permite
comprobar qué grupos (cuando hay mas de dos) difieren mas.

La tabla (Resultados de la prueba) ofrece la prueba M de Box y su transformacién en un estadistico F.
El resultado de la prueba hace que no se rechace la igualdad de matrices de varianzas-covarianzas
(Sig=0,849 > 0,05), concluyendo que los dos grupos tienen la misma matriz de varianzas-covarianzas
(no hay un grupo maés variable que otro).

A continuacion aparecen los resultados del analisis discriminante (estadisticos por pasos):

Variables introducidas/excluidad™®?

Lambda de Wilks
F exacta
Pazo Introducidas | Estadistico gl gl2 gla Eztadistico gH gl2 Sig.
1 BelMONIDZ, 510 1 1 14,000 13433 1 14,000 003
Meto
2 Detida_ 368 2 1 14,000 1151 2 13,000 02
Pendiente

En cada paso se introduce ks variable que minimiza la lambda de Wilks global.
a. El nimero maxima de pazoz ez 4.

b. La F parcial minima para entrar es 3.64.
. La F parcial méxima para salir ez 2.71

d. Bl nivel de F, la tolerancia o el IN son inzuficiertes para continuar los célculos,

Las variables son introducidas/eliminadas del modelo en la medida en que tengan asociado un
menor valor del estadistico A de Wilks.

Variables en el analisis Variables no incluidas en el analisis
Latmbicla Tolerancia Latmbcdz
Paso Tolerancia | F para salir | de Wiks Pazo Tolerancia min. F para entrar | de Wilks
1 Patrimonio_Meto 1,000 13,433 1] Patrimonio_Meto 1,000 1,000 13433 A10
2 Patrimonio_Meto 335 13136 740 Deuda_Pendierte 1,000 1,000 4910 740
Deuda_Pendiente 835 5,016 510 1 Decka_Pendients 255 935 5,016 368

Lambda de Wilks

Mimero de F exacta
Pazo variables Lamkbda gl gl2 gl3 Estadistico gl gl2 Sig.
1 1 a10 1 1 14 13433 1 14,000 Ruluk]
2 2 365 2 1 14 11,151 2 13,000 oz

= Resumen de las funciones candnicas discriminantes

Awtovalores

Carrelaciin
Funcidn | Adtovalor | % de varianza | % scumdlado candnica
1 1,7167 1000 1000 795

a. Se han empleado laz 1 primeras funciones dizcriminantes
candnices en el analizis.

Como hay g=2 grupos 'y p=2 variables, sélo hay g=min (k, g-1)=1 funcién discriminante, o
equivalentemente, la matriz (V™' F) tiene rango g=min (k, g-1)=1y s6lo hay un autovalor distinto de
cero, )\1:1,716, que es el que aparece en la tabla.

El autovalor de una funcion se interpreta como la parte de variabilidad total de la nube de puntos

proyectada sobre el conjunto de todas las funciones atribuible a la funcion. Si su valor es grande, la
funcion discriminara mucho.
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. . - . -~ A 1,716
Ademas, se refleja el coeficiente eta o correlacion canonica: n = L = =0,795
1+, V1+1,716
Las correlaciones candnicas, miden las desviaciones de las puntuaciones discriminantes entre grupos
respecto a las desviaciones totales sin distinguir grupos. Si su valor es grande (préximo a 1) la
dispersién sera debida a las diferencias entre grupos, y en consecuencia, la funcién discriminara
mucho.

Lamb«la de Wilks

Contrazte de Lambda
laz funciones de Wilks Chi-cuadradao gl Sig.
1 (36S 12,957 2 ooz

11
1+, 1+1716

El estadistico del contraste de significacion global Lambda de Wilks: A= 0,368

gue conduce a rechazar la hipotesis nula de igualdad de medias [p-valor = 0,02 < 0,05], lo que indica
la conveniencia de extraer una (la Unica posible) funcion discriminante, o lo que es lo mismo, que
dicha funcion sea significativa.

Interpretacion de las funciones discriminantes: a la vista de los valores de p(Xl,y), y p(XZ,y), parece
gue la variable que mas contribuye a la discriminacion es X; ='Patrimonio_Neto'

Matriz de estructura

Coeficientes estandarizados de las Funcian
funciones discriminantes canonicas 1
- Patrimaonio_Meto 743
Fmcion Deuda_Pendiente -452
1 Coarrelaciones intra-grupo combinadas entre
Patrimonio_heto a22 las variables discriminartes y a5 funciones
Deuda_Pendiente - GGG dizcriminantes canonicas tipificadss

Wariahles ordenadas por el tamanio de la
correlacion con s funcian.

COEFICIENTES ESTANDARIZADOS: Aparecen los coeficientes de la funcion discriminante canonica
estandarizados, estos coeficientes aparecen cuando se tipifican o estandarizan cada una de las
variables clasificadoras para que tengan media O y desviacion tipica 1. De esta forma se evitan los
problemas de escala que pudieran existir entre las variables y, consecuentemente, la magnitud de
los coeficientes estandarizados son un indicador de la importancia que tiene cada variable en el
calculo de la funcion discriminante. En esta linea, se observa que la variable Patrimonio_Neto (X;)
tiene una influencia que es casi un 50% superior a la ejercida por la variable Deuda_Pendiente (X»).

MATRIZ DE ESTRUCTURA: Es conveniente conocer cuales son las variables que tienen mayor poder
discriminante en orden a clasificar a un individuo en uno de los grupos (fallidos, cumplidores). Una
forma de medir ese poder discriminante es calculando el coeficiente de correlacion entre cada una
de las variables y la funcion discriminante. Esta es precisamente la informacion que se da en la tabla
(Matriz de estructura), en este caso, la correlacion de la funcién discriminante con la variable
Patrimonio_Neto (0,748) es mayor en valor absoluto que con la variable Deuda_Pendiente (0,452).
Las comparaciones deben hacerse siempre en valor absoluto. En el programa SPSS las variables
aparecen ordenadas de acuerdo con el valor absoluto de los coeficientes de correlacién.

Los Coeficientes de las funciones discriminantes candnicas de Fisher son:
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Coeficientes de las funciones candnicas discriminante:

Funcian
1
Patrimonio_Meto 422
Deuda_Pendiente -,380
[Constante’) 1,437

Coeficientes no tipificados

En la tabla aparece informacion de los coeficientes de la funcion discriminante candnica no
estandarizados. Los coeficientes de esta funcion son estrictamente proporcionales a los coeficientes
de la funcién discriminante de Fisher (D-C). En este caso, el factor de proporcionalidad es 0,408;
esto es, cada coeficiente es igual a 0,408 multiplicado por el coeficiente de la funcion discriminante
de Fisher. Estos coeficientes no estandarizados se obtienen utilizando la regla de normalizacion de
w'Vw =1, asi pues, se toma como norma el denominador de la variacion dentro de los grupos:

W'Fw _ variacion entre grupos
w'Vw variacion dentro grupos

Los coeficientes w se obtienen: Max A =

Centroides de cada grupo (media de la funcion discriminante en cada grupo):

Funciones en los centroides de los grupos

Con los resultados obtenidos, el punto de corte

Funcidn
Préstamo 1 discriminante serd el punto medio de las funciones en los
1 -1,225
: . D,+D, -1225+1,225
2 1225 centroides de los grupos: C=——2= =0
Funciones discriminantes candnicas notipificadas 2 2

evaluadas en las medias de los grupos

Estadisticos de clasificacion:

Probabilidades previas para los grupos

Casos utilizados en el
. L. . analisis
Probabilidades a priori de pertenencia a los No
grupos (se supone p;= P2 = 1/2) 1F'restam0 F'rew:gn pnnderadnsB Punder:gonen.
2 500 8 8,000
Total 1,000 16 16,000

Coeficientes de la funcion de clasificacion: Aqui se muestran los coeficientes de las funciones de
clasificacion que se obtendrian bajo el supuesto de Normalidad bivariante para (X, X;) en ambas
poblaciones, utilizando el criterio de la maxima verosimilitud y probabilidades (p1 = p,= 1/2) a priori
iguales.

Coeficientes de la funcion de clasificacion Las funciones de clasificacion son:

Préstamo
Fallidos Mo Fallidos — H H i —
T e i F =0,777.Patrimonio_Neto+1,296.Deuda_Pendiente - 5,876
Deuda_Pendiente 1,296 364
[Conztante) -5,876 -9,5396

F, =1,813.Patrimonio_Neto + 0,364.Deuda_Pendiente —9,396

Funciones discriminantes lineales de Fisher
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., e g ~ e 1 .4
Para el grupo 1, la funcion de clasificacion es de la forma: d,(x)=x, S™ x=3% S X, +In(p,)

Estadisticos de grupo

Los centros de gravedad o centroides de los  Matriz intra-grupo
I todia dos grupos seran: combinada:
Fallidos Patrimonio_Meto 5,000
Deuda_Pendiente 5,000 kv2 kv2
Mo Fallidos Patrimonio_Meto 9,000 i _ Xl,l _ i _ Xl,II _ 9 _ 4’764 1'001
Deuda_Pendiente 3,000 I v =y - -
Tatal Fatrimonio_Heto 7,000 Xa. xzv” 3 1,001 3,259
Deuda_Pendiente 4 000

1 1

ol

4764 1001 * X, 1 4,764 1,001
5] —5[5 5] +In(0,5) =

1,001 3,259 X, 1,001 3,259 5

GAMNTAASB 6447448
=0,777.Patrimonio _Neto+1,296.Deuda_Pendiente —5,876

Para el grupo 2, la funcién de clasificacién es de la forma: d,(x)=X, S x —% X, ST X, +In (p,)

1 1

iw=p 3 4764 1001 7 X, 1 o 3 4,764 1,001 " 9 +n(0.5)=
e 1,001 3259 X, 2 1,001 3259 3 e
GANTAAS GAMNTAASB

=1,813.Patrimonio_Neto+0,364.Deuda_Pendiente —9,396

Cada sujeto sera asignado al grupo en el que obtenga un mayor valor de estas funciones.

La funcion discriminante de Fisher [D -C=F - F,]:

D-C=1,035.Patrimonio_Neto-0,932.Deuda_Pendiente - 3,520

El programa SPSS no ofrece la funcion discriminante de Fisher.
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Estadisticos por casos: Para cada caso, se muestran las puntuaciones discriminantes, las
distancias de Mahalanobis de dichas puntuaciones al centroide de cada grupo y las probabilidades a
posteriori obtenidas a partir de esas distancias.

Estadisticos por casos

Purtuzciones
discriminante
GrUpo mayor Sequncdo grupo mayar =

Distancia ce Distancia de

Mahalanobiz Mahalanobis

al cuadrado al cuadrado

Grupa P(D=d | G=0) hasta el hasta el
Mimero de caso | Gruporeal | pronosticado 4] gl PiG=g | D=d) centroide Grupo Pi{G=g | D=cf) centroide Funcion 1

Original 1 1 1 222 1 295 1,491 2 o2 13,479 -2,446
] 1 1 203 1 93 1617 2 ooz 13,354 2,487
3 1 1 A47 1 a7 T 2 243 2856 - 465
4 1 1 549 1 g70 J36 2 030 6972 -1.415
3 1 1 462 1 il 540 2 23 2942 -, 480
[ 1 1 a1 1 569 204 2 A3 3994 - 773
7 1 1 813 1 =19 056 2 JE1 490 -, 959
g 1 1 G185 1 556 249 2 Jd4d 3810 - 727
9 2 2 398 1 raki 14 1 283 2577 ,380
10 2 2 906 1 =35 o4 1 JE2 5439 1,107
11 2 2 484 1 a0 465 1 210 3119 S
12 2 2 099 1 peiae] 2,715 1 alny| 16,795 2873
13 2 184 B3 1 363 224 2 Rkt 3,809 v
14 2 2 551 1 Sa9 355 1 1 9279 1,821
15 2 2 639 1 Sas 220 1 15 8523 1,694
16 2 2 361 1 295 B33 1 002 11,310 2,138

* . Cazo mal clasificado

En este caso solo se ha encontrado un caso mal clasificado segun la funcién lineal discriminante, se
trata del grupo 2 (caso 13 en la tabla de estadisticos de clasificacion) que ha sido incluido
errbneamente dentro del grupo 1.

g

? -

B 4
=
=
w5
= I Como puede verse los
wl i [ ] []
g dos centros de gravedad
S 3 equidistan de la recta
= - .
=] : delimitadora.

1 -

D T T T T T T

1] 2 4 g g 1a 12 14

PATRIMONIO NETO

El director de la entidad financiera clasifica a las dos solicitudes de préstamos. Para ello, basta
sustituir, en la funcion discriminante de Fisher, los valores de Patrimonio_Neto y
Deuda_Pendiente:

D-C=1,035.Patrimonio_Neto-0,932.Deuda_Pendiente —3,520

Primer solicitante: D-C=1,035.(10,1)-0,932.(6,8) - 3,520 =0,5959
Segundo solicitante: D-C=1,035.(9,7)-0,932.(2,2) - 3,520 = 4,469

Como la puntuacion es positiva en ambos casos, se clasifican a los dos solicitantes en el grupo de los
cumplidores, si bien hay que hacer notar que el segundo solicitante tiene una puntuacion
discriminante mucho mas elevada.
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D CRITERIOS ALTERNATIVOS DE CLASIFICACION: Existen otros muchos criterios de clasificacion.
Entre ellos, destacar el analisis de regresion y la aplicacion de la distancia de Mahalanobis. A
continuacion se indican sus rasgos basicos, asi como su relacion con el analisis discriminante de
Fisher.

ANALISIS DE REGRESION: La relacion entre el andlisis discriminante y el analisis de regresion es
muy estrecha. Si se realiza una ajuste por minimos cuadrados, tomando como variable
dependiente la variable dicotomica que define la pertenencia a uno u otro grupo y como
variables explicativas a las variables clasificadoras, se obtienen unos coeficientes que tienen una
estricta proporcionalidad con los coeficientes de la funcion discriminante de Fisher,

A partir del coeficiente de determinacidn, que se calcula en el analisis de regresion, se puede
pasar con facilidad a la distancia de Mahalanobis entre los dos centroides de los dos grupos.

DISTANCIA DE MAHALANOBIS (1936): Es una generalizacion de la distancia euclidea, que tiene
en cuenta la matriz de covarianzas intra-grupos. El cuadrado de la distancia de Mahalanobis

(DMﬁ) entre los grupos iy j en un espacio de p dimensiones, siendo (V,,) la matriz de covarianzas

intra-grupos, viene definida de forma: DMﬁ =(x,— xj)' Vot (x, - X;)

donde los vectores x; y x; representan dos puntos en el espacio p dimensional. En la

terminologia usual para designar esta distancia se prescinde de la M (introducida para evitar
confusiones con las puntuaciones discriminantes a las que se ha designado por D).

El cuadrado de la distancia euclidea dfj entre los puntos (i, j) viene dado por la expresion:
p

0} =06=) (=)= 5 (K = X,)°

La distancia euclidea es el caso particular de la distancia de Mahalanobis en la que (V,, =1). Es

decir, la distancia euclidea no tiene en cuenta la dispersion de las variables y las relaciones
existentes entre ellas, mientras que en la distancia de Mahalanobis si que se descuentan estos

factores al introducir en la expresion DMﬁ =(x,— xj)' VoL (%, — x;) lainversa de la matriz de
covarianzas intra-grupos.

Con el criterio de Mahalanobis, aplicando DMﬁ =(x; —xj)' V(X —-X;), se calcula la distancia entre
cada punto y los dos centroides.

DMi2,| = (Xi - X|)' Vv;l (Xi - X|)
Asi, para el punto i-ésimo se obtienen estas dos distancias:

DMiZ,II =(x - Xu)‘ V"0 —xy)

La aplicacion de este criterio consiste en asignar cada individuo al grupo para el que la distancia
de Mahalanobis es menor.

La distancia de Mahalanobis clasifica a los individuos exactamente igual que lo hace la funcién
discriminante de Fisher. La diferencia entre uno y otro tipo de procedimiento es que, mientras la
distancia de Mahalanobis se calcula en el espacio de las variables originales, en el criterio de
Fisher se sintetizan todas las variables en la funcion discriminante, que es la utilizada para
realizar la clasificacion.
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) Enelfichero (prestamo-riesgo.sav) se han guardado las columnas: Dis_1 (Grupo pronosticado
para el analisis 1), Dis1_1 (Puntuacion discriminante de la funcion 1 para el analisis 1), Dis1 2
(Probabilidades de pertenencia al grupo 1 para el analisis 1) y Dis2_2 (Probabilidades de
pertenencia al grupo 2 para el andlisis 1)

w.f prestamo-riesgo.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS

Archivo Edicidn  Wer Datos Transformar  Analizar  Gréficos  Utlidades  Ventana 7
30:Dis2_2 Visible: 8 de 8 vari:
Cliente | Préstamo |Patrimonio_Neto| Deuda_Pendiente | Dis_1 Disl_1 Disl_2 | Dis2_2
1 1 1 1.3 4,1 1 -2,44623 ,99751 ,00249
2 2 il 3.7 6,9 1 -2,49687 ,99780 00220
3 3 1 5.0 3,0 1 - 46476 15747 , 24253
4 4 1 5,9 6,5 1 -1,41530 ,96977 ,03023
5 5 i | 7.1 5.4 1 -49006 , 70868 23132
6 6 1 4,0 2,7 1 - 77319 ,86928 13072
7 7 1 7.9 7.6 1 -,98856 ,91852 ,08148
8 8 1 5.1 3,8 1 -, 72669 ,85578 14422
9 9 2 5,2 1.0 2 ,38018 , 28260 ,711740
10 10 2 9.8 4,2 2 1,10693 06224 93776
11 11 2 9,0 4.8 2 ,54081 ,20995 ,79005
12 12 2 12,0 2,0 2 2,87290 ,00088 ,99912
13 13 2 6,3 5.2 1 - 75201 86327 13673
14 14 2 8,7 1.1 2 1,82088 ,01141 ,98859
TS5 15 2 11,1 4.1 2 1,69419 ,01550 ,98450
16 16 2 9.9 1.6 2 2,13776 ,00528 99472
17
4 » \Vista de datos } Vista de variables / |< | 3|
SPSS El procesador estd preparado

-
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| CONCESION PRESTAMOS - RIESGO |

Un banco realiza un estudio con el objetivo de identificar con la mayor precision posible aquellas

Analisis Discriminante

solicitudes de préstamos que probablemente puedan llegar a convertirse en morosos o fallidos en el
caso que se concedieran. Para ello, dispone de la informacion reflejada en la tabla adjunta, relativa a
25 clientes y a las variables que se analizan:

F Cumplimiento: Grado de cumplimiento del cliente en el reintegro del préstamo. Toma el valor 1
si el cliente es cumplidor, 2 si es moroso y 3 si es fallido.

Ingresos: Ingresos anuales del cliente, en miles de euros.

Patrimonio Neto: Patrimonio neto del cliente en miles de euros.

Vivienda: Variable dicotomica que toma el valor 1 si el cliente es propietario; 0 en caso contrario.
Casado: Variable dicotémica que toma el valor 1 si esté casado; 0 en otro caso.

Contrato Trabajo: Variable dicotdmica que toma el valor 1 si el cliente es asalariado con contrato

TTTTT

fijo; 0 en otro caso.

Cliente Cumplimiento Ingresos

Patrimonio neto Vivienda Casado Contrato trabajo

1

OO ~NO O~ WwWwN

Y
wWN RO

MNONNONRE R R R R R
EWONRPRPOO®O®~NO® U N
WWWWWNNRNNMNNNNNRPRPRRPRPRPRRPRERRRRERR

N
a1

32,7
18,6
24,6
37,2
23,7
7,5
29,4
53,4
20,1
31,2
17,1
39
45,6
26,1
8,1
12,6
8,7
38,4
22,8
14,7
19,8
5,1
7,2
111
15,9

336
204
138
270
114
132
90
228
324
480
108
132
216
234
48
114
150
24
114
60
42
72
30
36
150

1

oOrPrProooroProorrFrRPPPPOFRPORP,RFPPFPOPR

1

OCORRPRRPRRPRRPROORRRPRRPRRLRRPRLRRRPRRELRRLORO

0

OCO0OFROORORRPRPRPRPRORPRRPRRORRPRRPRREPRREREPR

Se trata de un Analisis discriminante multiple, ya que el banco ha clasificado a los clientes en tres
grandes grupos, habra que construir funciones discriminantes que permitan clasificar, con los
menores errores posibles, a los clientes en los diferentes grupos. Si se obtienen buenos resultados,
estas funciones discriminantes se podran utilizar para analizar si se concede un préstamo o no a un

futuro cliente peticionario.

Santiago de la Fuente Fernandez

35



Analisis Discriminante

iLaf prestamo-riesgo-multiple.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS

archivo  Edicién  Wer Datos  Transformar Graficos  Utlidades  Ventana 7
32: Informes > Visible: 6 de 6
— Estadisticos descriptivos LN
Cumpllmlento| Ingrest | i y (ivienda | Casado |Contra_Traba| »
1 1 32,7 cComparar medias » 1 1 0
3 1 18,6 Modelo lineal general » 1 0 1
3 1 246 Modelos Iin.eales generalizados  » 0 1 1
Madelos mixkos 4
4 1 37,2 Correlaciones 3 1 0 1
5 1 23,7 Regresin % I 1 1
Loglineal 4 . =
6 1 7.5 g » Conglomerada en dos fases, .. 1
7 il 29,4  Reduccién de datos ¥ Conmglomerado de K medias... 1
2 1 534 Escalas 3 Conglomeradas jerarquicos... 1
: Pruebas no paramétricas 3 Arbol
9 1 20,1 Series temporales 3 L20.2:; 1
10 1 31,2| Supervivencia 3 0
11 1 171 Respuesta multiple 3 1 1 1
Anélisis de valores perdidos. ..
12 1 39,0 Muestras complejas 3 1 1 1
13 1 45,6/  Control de calidad 3 1 1 1
14 2 PT | e 1 ] 0
15 2 8.1 48 0 1 1
16 2 12,6 114 1] 1] 1
17 2 8,7 150 1 0 1
18 2 38.4 24 1] 1 1
19 2 22,8 114 1 1 0
20 2 14,7 60 1] 1 1
21 3 19,8 42 1] 1 0
22 3 5.1 72 0 1 0
23 3 1,2 30 1 1 1
24 3 11,1 36 1 0 0
25 3 15,9 150 0 1] 0
26 v
4 v \Vista de datos £ Vista de variables [ | < »
W Discriminante SPSS El procesador esta preparado

Se selecciona Cumplimiento como variable de
agrupacion (cuyo rango es 1y 3) y las otras cinco
variables como independientes.

El método de inclusion por pasos.

Andlisis discriminante: Método de inclusidn por, pasos

Criterios

(®) Usar valor de F

O atianza o explicads Eniada (384 | Salids [271 |

() Distancia de Mahalanebis
() Menor razén F () Usar probabilidad de F
O de Rao !- ] !- ]
i___i - B
e
Maostrar
Hesumen de loz pasos [ F para distancias por parejas

M Andlisis discriminante

g& Ingresos

%Vivienda

&4 Casado

g@ Patrimonio_Meta

&5 Contra_Traha

‘Yariable de agrupacidn:

| Cumplimientaf1 3]

Independientes:
s

Yariable de seleccidn:

[Estadl’sticos...] [ Métada... ] [Elasificar...] [ Guardar...

Analisis discrim

Dezcriptivos

AMNOVAs univariados
It de B

Coeficientes de la funcian
De Fisher
Mo tipificados

ante: Estadisticos

I atrices

[] Carrelacién intra-grupos

[] Cavarianza intra-grupos

[[] Cavarianza de gupos separados

[] Covarianza tatal

IEuntinuar] [Eancelar] [ Ayuda ]
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Frobabilidades previaz
(%) Todos loz grupos iguales

() Calcular zegin tamafios de gupos

I ostrar

Resultados para cada cazo
[ Limit. casoz a primeros:

Tabla de resumen

Uzar matriz de covarianzas
ontinuar

(&) Intra-grupoz -
Cancelar

() Grupos separados -

Graficos
Grupos combinados
Giupos separados

Analisis Discriminante

[ Clasificacién dejanda uno fuera

[ Reemplazar los valores perdidos can la media

El Visor de resultados de SPSS muestra:;

Estadisticos de grupo

I wélicho (sequn lista)
) Mo Las medias de las cinco
Cumplimierto Media Desw . tip. ponderados Ponderados . . .
Cliente Cumplicior Ingresos 29,238 12 5653 13 13,000 Varlables |ntr0dUC|daS como
Patrimanio_leta 2113231 | 1143840 13 13,000 independientes en el analisis
Yivienda 7ED 4385 13 13,000 .
i £ e - 13000 | SON mgyores en la categoria de
Cantra_Traka 546 3755 13 13000 [ cumplidores que en las otras
Cliente moraso Ingresos 18,771 10,9539 7 7,000 Categorl'as.
Patrimaonio_Meto 106,286 71,4743 7 7,000 , . .
ivienda 42 =345 7 7om | Asi, los clientes cumplidores, en
Casado 714 4880 7 7o | relacién con los otros dos
Contra_Traba 714 4580 7 7,0a0 H
Cliente fallida Ingresos 11,820 60693 a 5,000 g.I’UDOS (mOI'OSOS.., fa"IdOS),
Patrimania_leta BEOO0 | 496555 5 5,000 tienen mayores ingresos, un
Wivienda 400 S477 5 5,000 mayor patrimonioi son
Cazado 600 5477 5 5,000 . . .
Contra_Traba 200 4472 5 soon | Propietarios de la vivienda que
Total Ingresos 22524 | 12,9464 25 25000 | habitan estan casados y son
Patrimania_Meto 153,540 | 1113595 25 25,000 ; 5
S o jois - S asalariados con contrato fijo.
Cazado 7O 4359 25 25,000
Cantra_Traka 580 AT 75 25,000

Pruebas de igualdad de las medias de los grupos

Las ANOVAs indican que no se observan

diferencias significativas entre los cumplidores, denike | r o w2 | se
H Inaresos o] 4,840 2 22 16
morosos y fallidos, en cuanto al h_e(_:ho de ser BabmorioiNets | e = - i
propietario o no de la vivienda (Vivienda) y el Wivisnda BT0 | 153 2 2 217
Cazado 245 509 2 22 233
estar casado o no (Casado). Cortra_Traba 7| 4o 2 2 027

En consecuencia, las variables (Vivienda) y (Casado) no deberian tener una gran influencia a la hora
de clasificar a los clientes en uno u otro grupo. Obsérvese que en ambos casos, p_valor > 0,05, se
acepta la hipétesis nula, es decir, los grupos en media son iguales.

En la siguiente tabla se observa el contraste de la Prueba de Box para determinar si es aceptable o no
la hipotesis de homocedasticidad. Primero aparece el logaritmo del determinante de las matrices de

. : . 9 v,
covarianzas de los residuos de cada celda, calculadas segin la expresion S, =—=
n —

g

una estimacion de la matriz de covarianzas correspondiente a la celda g-ésima Z), y la matriz de

(la matriz Sy es
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G G

2 v, Z(ng -1)S,
covarianzas global, calculada segun la expresion S = G =& G
n- n-

de la matriz de covarianzas global Z), asi como el rango de cada una de estas matrices.

(donde S es una estimacion

Las matrices son de orden 5x5, ya que existen cinco variables clasificadoras.

Si las matrices son no singulares (tienen inversa) su rango debe de ser 5. Se observa, en este caso,
que la matriz correspondiente al grupo 3 (cliente fallido) no se calcula porque existen muy pocos
casos para ser no singular, en efecto se puede observar que el nUmero de individuos que pertenecen
al grupo 3 (clientes fallidos) es justamente 5y con este tamafio la matriz de covarianzas de los
residuos es necesariamente singular.

Andlisis 1 Resultados de la prueba®
Prueba de Box sobre laigualdad de las matrices de covarianza M de Box 40,338
Logaritme de los determinantes F Apm}{. 1,693
- gl 15
Logaritmo del
Cumplimienta Rango determinante alz 5'34-1 27
Cliente Curmplidor 3 TE23 Sig. 048
Cliente moroso T A 3
: ; 0 b0z Contrasta 13 hipdtesis nula de que las matrices de
Cliente fallido a b 3 i ;
Intra-grupos carmbinada 5 8345 covarianzas pohlacionales soniguales,
Los rangos v logatitmos naturales de los . Algunas r_na_trices de_cuvarianzas son singulares y
determinantes impresos son los de las matrices de el procedimiento ordinario no es valido. Los grupos
covarianzas de los grupos. no singulares se compararan con sUs propias
a Rango =5 matrices de covarianzas intra-grupo comhbinadas. El
b. Muy pocos casos para ser no-singular logaritmo de su determinante es 9,348,

Debido a que la matriz del grupo 3 (fallidos) es singular, SPSS contrasta la igualdad de las matrices de
covarianzas poblacionales en los grupos 1y 2, respectivamente, cliente cumplidores y morosos,
estimando la matriz de covarianzas global con los datos de estos dos grupos. El nivel de significacion
critico que se obtiene en este contraste es 0,048, con lo que se acepta la hipotesis nula para un nivel
de significacion del 1% (0,048 > 0,01), pero no para un nivel del 5% (0,048 < 0,05, rechazandose la
hipdtesis nula).

Resumen de las funciones canénicas discriminantes

Autovalores Lambda de Wilks
3 _ Correlacion Contraste de Lamhbda
Funcion Autovalor | % devarianza | % acumulado canonica las funciohes de Wilks Chi-cuadrado gl Sig
1 2,2642 98,1 98,1 e Talaz 294 26,343 1 000
2 0432 1,9 100,0 203 2 959 909 1 340

a. Se han empleado las 2 primeras funciones discriminantes
candnicas en el analisis.

En la tabla de Lambda de Wilks se aplica el contraste de significacidn para el conjunto de los dos ejes
discriminantes. El contraste V de Barlett que se aplica es:

K+G & ,
V= n—1—T gZJ+1In(1+)\g) donde j=0,1

V, = n—l—% In@+A)+In@+7,)]= 25—1—? In(+2,264) +In(1 +0,043)] = 26,343

Los grados de libertad de la chi-cuadrado son K(G-1)=2(3—-1) =4 y el nivel de significacion critico es

0,000 < 0,05 rechazando, por tanto, la hipdtesis nula, lo que significa que al menos uno de los ejes
discriminantes es significativo, es decir, el primer eje discriminante es significativo (es el que tiene
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mayor poder discriminante). Adviértase que si no se rechaza la hipétesis nula no deberia continuar el
analisis.

Obsérvese que se cumple la relacion entre la landa de Wilks y las raices caracteristicas (autovalores):

1 1

(L+A)(L+A,)  (1+2264) (1+0,043)

Una vez determinada la significatividad del primer eje discriminante, se contrasta la significatividad
de los restantes, en este caso, del segundo eje discriminante. El contraste a aplicar es el siguiente:

V, = n—l—% In@+2,)]= 25—1—% In(+0,043)]=0,909

Los grados de libertad de la chi-cuadrado son (K-1)(G-1-1)=(2-1)(3-1-1)=1(en el andlisis no
entran 3 variables clasificadoras) y el nivel de significacion critico es 0,340 > 0,05, aceptando la

hipotesis nula, lo que significa que el segundo eje discriminante no es significativamente distinto de
0 para cualquiera de los niveles de significacion usuales.

La relacion entre la landa de Wilks (obtenida después de excluir la primera funcién discriminante) y
la segunda raiz caracteristica (segundo autovalor) es la siguiente:
1 1

A, = = =0,959
(1+A,) (1+0,043)

Como informacién complementaria, se calcula la correlacion canonica de cada funcion discriminante
con la variable categorica que define los grupos, obteniéndose:

n= |- | 2264 _eas = i | 0083 g0
147, \1+2264 1+A, \1+0,043

Los resultados obtenidos confirman que la capacidad explicativa de la segunda funcion discriminante
es muy inferior a la primera. Una confirmacion final de esta conclusion es que el porcentaje de
varianza explicada con la primera funcion discriminante es del 98,1%, mientras que la varianza
explicada con la segunda funcién discriminante es del 1,9%. Con lo que a efectos practicos se podria
prescindir de la segunda funcién discriminante, sin que afectase de forma importante a los
resultados de la clasificacion.

Matriz de estructura

Funcidn
1 2
Casadod By 016
Coeficientes estandarizados de las Cortra_Traba 7394 818
funciones discriminantes canénicas Patrimania_Neto As7 - BB
— YWiviends® o0 233
Funcian Ingre=o=? -033 -,209%
1 2 Correlaciones intra-grupo combinadas entre las
Patrimonio_Meto 1,183 =311 wariables dizcriminantes v las funciones
Contra_Traba 1,154 594 dizcriminantes candnicas tipificadas

Wariables ordenadas por el tamanio de 1a
correlacian con s funcian.

*. Mayor correlacian absoluts entre cada
variable v cualguier funcion discriminante.

a. Esta variable no ze emplea en el analisis.
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COEFICIENTES ESTANDARIZADOS: Aparecen los coeficientes de la funcién discriminante candnica
estandarizados (media 0 y desviacion tipica 1), de esta forma se evitan los problemas de escala que
pudieran existir entre las variables y, en consecuencia, la magnitud de los coeficientes
estandarizados son un indicador de la importancia que tiene esta variable en el calculo de la funcion
discriminante.

MATRIZ DE ESTRUCTURA: Conviene conocer cudles son las variables que tienen mayor poder
discriminante en orden a clasificar a un individuo en uno de los grupos (cumplidor, moroso, fallido).
Una forma de medir ese poder discriminante es calculando el coeficiente de correlacion entre cada
una de las variables y la funcion discriminante. Con un asterisco se indica el coeficiente mas grande
(en valor absoluto) que tiene cada variable.

Asi, la variable Casado tienen su mayor coeficiente con la funcion discriminante 1, mientras que las
variables Contrato_Trabajo e Ingresos lo tienen con la funcién discriminante 2.

Funciones en los centroides de los grupos

Coeficientes de las funciones candnicas discriminantes

Funcidn
Funcidn Cumplimiento 1 2
1 2 = Cliente Cumplidar 1,202 -0ar
Patrimonio_Meta 013 =004 Cliente moroso - 505 ang
Ccﬂﬂffi-thaba 2,734 1,408 Cliente fallido -2,418 -,201
(Constante) <3:740 L128 Funciones discriminantes candnicas no tipificadas

Coeficientes notinificados evaluadas en las medias de los grupos

Aparecen las puntuaciones de los centroides de los grupos (Patrimonio_Neto, Contrato_Trabajo) con
respecto a las funciones discriminantes (conviene darse cuenta que en este caso no hay un punto de
corte discriminante, pues el conjunto de datos se encuentra separado en tres grupos).

Ahora falta calcular el valor de tres funciones de clasificacion, y se clasificara a cada individuo en
aquél grupo cuya funcién discriminante resulte tomar el mayor valor.

Coeficientes de la funcion de clasificacion

Cumplimienta
Cliente Clierte
Cumpliclar marasa Clierte fallida
Patrimonio_Meto 163 023 18
Contra_Traba 13721 9 E04 3,662
(Caonstante) -13,590 -6 607 -2,051

Funcionesz dizcriminantes lineales de Fisher

De esta forma, las funciones de clasificacion son:

F =0,063.Patrimonio_Neto+13,721.Contrato_ Trabajo -13,590 (cliente cumplidor)
F, = 0,039.Patrimonio_Neto +9,604.Contrato_ Trabajo—6,607 (cliente moroso)
F, =0,018.Patrimonio_Neto + 3,662.Contrato_ Trabajo—-2,051 (cliente fallido)

Para su aplicacion, se calcula la puntuacion de cada individuo en cada uno de los grupos, utilizando

las funciones clasificadoras. Finalmente, un individuo se clasifica en el grupo en el que ha alcanzado
la puntuacién mas elevada.

El mapa territorial sirve para ver como quedan la clasificacion en funcién de las dos funciones
lineales discriminantes:
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Mapa territorial
Discriminante candnica
Funcidn 2

e ey 2 SENEE B B2
| | | | | | |
s,0 1 a2 21 1
32 z1
a2 21
az 21
3z z1
az 21
4,0 1 1 sz } + z1 4 +
a2 21
az z1
3z z1
a2z 21
zz z1
z,0 T + a2 t a f t
az z1
3z z1
3z 21
32 21
CERE 31
AT s T e A= ¢ F 1)
3z z1
a2z 21
3z z1
az 21
az 21
—z,0 T + t 32 =1 1 t
3z 21
3z z1
az1
az1
az1
-4,0 T T a1t + T
31
a1
a1
21
21
-6,0 T 31 T
| | | | | | |
| | | | | | |
-6.0 -a.0 -z.0 .0 z.0 a.0 6.0

Funcidn discriminante candnica 1
Sinbolos usados en el mapa territorial

Simbol  Grupo Eticgu

s 1 Cliente Cumplidor

2 Z Cliente moraoso

3 3 Cliente fallido

* Indica un centroide de grupo

El mapa territorial delimita, en el plano de las dos funciones discriminantes (no estandarizadas), las
areas que se asignan a cada grupo. El area situada en la parte derecha de la funcién discriminante 1
es la correspondiente al grupo 1, mientras que el area de la izquierda corresponde al grupo 3. Se
clasifican en el grupo 2 los individuos con puntuaciones discriminantes candnicas situadas en el
triangulo de la parte central.

La salida de SPSS recoge el calculo de probabilidades a posteriori, puntuaciones discriminantes y
resultados de la clasificacion. En este caso, no aparece la columna etiquetada con (valores faltantes)
donde se refleja casos o individuos para los que no se dispone de informacién completa. Aparece la
columna Grupo real de pertenencia y Grupo pronosticado, que cuando aparece con un asterisco
refleja que el individuo a que corresponda se le clasifica de forma erronea.

Las columnas siguientes son relativas al calculo de probabilidades. Las probabilidades a posteriori
P(G/D) se calculan para cada grupo con la férmula:

Prob(g/D)= ﬁ =1, 9 =9rupo (extendida a tres variables)
: m e+, " 97 i, = probabilidad a priori
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Con este criterio se clasifica a un individuo en el grupo I si: F Inm, >F, Inm,.
La aplicacion de este criterio implica que el punto de corte discriminante C, viene definido por:

D+D, T,

T

Punto de corte con informacion a priori: (C, = In

p

En la salida del SPSS se indica la probabilidad a posteriori mas alta con indicacion al grupo a que
corresponde y la segunda probabilidad més alta con indicacion del grupo. Junto a la probabilidad
mas alta aparece la probabilidad de la puntuacion discriminante P(D/G), que no tiene interés
especial en el analisis.

Las dos dltimas columnas se refieren a las puntuaciones discriminantes. Cada una de ellas
corresponde a una funcion discriminante. En SPSS estas puntuaciones se calculan utilizando los
coeficientes de las funciones discriminantes canoénicas no estandarizadas.

Estadisticos por casos

Purtuaciones
Grupo mayor Sequndo grupo mayar dizcriminantes

Diztancia de Distancia de

Mahalanobiz Mahalanobiz

al cuadrado al cuadraco

Grupo P(C=d | G=q) hasta el hasta &l

Miuamero de caso | Gruporeal | pronosticado n ol Pi(G=g | D=l certroide Grupo P(G=g | D=d) certroide Funcign 1 | Funcidn 2
Original 1 1 1 134 2 706 4,018 2 274 5914 434 1,935
2 1 1 g2z 2 G7a 63 2 JA23 4,062 1,306 A79
3 1 1 17 2 993 Jitid 2 401 1,447 73 35
4 1 1 a23 2 a7 1,297 2 029 5,311 2,337 =177
5 1 25 37 2 537 Relny | 1 451 1,252 373 GBS
g 1 1 573 2 558 il 2 435 1,290 00 568
7 1 o% 75 2 BB 572 1 5 2,055 o7 794
g 1 1 A24 2 025 367 2 075 5418 1,809 050
9 1 1 179 2 g9z 3,441 2 oog 13,004 3,017 - 468
10 1 1 e 2 gl 5,001 2 m3 16,694 2,248 -2718
11 1 244 A7 2 570 795 1 #5 1432 298 BaT
12 1 1 573 2 556 il 2 435 1,240 B0 S6G
13 1 1 -] 2 03 245 2 a7 4713 1,658 115
14 2 2 225 2 533 2885 3 343 3,869 -,350 1388
15 2 2 riic] 2 740 515 1 140 3,981 - 458 1,02
16 2 2 BT 2 537 am 1 451 1282 73 EES
17 2 1% 79 2 BE0 452 2 336 1,80 27 A7
18 2 2 &7 2 800 780 3 120 4,576 -, 760 1,150
19 2 i 63 2 f92 295 2 107 4537 -2,361 - TH
20 2 2 793 2 TET 464 1 180 3,363 - 307 A56
21 3 3 ] 2 ars 744 2 025 8,063 3,267 -353
22 3 3 A2 2 853 320 2 047 6,357 2,890 - 515
23 3 24 To7 2 F02 B9 3 106 4746 - Bag 1118
24 3 3 F45 2 ara EED 2 022 2444 3,343 -,320
25 3 3 570 2 789 500 2 204 3,504 1,907 - 835

**, Cazo mal clasificado

Estadisticos por caso: Para cada caso, se muestran las puntuaciones discriminantes, las distancias de
Mahalanobis de dichas puntuaciones al centroide de cada grupo y las probabilidades a posteriori
obtenidas a partir de esas distancias.

Se observa que hay seis casos mal clasificados, comprobandose como las probabilidades de
pertenencia son mayores para la pertenencia al grupo mayor, y también que las puntuaciones
discriminantes son las que sitlan a cada caso en el mapa territorial.

Los resultados de la investigacion son satisfactorios, ya que contiene un porcentaje elevado de
clientes clasificados satisfactoriamente (76%), si bien preocupa el caso de un cliente moroso (cliente
17) que ha sido calificado como cumplidor. Este tipo de error de clasificacion tiene mucha
importancia, el banco se preocupa sobre todo que un cliente moroso o fallido pueda ser considerado
como cumplidor, pues el coste de una clasificacién erronea de este tipo es elevado para la entidad.
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