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REGRESIÓN LINEAL

MÉTODO DE LOS MÍNIMOS CUADRADOS.‐  En cada
par (X,Y) al valor observado  ix  le corresponde un valor
observado  jy  y otro valor teórico  iŷ  que sería el que

le correspondería en la recta como función, es decir:

i10i xββŷ +=

A la distancia entre estos dos valores (teórico y
experimental), la denotamos por  jiij yŷd −=

Para obtener los parámetros  0β  y   1β , se toman las distancias (errores) al cuadrado para que no se

contrarresten los signos positivos y negativos, haciendo mínima su suma:  ∑∑ −==
j,i

2
ji

j,i

2
j,i )yŷ(dM

Por otra parte, para simplificar el mecanismo para obtener la recta de regresión de Y (variable
dependiente) sobre X (variable independiente), se descartan multiplicidades y suponemos que cada
par se repite una sola vez.

Considerando que  i10i xββŷ += ,    ∑∑ −β+β==
j,i

2
ji10

j,i

2
j,i )yx(dM

Para hallar los valores de  0β  y   1β  que hagan mínima esta función hemos de hallar las derivadas,

igualando a cero las ecuaciones resultantes:

∑∑

∑∑

=−β+β⇒=−β+β=
βϑ

ϑ

=−β+β⇒=−β+β=
βϑ
ϑ

j,i
iji10

j,i
iji10

1

j,i
ji10

j,i
ji10

0

0)x()yx(0)x()yx(2
M

0)yx(0)yx(2
M

Por las propiedades del sumatorio, se obtienen las ecuaciones normales de la regresión:

                       

⎪
⎪

⎩

⎪
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⎨

⎧
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⎪
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⎪
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i
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i i j
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yxxx
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0yx

Dividiendo las expresiones anteriores por N (número total de datos), habiendo supuesto que la
frecuencia absoluta de cada par (X, Y) es la unidad, resulta:
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sustituyendo en la ecuación  112010 aax =β+β , resulta:
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Finalmente, sustituyendo los  valores obtenidos en la ecuación de la recta   xy 10 β+β=

                              )xx(
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COEFICIENTES DE REGRESIÓN LINEAL

• La recta de regresión de Y sobre X:    )xx(
m

yy 2
x

11 −
σ

=− , donde el coeficiente de regresión

2
x

11
x/y

m

σ
=β  es la pendiente de la recta.

• La recta de regresión de X sobre Y:   )yy(
m

xx 2
y

11 −
σ

=− , donde el coeficiente de regresión

2
y

11
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m

σ
=β  es la pendiente de la recta.
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DESCOMPOSICIÓN DE LA VARIABILIDAD: COEFICIENTE DE CORRELACIÓN ‐ VARIANZA RESIDUAL

Sea  iŷ  el valor teórico que correspondería en la recta de regresión de Y sobre X:  i10i xββŷ += .

Elevando al cuadrado la descomposición  )yŷ()ŷy()yy( iiii −+−=− , se obtiene:

  [ ]
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con lo cual, 
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Por otro lado,  

4342143421

SCT/SCE

)yy(

)yŷ(
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Una vez estimado el modelo es conveniente obtener una medida acerca de la bondad del ajuste

realizado. Un estadístico que facilita esta medida es el Coeficiente de Determinación ( 2ρ ), que se

define:  
2

n

1i
i
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1i

2
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2

)yy(
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SCT
SCE
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−
==ρ

∑
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El Coeficiente de Determinación permite, además, seleccionar entre modelos clásicos que tengan el
mismo número de regresores, ya que la capacidad explicativa de un modelo es mayor cuanto más
elevado sea el valor que tome este coeficiente.

De otra parte,  )1(1
N)yy(

N)ŷy(
1
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1 22
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σ
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−
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σ

σ

∑
∑ a

4434421

4484476

Considerando la recta de regresión de Y sobre X, el coeficiente de determinación  2ρ  puede
expresarse:
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El coeficiente de correlación lineal ρ  es un número abstracto que determinará el grado de ajuste
entre una nube de puntos y una recta de regresión. Se define como la media geométrica de los
coeficientes de regresión lineal:

                                        
yx

11
2
y

11
2
x

11
y/xx/y

mmm
σσ

=
σσ

=ββ=ρ

Adviértase que si la varianza residual es cero  02
r =σ , se tiene,  010)1( 222

y
2
r =ρ−=ρ−σ=σ a

con lo cual,  yx11
2 m1 σσ±=⇒=ρ

RELACIÓN ENTRE COEFICIENTES:
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INTERPRETACIÓN COEFICIENTE DE CORRELACIÓN LINEAL:

Se hace una interpretación a partir de la relación con la varianza residual  )1( 22
y

2
r ρ−σ=σ :

• 0y0y0Si y/xx/y
2
y

2
r =β=βσ=σ⇒=ρ .

Las dos rectas son perpendiculares y las variables son INCORRELADAS

• 01Si 2
r =σ⇒=ρ .

Todos los puntos se encuentran situados sobre la recta de regresión,
existiendo entre las dos variables una DEPENDENCIA FUNCIONAL
(recta de regresión creciente).

• 01Si 2
r =σ⇒−=ρ .

Todos los puntos se encuentran situados sobre la recta de regresión,
existiendo entre las dos variables una DEPENDENCIA FUNCIONAL
(recta de regresión decreciente).  



47

• 10ó01Si <ρ<<ρ<−
Las variables están tanto más correladas en cuanto el
coeficiente se aproxima más a ‐1 ó 1, respectivamente.
En ambos casos, existe una DEPENDENCIA ALEATORIA entre las
variables.

TRANSFORMACIÓN DE LOS DATOS

Cuando se detectan problemas de NO LINEALIDAD o HETEROCEDASTICIDAD y se desea aplicar las
técnicas de REGRESIÓN LINEAL se procede de forma análoga.

TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES LINEALIZABLES
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ANTECEDENTES DE LA REGRESIÓN

• La Normal univariante y bivariante (modelos de probabilidad)

• Ajuste de una recta a una nube de puntos (análisis de datos)

• Inferencia estadística (obtención de conclusiones mediante la información de los datos y
       las propiedades teóricas del modelo: intervalos de confianza, contrastes de hipótesis, errores,
       análisis de la varianza, ...)

Distribución Normal Bivariante    (parámetros   ρσσμμ .,,, 2121 )

)Y,X(ncorrelació.Coef)Y(Var)X(Var)Y(E)X(E 2
2

2
121 =ρ=σ=σ=μ=μ

[ ])y()X(2)y()X(
)1(2

1

2
21

2121
2

2
2
1

2
1

2
222

2
2
1e

12

1
)y,x(f

μ−μ−ρσσ−μ−σ+μ−σ
ρ−σσ

−

ρ−σσπ
=

Normal bivariante:  Distribuciones condicionadas

MODELOS DE REGRESIÓN LINEAL

Las técnicas de Regresión Lineal simple parten de dos variables cuantitativas:

• La variable explicativa (x)
• La variable respuesta (y)

Tratando de explicar la variable de respuesta (y) mediante una función lineal de la x representada por
la recta  xy 10 β+β= .
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Para ello partimos de un Modelo de Probabilidad (la distribución normal) y de n pares de datos  )y,x( ii

que suponemos que provienen del modelo establecido.

Diferenciamos dos Moles:

MODELO 1.‐ El observador fija los valores de la variable  ix  y obtiene 'al azar' los correspondientes
                       valores  ix :   UXY 10 +β+β=   donde  ),0(NU σ∈

MODELO 2.‐ El observador obtiene 'al azar' los correspondientes valores )y,x( ii :

                        ),,,,(N)Y,X( 2121 ρσσμμ∈  ⇒    ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ρ−σβ+β∈= 2

210 1,xNxX/Y

MODELO 1: MUESTRA ALEATORIA

                                ii10i uxy +β+β=  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=σβ+β∈

∈

)n,,1i(ntesindependie),x(Ny

)1,0(Nu
2

i10i

i

L

Estableciendo las hipótesis:

Normalidad:  )1,0(Nui∈
Linealidad:  0)u(E i =
Homocedasticidad:  0)u(V i =
Independencia: Los  iu  son independientes

Los parámetros:

• 0β : representa el valor medio de la variable de respuesta

(y) cuando la variable explicativa (x) es cero.

• 1β : representa el incremento de la respuesta media (y)
cuando la variable explicativa (x) aumenta en una unidad.

Ajuste de una recta a n pares de
datos  )y,x( ii .

Estimación de los coeficientes de la
recta
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PARÁMETROS DE LA REGRESIÓN (β0, β1)
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ANÁLISIS DE LOS RESIDUOS. ESTIMACIÓN DE LA VARIANZA RESIDUAL  σ2

Los residuos del modelo:  iii ŷyu −=

La varianza residual:

     
2n

)xˆˆy(

2n

u
Sˆ

n

1i

2
i10i

n

1i

2
i

2
R

2
r −

β−β−
=

−
==σ

∑∑
==

Los residuos pueden dibujarse
de distintas formas:

• Poniendo en el eje de abscisas los valores de las  ix  y en el de
ordenadas los correspondientes  iu .

• Poniendo en el eje de abscisas los valores de las  iy  y en el de
ordenadas los correspondientes  iu .

RESIDUOS TIPIFICADOS  O ESTANDARIZADOS.‐ Para evitar la influencia de las unidades de medida
utilizadas en los datos y eliminar posibles diferencias debidas al azar en su variabilidad, se pueden
utilizar los residuos tipificados dividiendo cada uno de ellos por una medida común de dispersión.
El método más común lleva a lo que se llama residuos studentizados (por lo que su distribución es la
t‐Student).
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ESTIMACIÓN POR INTERVALOS DE L0S PARÁMETROS DE REGRESIÓN
(Suponiendo Normalidad)
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CONTRASTE DE LA REGRESIÓN (t‐Student)

Se establecen las hipótesis:

0:H

0:H

11

10

≠β
=β La hipótesis nula establece que los valores de la X no influyen en los valores de

la Y en la relación lineal, frente a la hipótesis alternativa que dice lo contrario.

Con un nivel de significación α  rechazamos la hipótesis nula  0H  si el CERO no está cubierto en el

intervalo de confianza:
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CONTRASTE DE LA REGRESIÓN: ANOVA
(Descomposición de la variabilidad en la regresión)
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43421
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)ŷy( )yŷ()yy( iiii −+−=−
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Por otro lado,  
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El  Coeficiente de Determinación 
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El  Coeficiente de Determinación corregido  2R  por el número de grados de libertad, que depura el
incremento que experimenta el coeficiente de determinación cuando el número de regresores es
mayor:
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ANÁLISIS DE LA VARIANZA: TABLA ANOVA

Variación Suma cuadrados grados libertad Media cuadrática F‐Snedecor p‐valor

 Explicada ∑
=

−=
n

1i

2
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CONTRASTE DE HIPÓTESIS (F‐Snedecor):

Hipótesis nula                0:H 10 =β     el modelo no es explicativo

Hipótesis alternativa     0:H 11 ≠β    el modelo es explicativo

A un nivel de confianza  )1( α−  se rechaza  0H  si   )2n(,1;FF −α>

• De otra parte, la distribución F‐Snedecor:
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COMENTARIOS SOBRE EL CONTRASTE DE LA REGRESIÓN

• El contraste de la regresión supone que la relación (más o menos fuerte) es LINEAL.  Por tanto, si
no se rechaza la hipótesis nula, lo único que se puede concluir es que no se ha encontrado
evidencia de una relación lineal, pudiendo existir una relación NO LINEAL.

• En la REGRESIÓN SIMPLE el contraste ANOVA coincide exactamente con el contraste de la t‐
Student para el coeficiente de la variable regresora.

• Los CONTRASTES Y GRÁFICOS se  utilizan para ver si existe EVIDENCIA en contra de alguna de las
hipótesis.

Normalidad
♦  Histograma de los residuos tipificados
♦  Q‐Q plot de los residuos tipificados
♦  Test de K‐S (Kolmogorov‐Smirnov)
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Linealidad
Homocedasticidad

♦  Diagrama de dispersión de residuos tipificados
     frente a los valores pronosticados ajustados.
      (Tienen que estar entre ‐2 y 2 en una nube de puntos
     sin forma)

PREDICCIONES A PARTIR DEL MODELO AJUSTADO

Aceptado el modelo de regresión, pueden realizarse estimaciones y predicciones sobre distintas
características de la variable Y dado un valor fijo de la variable X que denominaremos  0x

Partiendo de una distribución  [ ]σβ+β ,xN 010 , se analizaran dos opciones:

• Estimación de  [ ]0xX/YE =   valor medio de Y  para    0xX =
• Predicción de un valor de Y para  0xX =

En ambos casos la mejor estimación puntual es del valor de Y predicho por la recta de regresión

ajustada  0100 xˆˆŷ β+β= .

¿Dónde está la diferencia?, veamos un ejemplo:  Para una misma velocidad del viento  0x  las olas

podrán tener distintas alturas.

• Estimación de la media de Y para  0xX = .‐  Estimación de la altura media que tendrán todas las

olas para una velocidad del viento fija  0x .

• Predicción de un valor de Y para  0xX = .‐  Predicción de la altura de una ola para una velocidad del

viento fija  0x .

La estimación de la media será la más precisa puesto que compensamos la variabilidad de la Y para  0xX =

En la predicción de un único valor, a la variabilidad estadística se suma la variabilidad de los valores de la Y
para  0xX =

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA ESTIMACIÓN Y LA PREDICCIÓN

  Estimación de la media de Y dado  0xX = :  [ ]0xX/YE =
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CONTRASTE DE LINEALIDAD

Es normal que en un diseño fijo para cada valor de la variable explicativa  )xX( i=  se tienen varios

valores de la variable respuesta. La muestra se puede ordenar como se describe a continuación:

1x 2x 3x … kx

11y 21y 31y … 1ky

12y 22y 32y … 2ky

13y 23y 33y … 3ky

M M M … M

1n1
y

2n2
y

3n3
y … kkny

•1y •2y •3y … •ky

La muestra es de la forma  )y,x( iji ,  donde  [ ]in,,2,1j;k,,2,1i LL == , el tamaño muestral es

k321 nnnnn ++++= L ,  y para cada valor  ix  se puede calcular la media condicionada muestral de

la variable de respuesta:
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Con lo cual, en la igualdad,
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=

−=
n

1i

2
ii )ŷy(SCR se puede descomponer en dos términos:
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De este modo, una descomposición más completa de la variabilidad total será la siguiente:
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Considerando esta igualdad se puede construir una tabla ANOVA más completa:

Fuente de variación Suma de cuadrados
Grados de
Libertad

Varianzas
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A partir de la ANOVA más completa se puede contrastar la hipótesis de que la función de regresión es
lineal frente a la hipótesis alternativa que afirma lo contrario. Es decir,

[ ] i10i0 xxX/YE:H β+β==    la función es lineal

[ ] )x(pxX/YE:H1 ==            la función no es lineal

Cuando la hipótesis nula  0H es cierta, las medias condicionadas estarán próximas a la recta de

regresión y   0)ŷy(n1SCR 2
ii

k
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i ≈−= •

=
∑ , esta medida tiene dimensiones y no es útil para resolver la
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, y el cociente de los dos

estadísticos se utiliza como estadístico del contraste en estudio:
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En el contraste unilateral de la F, no se acepta  0H  cuando   )kn(),2k(;2
2R

2
1R

)kn(),2k( F
S

S
F −−α−− >≈

MODELO LINEAL DE REGRESIÓN: HERRAMIENTAS DE SOFTWARE

• EXCEL Y LA REGRESIÓN LINEAL

Se puede utilizar el análisis de la regresión lineal para estimar la velocidad de reacción en μ‐
moles/minuto (Y) basándose en la variable X = 'Cantidad de glucogenasa'

Excel dispone de análisis de Regresión para ajustar el
modelo de regresión simple, simultáneamente
proporciona las estimaciones de los parámetros, la
contrastación individual, y el análisis de los residuos.

En el menú Herramientas, tenemos el diálogo Análisis
de datos, donde elegimos Regresión, obteniéndose
un cuadro de diálogo que permite realizar un ajuste
para la regresión múltiple.

Los Campos de Entrada tienen las funcionalidades:

Rango Y de entrada: Introducir la referencia
correspondiente al rango de datos dependientes. El rango
debe estar formado por una única columna.

Rango X de entrada: Introducir la referencia
correspondiente al rango de datos independientes. Excel
ordenará las variables independientes de este rango en
orden ascendente de izquierda a derecha. El número
máximo de variables independientes es 16.
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Rótulos: Activar esta casilla cuando la primera fila o la primera columna del rango (o rangos) de entrada
tienen rótulos. No activar en el caso de que el rango de entrada carezca de rótulos. Excel genera los
rótulos de datos correspondientes  para la tabla de resultados.

Nivel de confianza: Activar esta para incluir más niveles de confianza en la tabla de resúmenes de
resultados. Introducir el nivel de confianza a aplicar además del nivel predeterminado del 95%.

Constante igual a cero: Activar esta casilla para que la línea de regresión pase por el origen.
Rango de salida: Introducir la referencia correspondiente a la celda superior izquierda de la tabla de
resultados. Dejar por lo menos siete columnas disponibles para la tabla de resultados sumarios, donde
aparecen: tabla de análisis, número observaciones, coeficientes, error típico del pronóstico Y, valores de
R2  y error típico de coeficientes.

En una hoja nueva: Hacer clic en esta opción para insertar una hoja nueva en el libro actual y pegar los
resultados, comenzando por la celda A1 de la nueva hoja de cálculo. Para dar un nombre a la nueva hoja
de cálculo, anotarlo en el cuadro.

En un libro nuevo: Hacer clic  para crear un nuevo libro y pegar los resultados en una hoja nueva del libro
creado. Si desea incorporar la opción gráfica tiene que teclear esta opción.

Residuos: Activar esta casilla para incluir los residuos en la tabla de resultados.

Residuos estándares: Activar esta casilla para incluir residuos estándares en la tabla de resultados de
residuos.

Gráficos de residuos: Si activa esta casilla se genera un gráfico por cada variable independiente frente al
residuo.

Curva de regresión ajustada: Si activa esta casilla se genera  un gráfico con los valores pronosticados
frente a los valores observados.

Trazado de probabilidad normal: Activando esta casilla se genera un gráfico con probabilidad normal.

Finalmente, con las opciones activadas en la figura anterior, en la tabla de resultados aparecen los
estadísticos de regresión, cuadro de análisis de la varianza del modelo, estimadores, contrastes de
significación de F‐Snedecor y de t‐Student con sus p‐valores asociados, intervalos de confianza para
los parámetros y para las predicciones al 95%, y residuos.
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La figura adjunta presenta el gráfico de la
variable independiente (X) contra los
residuos, lo que se utiliza para detectar el
problema de no linealidad,
heteroscedasticidad, y autocorrelación en el
modelo del ajuste.

Lo mejor es que la gráfica presente una
estructura aleatoria de puntos.

La figura adjunta presenta el gráfico para
detectar la hipótesis de normalidad en el
modelo.

La gráfica ideal es la diagonal del primer
cuadrante.

La gráfica visualiza la variable independiente
contra los valores predichos, lo que sirve para
detectar problemas de heteroscedasticidad.

Lo ideal es que todas las gráficas presenten
una estructura aleatoria de puntos.

Para obtener la recta de regresión, se
seleccionan los datos

Y hacemos clic en el icono de Asistente para
Gráficos.
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Previsualizamos  la Gráfica Hacer clic en Siguiente Se ajustan los detalles de la Gráfica, Títulos,
nombre de los ejes, etc. Hacer clic en Siguiente

Con la opción que figura seleccionada se obtiene la
Gráfica en la misma hoja. Hacer clic en Terminar.

La Gráfica nos permite visualizar cierta
relación lineal. Para encontrar la ecuación
de la recta que mejor la modela se
posiciona el cursor sobre alguno de los
puntos de la Gráfica de Dispersión, y se
hace clic con el Botón Derecho del Mouse.
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Se selecciona:
'Agregar línea de tendencia ...'.
Después 'Línea de Tendencia o
regresión lineal.

Pasando a la solapa 'Opciones' Se tildan las opciones y se hace clic en 'Aceptar'

Resultando, finalmente:
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• SPSS Y LA REGRESIÓN LINEAL

Con datos introducidos en SPSS, intentamos ajustar un modelo mediante Mínimos Cuadrados
Ordinarios (MCO).

Para ello, se elige en el Menú Analizar ‐ Regresión ‐ Lineal, como se indica en la figura adjunta.

En el cuadro de la Regresión lineal se introduce la variable dependiente (Y)  y la variable
independiente cantidad de glucogenasa (X). En el botón Opciones se hace la selección de la figura.

En las opciones Estadísticos y Gráficos, se procede como aparece en las selecciones adjuntas. En el
botón Gráficos se selecciona residuos contra valores predichos. Al pulsar Aceptar se obtiene el ajuste
del modelo.
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El ajuste del Modelo:

8,1880SCT

495,33SCR

305,1847SCE

=
=
=

454,165
3/495,33

305,1847
3/SCR
1/SCE

F ===
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El Modelo estimado sería:   x648,18211,1y +=
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En la figura del histograma de los
residuos. se observa que no se
ajusta bien a una distribución
normal.

En la figura se presenta el gráfico de normalidad
que se ajusta muy bien a la diagonal del primer
cuadrante.

En el gráfico de residuos tipificados contra
valores predichos existen dudas sobre la
aleatoriedad porque los puntos se
concentran siguiendo rectas paralelas, lo que
permite vislumbrar problemas de
heteroscedasticidad.
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REPRESENTAR NUBE DE PUNTOS ‐ RECTA DE REGRESIÓN

La nube de puntos se representa con el
menú:  GRÁFICO/DISPERSION/PUNTOS

En el cuadro de Dialogo especificar 'Dispersión Simple'

En la OPCIÓN DISPERSIÓN SIMPLE se pueden representar los puntos para un par de variables. En el
cuadro se especifica la variable dependiente (Y) y la variable independiente (X).

Una vez dibujada la nube de puntos se puede dibujar la recta de regresión. Para ello, es necesario
editar el gráfico pulsando dos veces sobre el mismo. A continuación en el editor de menú de gráficas,
se selecciona la opción ELEMENTOS, como se muestra en la figura:
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          Se selecciona la opción Ajustar línea/Lineal

EJERCICIOS DE REGRESIÓN LINEAL

1. En la tabla adjunta se recogen dos años, el gasto mensual en publicidad (X) y las ventas mensuales
(Y) de una empresa, ambas en miles de euros, calcular la recta de regresión que explique las ventas en
función del gasto de publicidad, así como su representación gráfica.

X 15,2 14,9 15 14,9 14,2 14,6 15,5 15,1 15,4 14,7 14,3 15,7
Y 715 705 704 715 654 698 758 708 714 703 676 771

X 15,2 14,8 152 14,2 15,7 14 14,7 16,7 14,9 15 13,6 14,7
Y 726 721 701 656 743 644 676 813 710 712 648 719

Solución:

1º Opción en Excel

Para construir un diagrama de dispersión, se introducen las
observaciones en dos columnas, teniendo la precaución de
colocar las observaciones de la variable independiente X en
la primera columna (A6:A30), de forma que el rango de los
datos sea A6:B30 (incluyendo los rótulos X e Y de las
observaciones).

Una vez introducidas las observaciones, se selecciona en el
menú Insertar/Gráfico, seleccionando Tipo de Gráfico (XY
dispersión), y el Subtipo de gráfico (Dispersión). Una vez
seleccionado, se hace clic en Siguiente >.
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En la pestaña Rango de datos, se introduce el rango en el que
están contenidos los datos (incluyendo los subtítulos), indicando si
éstos están en filas o columnas. De este modo, se tiene A6:B30.
En la pestaña Serie se comprueba si las series X (variable
independiente) e Y (variable dependiente) se corresponden con las
observaciones. Una vez comprobado se hace clic en Siguiente >.

En el paso siguiente, se permite modificar distintos
elementos del gráfico, como se puede deducir de las
pestañas disponibles en la ventana de la izquierda.
Finalizadas las modificaciones, se hace clic en Siguiente >.

Finalmente, se selecciona una ubicación para el gráfico. En
este caso, Como objeto en: Hoja1, de forma que se inserta
en la misma hoja de cálculo donde se esta trabajando. Para
terminar, clic en Terminar >.

Aparece el diagrama de dispersión que aparece a la izquierda.
Modificando algunas opciones de formato en el gráfico, se
consigue mejorar y clarificar el aspecto. Más concretamente,
eliminando las líneas de división y el fondo del área de trazado,
corrigiendo las escalas de los ejes para centrar la nube de puntos,
el gráfico podía adoptar el aspecto siguiente:

Obtenido el diagrama de dispersión, se puede proceder a agregar la
recta de regresión. Para ello, o se seleccionan las observaciones que
aparecen en el gráfico, haciendo clic en cualquiera de ellas, y se pulsa
el botón derecho del ratón, para seleccionar Agregar línea de
tendencia. O bien, se utiliza el menú Gráfico/Agregar línea de
tendencia.
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En la ventana que aparece a continuación, hay dos pestañas, Tipo y Opciones. En la ventana Tipo se
selecciona el tipo de tendencia o regresión (en este caso, Lineal), y en la pestaña Opciones se
selecciona Presentar ecuación en el gráfico y Presentar el valor R cuadrado en el gráfico. Finalmente,
se hace clic en Aceptar. De esta forma, aparece el modelo seleccionado representando gráficamente
junto con la expresión de la función ajustada y la bondad de ajuste (coeficiente de determinación) R2.

El resultado aparece en la figura adjunta, se puede
observar que junto a la nube de puntos aparece la recta
de regresión  x.996,5675,142y +−= , así como el valor del

coeficiente de determinación  881,0R2 = .

El diagrama de dispersión, la línea de tendencia (recta de
regresión) y la información que aparece en el cuadro de
texto se actualizan automáticamente si se modifican los
datos originales.

2º Opción en Excel

Al estar los datos sin tabular, la forma más eficiente de obtener en Excel la recta de regresión mínimo
cuadrática de las ventas mensuales (Y) sobre el gasto mensual de publicidad (X),  x.baŷ += , es utilizar

la función ESTIMACIÓN.LINEAL, o bien la herramienta para análisis Regresión en el menú
Herramientas/Análisis de datos.

Habiendo introducido los datos; por ejemplo, primero los correspondientes a la variable
independiente X (en el rango A7:A30) y después los de la variable dependiente Y (rango B7:B30),
reservando A6 y B6 para los nombres de las variables.

1º.  La primera opción corresponde a la función
ESTIMACION.LINEAL(conocido_y;conocido_x;constante;estadística), donde conocido_y   y
conocido_x  hacen referencia a los datos de las variables Y y X, a partir de los cuales se va a estimar la
recta de regresión de Y sobre X.
Si se omite conocido_x se aume que ésta es la matriz con valores (1, 2, 3, ... ) y con el mismo tamaño
que conocido_y. Respecto a constante y estadística, ambos son valores lógicos que se especifican; en
particular, si constante es igual a VERDADERO  o se omite, es estima un modelo con constante, y si es
igual a FALSO se estima una recta de regresión que pasa por el origen de coordenadas; por otra parte,
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si estadística toma el valor VERDADERO se devuelven las estadísticas de regresión, y si estadística es
igual a FALSO o se omite, sólo se calculan los dos parámetros (a, b) de la recta de regresión.

Ahora bien, ESTIMACION.LINEAL, es una forma matricial, por ello hay que seleccionar primero el
rango de las celdas en el que se desea que aparezcan los resultados y, después completar los distintos
argumentos de la función. Finalmente, pulsar simultáneamente la combinación de las teclas
Control+Mayúsculas+Intro.

Más concretamente:

Se seleccionan diez celdas como aparece en la figura adjunta (filas y columnas
necesarias como parámetros a estimar, cuando el argumento estadística =
VERDADERO) , y después en pegar función/ESTIMACION.LINEAL

Habiendo completado los argumentos, se pulsa
simultáneamente las teclas
Control+Mayúsculas+Intro

La salida completa de ESTIMACION.LINEAL (estadística = VERDADER0)
rellena las celdas seleccionadas anteriormente, consta de cinco filas y tantas
columnas como parámetros a estimar, en particular tres, en el caso de la
regresión lineal.

La salida de Excel, en este caso, será la contenida en la siguiente información:

b a
ETb ETa
R2 ETreg
F g. libertad

SCR SCE

 Adviértase que,
  7533,142a996,56b −==
 recta regresión:   x.996,5675,142y +−=

 coef. determinación:  881,0R2 =

Los estadísticos que nos interesan en este enfoque descriptivo de la regresión lineal, destacados en
azul, son la ordenada en el origen (a), la pendiente de la recta de regresión (b) de Y sobre X, el
coeficiente de determinación (R2), la suma de los cuadrados de la variación residual (SCR) y la suma de
los cuadrados de la variación explicada (SCE), donde
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Señalar que, el coeficiente de determinación: 
SCT
SCE

1R2 −=
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NOTA.‐ Se podía haber optado porque la salida de ESTIMACION.LINEAL hubiera sido únicamente la
ordenada en el origen (a), la pendiente de la recta de regresión (b) de Y sobre X.

Para ello, se seleccionan dos celdas como aparece en la figura adjunta.

Después en pegar función/ESTIMACION.LINEAL,
con el argumento estadística = FALSO.

Finalmente, se pulsa simultáneamente las teclas
Control+Mayúsculas+Intro

La salida de Excel, en este caso, será (b, a): 7533,142a996,56b −==

La recta regresión:   x.996,5675,142y +−=

2º.  La segunda opción corresponde a la herramienta Regresión.

En el menú Herramientas/Análisis de datos  se
selecciona Regresión, se hace clic en Aceptar  y
aparece un cuadro de diálogo.

En el cuadro de diálogo, entre otras cosas, se introducen los
rangos de las variables (X, Y), no se han introducido los Rótulos
porque no tenían los nombres de las variables. Como opciones
de salida, En una hoja nueva, solicitando Residuos y Curva de
regresión ajustada.

Señalar que para esta opción, los datos de X e Y deben estar
obligatoriamente en columnas, lo que no sucedía con
ESTIMACION.LINEAL, donde los datos de las distintas variables
podían estar dispuestos tanto en filas como en columnas.

Se puede estimar un modelo sin constante, sin más que pinchar en el recuadro de la izquierda de
Constante igual a cero.

Con las especificaciones anteriores se obtiene una salida con muchos estadísticos, al nivel descriptivo
de la regresión nos interesan los coeficientes  )996,56b,7533,142a( =−= y el coeficiente de

determinación  881,0R2 = . En Pronósticos para Y aparecen los valores estimados de la variable
dependiente Y según la recta de regresión:  x.996,5675,142y +−=



71

Por otra parte, en el caso de la regresión lineal simple que se estudia en este caso, el coeficiente de
correlación múltiple de salida no es más que el coeficiente de correlación lineal de Pearson:

9385,0CV =

Como salida también aparece el diagrama de dispersión y la recta de regresión.

PRONÓSTICO ó TENDENCIA.‐ Una vez calculada la recta de regresión  x.996,5675,142y +−= , se

pueden calcular las ventas mensuales de la empresa (Y) en función del gasto en publicidad (X). Para
ello, si deseamos saber las ventas mensuales para un gasto en publicidad de 15.000 euros  )15x( = , se
sustituye en la recta de regresión el valor de la x:  175,71215.996,5675,142y =+−=  (miles de euros).

Excel, proporciona funciones como llevar a cabo predicciones: PRONOSTICO y TENDENCIA.

• La función PRONOSTICO(x; conocido_y; conocido_x), donde (conocido_y; conocido_x) son los
valores que se utilizan para estimar la recta de regresión de Y sobre X, mientras que x es el nuevo
valor de la variable X para el que se va a obtener un pronóstico ‐ PRONOSTICO(15;B7:B30;A7:A30)

La función PRONOSTICO no es matricial, de modo que si se desea el pronóstico para distintos valores
de la X, lo más cómodo es calcular el primero y utilizar la opción de llenado automático, manteniendo
finos los datos correspondientes a (conocido_y; conocido_x):
PRONOSTICO(A7;$B$7:$B$30;$A$7:$A$30)
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• La función TENDENCIA es de carácter matricial, por lo que se puede utilizar una sola vez para
llevar a cabo varias predicciones al mismo tiempo, sin más que seleccionar previamente el rango
donde se quieren obtener los resultados, completar los argumentos y pulsar simultáneamente las
teclas Control+Mayúsculas+Intro

Adviértase que con la función TENDENCIA se puede estimar un modelo que pase por el origen de
coordenadas, sin más que asignar FALSO a su argumento constante, mientras que con la opción
PRONOSTICO no se puede realizar.

Considerando las ecuaciones normales de la recta de regresión:  
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La recta de regresión de Y sobre X:  x.996,5675,142y +−=

Considerando la ecuación de la recta de regresión de Y sobre X:  )xx(
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con lo cual,
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La recta de regresión de Y sobre X:    )925,14x(
396,0

22,5729
917,707y −=−

despejando, la recta de regresión de Y sobre X:   x.996,5675,142y +−=

El coeficiente de determinación (bondad del ajuste):   881,0
1460,41.396,0

(22,5729)m
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2
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=

  Ejercicio Excel

2. En la tabla adjunta se recogen los datos correspondientes al número de hijos (X) y saldo medio
mensual de una cuenta de ahorro (Y) en  miles de euros de 130 familias españolas.

X \  Y 4 ‐ 4,5 4,5 ‐ 5 5 ‐ 5,5 5,5 ‐ 6
0 8 22
1 3 51 3
2 22 6
3 3 9
4 3

Se pide determinar la recta de regresión que explica el saldo de la cuenta de ahorro en función del
número de hijos. ¿Qué saldo tendrá una familia con 5 hijos?. ¿Cuál es la fiabilidad de la predicción?.

Solución:

Como se trata de datos tabulados, no se pueden utilizar las funciones de Excel descritas en el ejercicio
anterior y, por tanto, es necesario calcular cada uno de los estadísticos descritos en la ecuación de la
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pendiente de la recta  3463,0
966,0
3346,0m

b 2
x

11 −=
−

=
σ

=

ordenada en el origen  5,59812385,1.3463,01692,5x.
m

ya 2
x

11 =+=
σ

−=

La ecuación de la recta de regresión de Y sobre X:  x.3463,05981,5y −=

A partir de la recta de regresión, se deduce que el saldo previsto en la cuenta de ahorro para una
familia con 5 hijos (x=5), será:  8667,35.3463,05981,5y =−=  miles de euros, es decir, 3886,7 euros.

La bondad del ajuste se puede estudiar con el coeficiente de determinación lineal:  2
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2
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de donde,  7568,0
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2
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= .

La  bondad de ajuste del 75,68% confirma que se trata de una ajuste aceptable, ya que la recta explica
el 75,68% de la varianza de la variable Y. Al ser bueno el ajuste, se concluye que la predicción
realizada es aceptable.

  Ejercicio Excel

REGRESIÓN PARABÓLICA

3. En la tabla adjunta se recogen las ventas de cemento en Segovia y en todo el territorio español.
Determinar un ajuste parabólico mínimo‐cuadrático de las ventas de cemento en Segovia en función
de toda España. ¿Qué ajuste será mejor, el lineal o el parabólico?

Año España Segovia
1990 19,7 0,7
1991 18,5 0,6
1992 18,5 0,6
1993 17,9 0,6
1994 16,2 0,5
1995 16,2 0,5
1996 18,2 0,6
1997 20 0,7
1998 21,7 0,6
1999 24,9 0,7

Solución:
La ecuación a ajustar por mínimos cuadrados que explica las ventas de cemento en Segovia (Y) en

función de las de España (X) viene dada por la ecuación  2cxbxay ++= , donde (a, b y c) son los
parámetros a estimar. Las ecuaciones normales, obtenidas al derivar respecto a estos parámetros
son:
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despejando, se tiene: 
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Como los datos no se encuentran tabulados, puesto que los datos tienen frecuencia unitaria, para
obtener con Excel el valor de los parámetros del ajuste parabólico se pueden seguir dos
procedimientos. El primero de ellos consiste en representar la nube de puntos y utilizar el menú
Gráfico/Agregar línea de tendencia. Alternativamente, se puede resolver el sistema de ecuaciones
normales empleando funciones de Excel que permiten invertir y multiplicar matrices.

PRIMER PROCEDIMIENTO.‐

Se introducen los datos en las columnas A, B y C (reservando la primera
línea para los rótulos) y se dibuja el diagrama de dispersión asociado a
las variables X e Y (rango B20:C29).

Una vez obtenido el diagrama de
dispersión, se agrega el polinomio de
grados dos. Para ello, se hace clic en
las observaciones que aparecen en el
gráfico, se pulsa el botón derecho del
ratón y, se selecciona Agregar línea
de tendencia.

Aparece una nueva ventana, en donde aparecen dos pestañas, Tipo y Opciones. En la pestaña Tipo se
selecciona Polinomio y, en Orden, 2. De otra parte, en la pestaña Opciones, se hace clic en cada uno
de los recuadros que aparecen a la izquierda de Presentar ecuación en el gráfico y Presentar el valor R
cuadrado en el gráfico, de forma que se obtienen las siguientes ventanas, haciendo clic en Aceptar.
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El resultado que se obtiene es:

La ecuación de segundo grado (parábola) que se obtiene:   2x.004,0x.1825,04107,1y −+−= , con un

grado de fiabilidad (bondad del ajuste)  738,0R2 =

SEGUNDO PROCEDIMIENTO.‐  Para resolver el sistema de ecuaciones normales, y así obtener los
parámetros (a, b y c) que definen la ecuación de la parábola, se deben introducir los datos en las
columnas A, B y C , y calcular los sumatorios:

  10N=      80,191x
10

1i
i =∑

=
    020,3740x
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2
i =∑
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                 1,6y
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           30,118y.x i
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Planteado el sistema de ecuaciones:
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en forma matricial:     
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 , de donde,
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Para  obtener la matriz inversa, se utiliza en Excel, la fórmula MINVERSA(matriz), que invierte una
matriz. En el menú Insertar/Función  al seleccionar Matemáticas y trigonometría en Categoría de la
función, y en Nombre de la función. MINVERSA.
Como las funciones MINVERSA (inversa de una matriz) como la función que multiplica matrices
MMULT(matriz1;matriz2) son funciones matriciales, antes de ser insertadas, previamente se debe
seleccionar el rango de las celdas en el que se desea que aparezca el resultado, para después, una vez
introducida ésta, pulsar simultáneamente la combinación de las teclas Control+Mayúsculas+Intro.

Para calcular su matriz inversa

Antes de utilizar la función MINVERSA, se debe seleccionar el rango
de las celdas donde tienen que aparecer los resultados

Resulta la matriz inversa: 
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En consecuencia, 
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Se repite el proceso anterior, con la función MMULT(matriz1;matriz2), concluyendo:
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La ecuación de segundo grado (parábola) es:   2x.004,0x.1825,04107,1y −+−= ,



78

Adviértase que  este último procedimiento se puede emplear para estimar cualquier ajuste
polinómico tanto para datos tabulados como sin tabular; mientras que el primero (diagrama de
dispersión) sólo es válido para datos sin tabular.

La bondad de ajuste de este modelo se calcula mediante el coeficiente de determinación:

SCT
SCE

1R2 −= , por lo que es necesario obtener previamente los valores pronosticados por el modelo

)ŷ( i , obtenidos al sustituir el valor de la variable independiente (X) en el modelo teórico estimado, es

decir,  ( 2x.004,0x.1825,04107,1y −+−= ). Calculando, posteriormente, los residuos  yŷe ii −= . La

suma de los residuos al cuadrado será:  ∑∑
==

−==
10

1i

2
i

10

1i

2
i )yŷ(eSCE

Se tiene,  0,04900)yy(SCT
10

1i

2
i =−=∑

=
       0,01284)yŷ(SCE

10

1i

2
i =−=∑

=

El coeficiente de determinación  0,7380
04900,0
01284,0

1
SCT
SCE

1R2 =−=−=   (73,80 %)

Los cálculos en Excel son:

Finalmente, hay que contestar que ajuste es mejor
si el parabólico o el lineal. Para ver el ajuste lineal,
sólo es necesario emplear la función de Excel,
COEFICIENTE.R2

El coeficiente de determinación lineal  0,5644R2 =  (56,44%), siendo claramente mejor el ajuste
parabólico.

  Ejercicio Excel
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REGRESIÓN EXPONENCIAL

4. Una entidad bancaria ofrece un fondo de inversión con una duración máxima de dos años y con un
riesgo alto el primer año. Como información, ofrece la tabla adjunta, donde aparece el dinero (en
euros) que podría haber recuperado una persona al haber cancelado su inversión al cabo de un
número determinado de meses a partir de su inversión inicial.

Tiempo (meses)
Cantidad

recuperada
Tiempo (meses)

Cantidad
recuperada

1 205046 13 348231,4
2 100 14 360525,7
3 169047 15 537984,4
4 192635 16 400078,5
5 100 17 542209,2
6 138346,7 18 651083,7
7 150 19 461097
8 98873,3 20 865418
9 113090,6 21 803179,4
10 189827,7 22 1295651,9
11 50 23 1214292,5
12 3070 24 1732753,9

Se pide determinar un modelo explicativo para los resultados expuestos en función del tiempo. Si una
persona se encontrase en el décimo mes de su inversión, ¿qué resultados podría pronosticar si retira
su inversión en cualquiera de los meses siguientes?.

Solución:

El diagrama de puntos sugiere que el mejor ajuste es de

tipo exponencial, es decir,  xbay = , donde X es el tiempo

en meses e Y la cantidad de dinero recuperado.

Para realizar el ajuste de esta función, se linealiza el
modelo tomando logaritmos neperianos, con lo cual:

         blnxalnyln +=  o bien   blnxalnz +=

La función de Excel, ESTIMACION.LOGARITMICA(conocido_y;conocido_x;constante;estadística)
devuelve las estimaciones de los parámetros (a, b) según se ha especificado anteriormente. En el
argumento conocido_y  se introduce el rango de las celdas que contienen los datos de la variable Y
que se pretende estimar, en este caso, la cantidad de dinero recuperada. En el argumento conocido_x
se introduce el rango de las celdas donde aparece la variable  independiente X, en este caso, los
meses; cuando esta variable corresponde a los números (1, 2, 3, ...) puede omitirse.
El argumento constante es un valor lógico que permite especificar si el parámetro a=1 cuando se
introduce FALSO; en caso de introducir VERDADERO u omitirse, devuelve la estimación de a de
acuerdo con la expresión. El argumento estadística es un valor lógico, si se introduce VERDADERO
devuelve las estimaciones de los parámetros (a, b) junto con otros estadísticos, de lo que solo nos

interesan  2
linealR ,  linealSCR ,  linealSCE , respectivamente, el coeficiente de determinación lineal, la suma
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de los cuadrados de la regresión según el modelo exponencial linealizado, y la suma de los cuadrados
de los errores del modelo exponencial linealizado.

ESTIMACION.LOGARITMICA es una función matricial, por lo
que antes de introducir la función debe seleccionarse el
rango de las celdas en las que se quiera que aparezcan los
resultados (la dimensión máxima que devuelve Excel
cuando se trabaja con una sola variable independiente es
5x2).  Finalmente, se pulsa simultáneamente la
combinación de teclas Control+Mayúsculas+Intro.

Al seleccionar la función ESTIMACION.LOGARITMICA, rellenar los argumentos y teclear
conjuntamente Control+Mayúsculas+Intro aparecen la ventana y los estadísticos solicitados

De los resultados que nos proporciona esta función, solo nos interesa los que se subrayan con negrita,
los restantes estadísticos se consideran para la estadística inferencial.

b a
ETb ETa
2
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SCRlineal SCElineal
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El modelo exponencial es:   x21,30602340.2815,7456y =

Adviértase que el coeficiente de determinación es el que corresponde al modelo linealizado, es decir,

lineal

lineal2
lineal SCT

SCE
1R −= . Para obtener el coeficiente de determinación exponencial, se realizan los

siguientes cálculos: 
exp

exp2
exp SCT

SCE
1R −= , donde   2

n
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iexp )yy(SCT −=∑

=
,   ∑

=
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n
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2
iiexp )ŷy(SCE  ,  xbay =
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La obtención del coeficiente de determinación exponencial sin linealizar, requiere una serie de
cálculos adicionales, tal como calcular  expSCT ,  expSCE :

124,92638E)yy(SCT 2
24

1i
iexp +=−=∑

=
        118,17254E)ŷy(SCE

24

1i

2
iiexp +=−=∑

=

0,8341
124,92638E
118,17254E

1
SCT

SCE
1R

exp

exp2
exp =

+
+

−=−=  (83,41%)

Las predicciones pueden obtenerse sustituyendo los valores de la X en el modelo estimado
x21,30602340.2815,7456y = , con lo cual para x=10, se tiene:

                             140653,973821,30602340.2815,7456y 10 ==

OTRO PROCEDIMIENTO.‐ Resolviendo el sistemas de ecuaciones normales, y así obtener los

parámetros (a, b) que definen la ecuación de la función exponencial   xbay = .

Tomando logaritmos neperianos, queda:    blnxalnyln +=

Las ecuaciones normales son: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

∑∑∑

∑∑

===

==
n

1i
ii

n

1i

2
i

n

1i
i

n

1i
i

n

1i
i

yln.xx.blnx.aln

ylnx.blnN.aln
 en forma matricial:
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1,306023ea0,2669987lnb

2815,7456ea942982,7aln
0,2669987

942982,7

La ecuación de tipo exponencial solicitada es:  x21,30602340.2815,7456y =

  Ejercicio Excel
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REGRESIÓN HIPERBÓLICA

5. Estudiando las unidades demandas de cierto producto de consumo (Y, en miles) y las rentas
familiares (X) en miles de euros, se tiene:

rentas 1 1,3 1,6 2 2,2 3 3,7 5
unidades producto 30 25 22 18 15 10 8 5

Se pide ajustar una hipérbola equilátera al número de unidades del producto demandas (Y) en función
de las rentas familiares (X). ¿Es fiable el ajuste?.

Solución:

El diagrama de puntos sugiere un ajuste de tipo

hiperbólico. La función a ajustar será: 
x
b

ay +=

Para aplicar directamente la regresión lineal mínimo
cuadrática, podemos hacer un cambio:  zay += ,

donde 
x
1

z =      x/1z =

La función de Excel, ESTIMACION.LINEAL(conocido_y;conocido_x;constante;estadística) devuelve las
estimaciones de los parámetros (a, b) según se ha especificado anteriormente. En el argumento
conocido_y  se introduce el rango de las celdas que contienen los datos de la variable Y que se
pretende estimar, en este caso, la cantidad de dinero recuperada. En el argumento conocido_x  se
introduce el rango de las celdas donde aparece la variable  independiente X, en este caso, los meses;
cuando esta variable corresponde a los números (1, 2, 3, ...) puede omitirse.
El argumento constante es un valor lógico que permite especificar si el parámetro a=0 cuando se
introduce FALSO ; en caso de introducir VERDADERO o omitirse, devuelve la estimación de a de
acuerdo con la expresión. El argumento estadística es un valor lógico, si se introduce VERDADERO
devuelve las estimaciones de los parámetros (a, b) junto con otros estadísticos, si se pone FALSO solo
devuelve el valor de los parámetros (a, b), en este caso, si se desea conocer el coeficiente de
determinación se puede recurrir a la función COEFICIENTE.R2.

ESTIMACION.LINEAL es una función matricial, por lo que antes de introducir la función debe
seleccionarse el rango de las celdas en las que se quiera que aparezcan los resultados (la dimensión
máxima que devuelve Excel cuando se trabaja con una sola variable independiente es 5x2).
Finalmente, se pulsa simultáneamente la combinación de teclas Control+Mayúsculas+Intro.

De los resultados que proporciona esta función, se tiene:  z.0209819,2300459,0y += , es decir,
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x
1
.0209819,2300459,0y +=

El coeficiente de determinación  91677,0R2 = (91,677%), que confirma que el ajuste mediante la
hipérbola equilátera es bueno.

OTRO PROCEDIMIENTO.‐ Resolviendo el sistemas de ecuaciones normales, y así obtener los

parámetros (a, b) que definen la ecuación de la función hiperbólica 
x
b

ay += .

ecuaciones normales: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

∑∑∑

∑∑

===

==
n

1i
i

i

n

1i
2
i

n

1i i

n

1i
i

n

1i i

y.
x
1

x

1
.b

x
1

.a

y
x
1

.bN.a
  ⇒   

⎭
⎬
⎫

=+
=+
85,2944b.2,6631a.4,1524

133b.4,1524a.8

resolviendo el sistema,  0,00459a=  y    32,02098b = , con lo que la ecuación de la regresión

hiperbólica es: 
x
1
.0209819,2300459,0y +=

Para analizar la bondad del ajuste hay que calcular el coeficiente de determinación, siendo necesario
calcular la suma de los cuadrados de la variaciones total y residual:

535,875)yy(SCT 2
8

1i
i =−=∑

=
     15,1776)ŷy(SCE

8

1i

2
ii =−=∑

=
       0,9716

535,875
15,1776

1
SCT
SCE

1R2 =−=−=

El coeficiente de determinación es del 97,16%, indicando que el ajuste mediante la hipérbola
equilátera es bueno.

  Ejercicio Excel
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REGRESIÓN LINEAL SPSS ‐ EXCEL

6. Los datos de la tabla adjunta muestran el tiempo de impresión (Y) de trabajos que se han
imprimido. Se está interesado en estudiar la relación existente entre la variable de interés 'tiempo de
impresión de un trabajo, y la variable explicativa (X) 'número de páginas del trabajo''. Los resultados
son:

x y x y x y

1
24,56
17,33
17,81

28,07
23,16
19,41

22,53
14,70 2

29,92
17,14
41,72

37,25
31,90
24,59

31,80
3

28,86
30,01
34,16

44,73
44,43
28,79

41,32

4
29,03
45,00
53,52

54,38
47,63
30,11

44,34
48,95 5

52,55
69,50
45,21

55,61
52,98
46,63

65,70
40,11 6

65,39
57,48
57,29

62,85
69,09
50,42

71,44

7
85,33
66,73
68,17

78,94
61,07
76,71

78,34
88,25
64,84

8
83,82
75,38
100,08

69,40
84,42
74,79

80,68
60,79 9

82,90
105,73
93,93

102,13
119,82
102,30

10
79,82
90,83
89,00

83,81
71,79
76,20

76,30

a) Obtener las estimaciones de los parámetros de la  recta de regresión. Recta de regresión.
b) Coeficiente de correlación. Varianza residual y varianzas de los parámetros de regresión
c) Hallar los intervalos de confianza y contrastes al 90% de los parámetros de regresión.
d) Intervalo de confianza al 90% para el tiempo medio de impresión de un trabajo que tiene 6 hojas
e) Intervalo de predicción al 90% para el tiempo de impresión de un trabajo que tiene 12 hojas.

Solución:

a) Se introducen los datos en SPSS
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En la opción Gráficos [además del gráfico de dispersión Y (ZPRED) e X (ZRESID)], se selecciona el
Histograma y Gráfico de prob. normal, dado que estos gráficos permiten, mediante inspección visual,
valorar el cumplimiento del supuesto de normalidad en los residuos. No obstante, se puede realizar
una prueba de significación que elimine la ambigüedad inherente a la inspección visual.
En la opciones:  ZPRED son los pronósticos tipificados,  ZRESID son los residuos tipificados,
DRESID son los residuos eliminados o corregidos (calculados haciendo el análisis de regresión sin esa
observación; útiles para detectar atípicos influyentes), ADJPRED son los pronósticos corregidos,
SRESID son los residuos studentizados y SDRESID son los residuos corregidos.

En el menú Regresión lineal, la opción Guardar, desde su cuadro
de dialogo permite realizar varios supuestos:

Valores pronosticados No tipificados: En la hoja de entrada de
datos incorpora los valores  iŷ  pronosticados por el modelo.

Valores pronosticados No tipificados: En la hoja de entrada de
datos incorpora los residuos   iii ŷyu −=

Distancia de Mahalanobis: Es una medida de influencia a priori.
Cuantifica la distancia de cada caso respecto a las medias de las
variables predictoras. En regresión simple es el cuadrado de la
puntuación típica de cada caso. No debe superar el valor de chi‐

cuadrado  2
k;001,0χ

Distancia de Cook: Es una medida de influencia a posteriori. La influencia se mide por la diferencia en
los coeficientes de la ecuación calculados con la muestra completa y con la muestra menos la
observación en cuestión. Valores de la distancia de Cook (D > 1)  o  1kN,1k;5,0FD −−+>  se pueden

considerar influyentes.
Valores de influencia: Miden el impacto a priori de cada caso. Como regla general, valores menores
que 0,2 se consideran poco influyentes, entre 0,2 y 0,5  son arriesgados, y valores superiores a 0,5
indican influencia.
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Con las opciones marcadas se obtiene la siguiente información:

Las estimaciones de los
parámetros de regresión son:

            
108,8ˆ

515,13ˆ

1

0

=β

=β

La recta de regresión ajustada será  ii x108,8515,13ŷ +=

Además de la recta de regresión, resulta necesario disponer de
información sobre el grado en que el modelo se ajusta a los datos
observados (nube de puntos).

Para elaborar la gráfica del ajuste de la recta a los datos
observados  se pulsa el menú  Gráficos  →  Interactivos  →
Diagrama de  dispersión. Se define la variable Y del criterio (eje
de ordenadas) y la variable predictora X (eje  de abscisas) desde
la solapa Asignar variables. A continuación se selecciona el
método ''regresión", en la solapa Ajuste. El cuadro del dialogo
tiene el siguiente aspecto:

Ahora, se pueden hacer las predicciones para el tiempo de impresión:

ix iŷ ix iŷ ix iŷ ix iŷ ix iŷ

1 21,623 2 29,731 3 37,839 4 45,947 5 54,055
6 62,163 7 70,271 8 78,379 9 86,487 10 95,595
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b) Coeficiente de correlación. Varianza residual y varianzas de los parámetros de regresión

                 iiiiii ux108,8515,13yuŷy ++=+= a ,  el residuo  iii ŷyu −=

325,39343)yŷ(SCE
75

1i

2
i =−=∑

=

613,8025)ŷy(SCR
75

1i

2
ii =−=∑

=

938,47368)yy(SCT 2
75

1i
i =−=∑

=

NOTA.  Se pueden visualizar los cálculos en la HOJA Excel

La tabla ANOVA (Análisis de la Varianza) es una primera aproximación al Modelo de Regresión Lineal,
que evalúa globalmente el modelo. En este ejemplo es estadísticamente significativo el
p‐valor < 0,001 (Sig),  con lo que se concluye rechazando la hipótesis nula  0H y aceptando la hipótesis

alternativa  1H (existe asociación entre las dos variables mediante una regresión lineal).

En el cuadro adjunto se
muestra la segunda
aproximación inferencial,
donde aparecen los
coeficientes del modelo.

En las últimas columnas, el contraste de hipótesis para el coeficiente de regresión, a través de una t
de Student (contraste de Wald), que parte de una hipótesis nula  0H  que supone que el coeficiente de

regresión lineal vale CERO. En este caso la t‐Student vale 18,917 y el p‐valor asociado es < 0,001.
Para la constante no tiene sentido aplicar el contraste de hipótesis.

Como se ha solicitado, aparecen los intervalos de confianza al  95%  de los coeficientes de regresión,
teniendo solo sentido para el coeficiente  1β :   [ ]962,8;254,7)(IC 195,0 =β

Todo análisis de regresión lineal debería
completarse con una evaluación de los
residuales, esto es,

)yŷ( i − , sobre todo por comprobar si éstos

siguen una distribución normal. Con este
simple procedimiento nos podemos
asegurar que se cumplen tres criterios
básicos para aplicar correctamente la
regresión lineal:
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• Supuesto de normalidad de la distribución condicionada de la variable Y.
• Que exista linealidad en la relación de Y condicionada para cada valor de X.
• El principio de homocedasticidad (que las varianzas de la distribución de Y condicionada a cada valor

de X sean homogéneas).

Para ello, es imprescindible marcar en la ventana de Regresión lineal la opción Guardar y en ella a su vez
Residuos y No tipificados.
Al aplicar esta opción se genera en la base de datos una nueva variable con los residuos no
estandarizados (SPSS la llama por defecto RES_1 Y LA etiqueta como Unstandardized), obteniéndose
en la ventana de resultados el siguiente cuadro resumen de estadísticos calculados:

Con la nueva variable RES_1  deberíamos
evaluar si sigue una distribución normal,
seleccionando en la ventana de dependientes
en el procedimiento Analizar > Estadísticos
descriptivos > Explorar

Y marcando en la pestaña Gráficos la opción Gráficos con pruebas de normalidad

Se ajusta a una
distribución normal

Por otra parte,

La varianza residual   485,10S94,109
73
613,8025

275
SCR

275

u

S R

75

1i

2
i

2
R ===

−
=

−
=
∑
= a

De otra parte, el estadístico F‐Snedecor:   862,357
94,109
325,39343

)2n(/SCR

1/SCE
F ==

−
=   permite contrastar si

el Modelo Lineal es explicativo o no. En esta línea, se establece las hipótesis:

Hipótesis nula                0:H 10 =β     el modelo no es explicativo

Hipótesis alternativa     0:H 11 ≠β    el modelo es explicativo

A un nivel de confianza del 90%  )90,01( =α−  se rechaza  0H  si   76,2F862.357F )275(,1;10,0 ≈>= − , con

lo cual el modelo de regresión lineal es explicativo (sirve para explicar la respuesta).
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DESCOMPOSICIÓN DE LA VARIABILIDAD:

325,39343)yŷ(SCE
75

1i

2
i =−=∑

=

613,8025)ŷy(SCR
75

1i

2
ii =−=∑

=

938,47368)yy(SCT 2
75

1i
i =−=∑

=

en consecuencia, 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

===σ
===σ

===σ

121,64074/938,4736874/SCT

94,10973/613,802573/SCR

325,393431/325,393431/SCE

2
Y

2
R

2
E

En consecuencia, el Coeficiente de Correlación
9113,0R = , como aparece en el visor de SPSS.

          

4342143421

434214342143421
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•  El  Coeficiente de Determinación: 83057,0
938,47368
325,39343
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•   El  Coeficiente de Determinación corregido  2R  por el número de grados de libertad:

  2
Y

2
R

2
75

1i
i

75

1i

2
ii

2
75

1i

2
i

75

1i

2
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2
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i 1
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SCE
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444 3444 21
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434214342143421

  828,0
121,640
94,109

1R 2 =−=  (Coeficiente Determinación corregido por el número grados libertad)

•   El Coeficiente de Correlación también puede calcularse con la expresión  
yx

11m
σσ

=ρ
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VARIANZAS DE LOS PARÁMETROS DE REGRESIÓN:  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ
+=β

2
x

2
2
R0

n

x
n
1

S)ˆ(Var  ,  
2
x

2
R

1
n

S
)ˆ(Var

σ
=β

829,6
)844,2(75

44,5
75
1

94,109)ˆ(Var 2

2

0 =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=β

181,0
)844,2(75

94,109
)ˆ(Var 21 ==β

c)  ESTIMACIÓN POR INTERVALOS DE LOS PARÁMETROS DE REGRESIÓN
     (suponiendo la normalidad del modelo)

•        [ ]
0
ˆ2n,2/0

muestratípicoerror

2
x

2

R2n,2/001 tˆ
n

x
n
1

Stˆ)(IC β−α−αα− σ±β=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

σ
+±β=β

4434421

donde,    515,13ˆ
0 =β ,  613,2,829,6)ˆ(Var

0
ˆ0 =σ=β β  ,   90,01 =α−  ,  6664,1t 73,05,0 =

            [ ] [ ]869,17;161,9)613,2()6664,1(515,13)(IC 090,0 =±=β

• [ ]
1
ˆ2n,2/12

x
R2n,2/111 tˆ

n

1
Stˆ)(IC β−α−αα− σ±β=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ
±β=β

    108,8ˆ
1 =β  ,  425,0,181,0)ˆ(Var

1
ˆ1 =σ=β β   ,    6664,1t 73,05,0 =

           [ ] [ ]816,8;4,7)425,0()6664,1(108,8)(IC 190,0 =±=β

• 
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⎥
⎦
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S)2n(

;
S)2n(

)(IC      94,109S2R =       0592,942
73;05,0 =χ      325,542

73;95,0 =χ

        [ ]733,147;325,85
325,54

)94,109()73(
;

0592,94

)94,109()73(
)(IC 2

90,0 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=σ

• CONTRASTE INDIVIDUAL DE LA REGRESIÓN (t‐Student):

0:H

0:H

11

10

≠β
=β La hipótesis nula establece que los valores de la X no influyen en los valores de

la Y en la relación lineal, frente a la hipótesis alternativa que dice lo contrario.
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Con un nivel de confianza del  )1( α−  rechazamos la hipótesis nula  0H  si el CERO no está cubierto en el

intervalo de confianza:  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ
±β=β −αα− 2

X
R2n,2/111

n

1
Stˆ)(IC  , en este sentido, sabemos  que

[ ] [ ]816,8;4,7)425,0()6664,1(108,8)(IC 190,0 =±=β , observando que el CERO no queda cubierto en el

intervalo, se rechaza pues la hipótesis nula, se concluye que existe una relación lineal entre las
variables.

  En este ejercicio para cada valor  ix  se tienen varias observaciones de la variable dependiente Y

pudiendo realizarse el CONTRASTE DE LINEALIDAD:

   Hipótesis nula                :H0  El modelo lineal es adecuado

   Hipótesis alternativa    :H1  El modelo de regresión no es adecuado

Para ello, se descompone la suma de la variación residual   ∑
=

−=
n

1i

2
ii )ŷy(SCR  en dos términos:
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De este modo, la descomposición de la variabilidad total será la siguiente:

                     
43421

4444444 84444444 76

443442144 344 2143421
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Descomposición que permite obtener la siguiente tabla ANOVA

768,5259SCR2 =
844,2765SCR1 =

325,393431/325,393431/SCE2
E ===σ            121,64074/938,4736874/SCT2

Y ===σ

7305,3458/844,27652
1R ==σ                               9195,8065/768,52592

1R ==σ
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Descomposición obtenida con el
menú adjunto en SPSS

Se rechaza  0H  cuando  )kn(),2k(;lin FF −−α>

⇒>=≈=
σ

σ
= 65,8;05,065,82

2R

2
1R

lin FF2725,4
9195,80
7305,345

F   se rechaza la hipótesis nula  0H

concluyendo que el modelo lineal no es el mejor que se adapta a la nube de observaciones.

d)  Intervalo de confianza para el tiempo medio de impresión de un trabajo que tiene 6 hojas, con una
     fiabilidad del 90%:

[ ]( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎢
⎢
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−
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Stŷ6x/yEIC

94,109S2R =        4852,10SR =       6x0 =
163,626.108,8515,13ŷ0 =+=

75n =       44,5x =      82484,2x =σ
6664,1t 73,05,0 =

      23428,1
)82484,2(.75

)44,56(
75
1

)4852,10(
n

)xx(

n
1

S
2

2

2
x

2
0

R =
−

+=
σ

−
+

                       [ ] [ ]2198,64;1062,6023428,1()6664,1(163,62)y(IC 6x1 =±==α−

e)  Intervalo de predicción para el tiempo de impresión de un trabajo que tiene 12 hojas, con una
     fiabilidad del 90%:
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                    [ ] [ ]7561,79;5698,4455759,10()6664,1(163,62)ŷ(IC 6x1 =±==α−

EJERCICIO EXCEL EJERCICIO  SPSS

CAMBIO DE ORIGEN Y DE ESCALA DE UNA DISTRIBUCIÓN BIDIMENSIONAL

Sea una distribución bidimensional (X, Y), con un cambio de origen y escala, es decir, se introducen

unas nuevas variables (X', Y') relacionadas con las anteriores, de forma que 
⎩
⎨
⎧

+=
+=
qXp'Y

nXm'X

  Si  020201202010 m,a,a,m,a,a  son los momentos relacionados con  )y,x( ii  y  020201202010 'm,'a,'a,'m,'a,'a

los momentos relacionados con  )'y,'x( ii , se tiene:

        namn
N

1
x

N

1
m)nxm(

N

1

N

'x

'a 10

N

1i

N

1i
i

N

1i
i

N

1i
i

10 +=+=+== ∑∑∑
∑

===

=  , análogamente   qap'a 0101 +=

• Las medias se ven afectadas por el cambio de origen y de escala efectuado en la variable.

    20
22

x
22

10

N

1i
i

22
10

N

1i
i

2
10

N

1i
i

2
'x20 mmm)ax(

N

1
m)namnxm(

N

1
)'a'x(

N

1
'm =σ=−=−−+=−=σ= ∑∑∑

===

             análogamente,  02
22

y
2

02 mpp'm =σ=

• Las varianzas son invariantes ante un cambio de origen pero no ante un cambio de escala.

1101i10

N

1i
i01i10

N

1i
i01i10

N

1i
i11 m)pm()ay(.)ax(

N

1
)pm()qapqyp(.)namnxm(

N

1
)'a'y(.)'a'x(

N

1
'm =−−=−−+−−+=−−= ∑∑∑

===

• La covarianza es invariante ante un cambio de origen, pero no ante un cambio de escala.

   Sean  X/Yβ  e  Y/Xβ , respectivamente, los coeficientes de regresión de las rectas (Y/X) e (X/Y).

Análogamente,  'X/'Y'β  e  'Y/'X'β , los coeficientes de regresión de las rectas (Y'/X') e (X'/Y'). Se tiene:
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X/Y
20

11

20
2

11

20

11
'X/'Y .
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m
.

m

p

mm

m.)pm(
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'm
' β====β  , análogamente,   Y/X'Y/'X .

p

m
' β=β

• Los coeficientes de regresión son  invariantes ante un cambio de origen, pero no ante un
cambio de escala.

   El coeficiente de determinación  2
Y/XX/YY/XX/YY/XX/Y

2 R..
p

m
..

m

p
'.''R =ββ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β=ββ=

• El coeficiente de determinación es invariante ante un cambio de origen y de escala. En
consecuencia, también lo será el coeficiente de correlación.


