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REGRESION LINEAL

METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS.- En cada
par (X,Y) al valor observado x; le corresponde un valor (Xi'vj) b

observado y; y otro valor tedrico y; que seria el que

le corresponderia en la recta como funcioén, es decir:
¥i=Bo +B1X

A la distancia entre estos dos valores (tedrico y
experimental), la denotamos por d; =V, -Y;j

0

Para obtener los parametros B, y B;, se toman las distancias (errores) al cuadrado para que no se
contrarresten los signos positivos y negativos, haciendo minima su suma: M:dej :Z(\?i —yj)2

i i,j
Por otra parte, para simplificar el mecanismo para obtener la recta de regresion de Y (variable
dependiente) sobre X (variable independiente), se descartan multiplicidades y suponemos que cada
par se repite una sola vez.

Considerando que ¥; =B, +B; X;, M=Zdﬁj =3B +B4 Xi_yj)z
i, i,

Para hallar los valores de By y B; que hagan minima esta funcién hemos de hallar las derivadas,
igualando a cero las ecuaciones resultantes:

S—MZZZ(BOJFBlXi_Vj):O = Z(BO+B1Xi_yj):0
8B 5 ]

3M

——=23 (Bo+B1x—y))(x)=0 = > (Bo+By1x—Yy;)x)=0
8B 5 ]

Por las propiedades del sumatorio, se obtienen las ecuaciones normales de la regresion:

ZB0+Blin_Zyj:0 ZBO+Blin:Zyj
i i j [ [ J
=

BOZXi+Blin2_ZXiyj:0 BOZXi"'BlZXiZ:ZXiyj
i i i,j I I L)

Dividiendo las expresiones anteriores por N (nimero total de datos), habiendo supuesto que la
frecuencia absoluta de cada par (X, Y) es la unidad, resulta:
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21 DX 2.V B +Pix =y
- X i + X =
Bo IN +PB IN N Considerando los momentos, se tiene: o_ ! y
BoX+PByay =2y
Sxi o dxE X, o aw
Bo——+p, L —=1 o =y
°N TP ON N

sustituyendo en la ecuacion By X+ a5 =a44, resulta:

TR %) X 2 ot A1 XY _My
(V=PB1X) x+Brayg=a;; B Pilayp—%x)=a;-xy = Pi= 2 -
azo_x (e
BO =y- 2 X
GX

Finalmente, sustituyendo los valores obtenidos en la ecuacién de larecta y =+ x

_ my; _ m _ m _
y:y—%xqt—lzlx = y—y:%(x—x)
cYX cYX GX
COEFICIENTES DE REGRESION LINEAL
_ m _ .
« Larectaderegresiéon de Ysobre X: y-—y :—121 (x—x), donde el coeficiente de regresién
GX

m :
By/x =—5- es la pendiente de la recta.
c

X

. _ m _ - L
o Larecta de regresion de X sobre Y: x—X =% (y—Y), donde el coeficiente de regresion
Oy
_Mp .
By/y =—5 esla pendiente de la recta.
c
y

siendo la covarianza m;; =a;; — Xy
i _

— — + Xy =
N N N Y N Y N

SSavny Swn, Sxn
i 5 o v TY YU 4wy v
= - X -y + XY =a;y — XY —XYy+ XYy =23, — XY
N N N 11 11

i -

ZZ(Xi_i)(yj_V)nij sziyjnij dzzyjnij _szinij ZZnu

mqq =

44



DESCOMPOSICION DE LA VARIABILIDAD: COEFICIENTE DE CORRELACION - VARIANZA RESIDUAL

Sea y; el valor tedrico que corresponderia en la recta de regresion de Y sobre X: ¥, =B, +B, X; .

Elevando al cuadrado la descomposicion (y; —y)=(y; —V ) +(y; —Y), se obtiene:
=0

n n 2 n n n
SCT=X(y; =) =3[y =9+ i =¥)] =20y =902+ 29 =¥)> +22(y; = 9;)-(9; =)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Observemos que, i(yi —v;).ly;—Y)= i(yi —Bo —B1%).(By +B1 X, —Y)=
i=1 i=1

:Bo i(yi_Bo_Bﬂ(i) + B1 ixi(yi_Bo_Bﬂ(i) + Vi(yi_Bo_Bﬂ(i)
i=1 i=1 i1

=0 =0 =0
n 0 n .12 n. _ 2
con lo cual, Z(yi—y) = Z(Vi_yi) + Z(Vi—y)
i=1 i=1 i=1
SCT SCR SCE

suma cuadrados total suma cuadrados residual suma cuadrados explicada

Z(Vi—\?i)z Z(\A’i—V)Z
i=1

Por otro lado, Zn:(yi—V)z=Zn:(yi—§'i)2+zn:(\71_wz = 1= i:nl T
= i1 -1 Dvi-v)’ vy’
i=1 i=1

Una vez estimado el modelo es conveniente obtener una medida acerca de la bondad del ajuste
realizado. Un estadistico que facilita esta medida es el Coeficiente de Determinacion (p2 ), que se

n
Y
L s i;(v. y)
define: p :SCT: -
2 (yi=v)°
i=1

El Coeficiente de Determinacion permite, ademas, seleccionar entre modelos clasicos que tengan el
mismo numero de regresores, ya que la capacidad explicativa de un modelo es mayor cuanto mas

elevado sea el valor que tome este coeficiente.
2

Or
~ 12 2
SCR i~V /N
De otra parte, p?=1 - ——=1 — le - G—; = szci(l—pz)
SCT 3 (yi—y)*/N o
\_ﬁ_—d
o

Considerando la recta de regresion de Y sobre X, el coeficiente de determinacion p2 puede
expresarse:
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2 2 —
Z{mll(x —i)} {mll} Z(Xi — X) coeficiente correlacién
~ — 2 1 2 —_——
> lyi=v) > (yi—v) Slyi-v)’ Gy oy Gy O,
N

X X

El coeficiente de correlacion lineal p es un numero abstracto que determinara el grado de ajuste

entre una nube de puntos y una recta de regresiéon. Se define como la media geométrica de los
coeficientes de regresion lineal:

= By /e Buy = Mg My - My
P=4/Py/x Pxsy = 2 2
oy Oy OxOy

Adviértase que si la varianza residual es cero Gf =0, se tiene, Gf :ci (1—p2) =0 1—p2 =0

con lo cual, p2 =l1=>my;=foc,0

y
RELACION ENTRE COEFICIENTES:
My 2
By/x = - > myy =Py /x O -
2

mllx = PBy/x 0x=pox o, B\//XZPG—y

p= = My =P Oy Oy X
Oy Oy

INTERPRETACION COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL:

Se hace una interpretacién a partir de la relacién con la varianza residual cf 26\2/ (1—p2) :

. 2_ 2
« Sip=0 = oy=0, vy By/x=0y By, =0.
Las dos rectas son perpendiculares y las variables son INCORRELADAS

« Sip=1 = Gr2=0.

Todos los puntos se encuentran situados sobre la recta de regresion,
existiendo entre las dos variables una DEPENDENCIA FUNCIONAL
(recta de regresion creciente).

« Sip=-1 = szO.
. .7 -):_
Todos los puntos se encuentran situados sobre la recta de regresién, d

existiendo entre las dos variables una DEPENDENCIA FUNCIONAL
(recta de regresién decreciente).
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« Si -1<p<0 6 O0<px1

Las variables estan tanto més correladas en cuanto el
coeficiente se aproxima mas a -1 6 1, respectivamente.
En ambos casos, existe una DEPENDENCIA ALEATORIA entre las

variables.

TRANSFORMACION DE LOS DATOS

Cuando se detectan problemas de NO LINEALIDAD o HETEROCEDASTICIDAD y se desea aplicar las

técnicas de REGRESION LINEAL se procede de forma anéloga.

Algunas funciones linealizables

y = kel

Inversa

]

y = ke*

i
— logy = loghk + Bz

Doble Log
y=ka® ——% logy = logk + Blogx

y=k+ '!?

| Logistica |
—» logy =logk + 3—
x

TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES LINEALIZABLES

Logaritmo
y =kePox
Po >

Lineal con
Lny=Lnk+ B, x

Doble Logaritmo

Lineal con
Lny=Lnk—p, Lnx

Logistica

Lineal con
Lny=Lnk+p, x

Doble Logaritmo

y =kxPe

Po <1

Lineal con
Lny =Lnk+f, Lnx
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ANTECEDENTES DE LA REGRESION

« La Normal univariante y bivariante (modelos de probabilidad)
« Ajuste de una recta a una nube de puntos (analisis de datos)

« Inferencia estadistica (obtencién de conclusiones mediante la informacién de los datos y
las propiedades tedricas del modelo: intervalos de confianza, contrastes de hipétesis, errores,

analisis de la varianza, ...)

Distribucion Normal Bivariante (parametros p,,u,,5;,6,.p)

f(x.y)

f-"’f-;'rj':' %
W
S]]

.t i)
F
%J#:v:i}':.;/!:
""3,,4.';1 i, -ff:*"
T
g,

py =E(X) m, =E(Y) cf =Var(X) G% =Var(Y) p =Coef. correlacién (X, Y)

1 - % [G% (X—n1)? +0% (y=n2)* —2.01 0 p (X—111) (Y—Hz)]
f(x,y)= e 207 o3 (1-p7)

27‘5(51(52\/1—[)2

Normal bivariante: Distribuciones condicionadas

- Y/X=x es una N(By+pyx,7)

E[Y/X=x] v

MODELOS DE REGRESION LINEAL

Las técnicas de Regresion Lineal simple parten de dos variables cuantitativas:

« Lavariable explicativa (x)
« Lavariable respuesta (y)

Tratando de explicar la variable de respuesta (y) mediante una funcidn lineal de la x representada por
larecta y=Py+pB;x.
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Para ello partimos de un Modelo de Probabilidad (la distribucién normal) y de n pares de datos (x;,y;)
gue suponemos que provienen del modelo establecido.

Diferenciamos dos Moles:

MODELO 1.- El observador fija los valores de la variable x; y obtiene 'al azar' los correspondientes
valores x;: Y =B+, X+U donde UeN(0, 5)

MODELO 2.- El observador obtiene 'al azar' los correspondientes valores(x;,y;):

(X,Y)eN(uq, 1y, 01,05,p) = Y/X=xeN([30+B1x, Gy 4/ 1—p2)

MODELO 1: MUESTRA ALEATORIA

u; eN(0, 1)
Yi =Bo +B1 X +y; {

yieN(BO+B1xi,02) independientes (i=1, ---,n)

Normalidad: u; eN(0,1)

Linealidad: E(uy;)=0

Homocedasticidad: V(u;)=0
Independencia: Los u; son independientes

Estableciendo las hipétesis:

o Bg:representa el valor medio de la variable de respuesta
(y) cuando la variable explicativa (x) es cero.

Los parametros:

« PBq:representa el incremento de la respuesta media (y)
cuando la variable explicativa (x) aumenta en una unidad.

rectaderegresion
Ajuste de una recta a n pares de estimada \
datos (x;, ;). \?:BUJFBN‘ . T min e
= 2=x)(yi-y)
. ¢ Ao i=l _ cov(x;, yi)

Estimacion de los coeficientes de la o ® o Bi=="5 T var(x)

S (x: — X)? i
recta 0 . 2. —%)

i=1

——Po=y—-P1X
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PARAMETROS DE LA REGRESION (B, B1)

Bo =V—B;x
n _ _ 1 _ _
- E(Xi =) (y;-) ) N E(Xi ~x) (v;-V) covi,)
3 ~%) LSpxp  vard
i=1 N iz

ANALISIS DE LOS RESIDUOS. ESTIMACION DE LA VARIANZA RESIDUAL G’

. P recta regresion
i=Yi—Yi=Vi~Bo P estimada Los residuos del modelo: u, =y, —V;

(x:, ;) i =Bo + By %

La varianza residual:

Zuiz Z(Yi _é’o _ﬁl Xi)2
i= i=1

n-2 B n—-2

« Poniendo en el eje de abscisas los valores de las x; y en el de
Los residuos pueden dibujarse ordenadas los correspondientes u;.

de distintas formas: « Poniendo en el eje de abscisas los valores de las y; y en el de

ordenadas los correspondientes u;.

RESIDUOS TIPIFICADOS O ESTANDARIZADOS.- Para evitar la influencia de las unidades de medida
utilizadas en los datos y eliminar posibles diferencias debidas al azar en su variabilidad, se pueden
utilizar los residuos tipificados dividiendo cada uno de ellos por una medida comun de dispersion.

El método mds comun lleva a lo que se llama residuos studentizados (por lo que su distribucion es la
t-Student).

4 Lineal y homocedastico 4 No |inea|yhomocedéstipo

ui ) ® g % e @ ui 3. o.-
G Bt Rt < '*'.'“:-_T': -
® ol el s 9
-~ P n’
Yi Yi
'y a @ A .
ui ... .. - ui ®a
. ®
O-%zo———-——_— 0= —’i-‘—..——d-o'-"—
® '..- .:.'c: ol
® g > L] ® g >

Lineal y no homocedastico ¥, No lineal y no homocedéstico\:’i
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ESTIMACION POR INTERVALOS DE LOS PARAMETROS DE REGRESION

(Suponiendo Normalidad)

. -2
Var(By) =52 EM‘—Z}

R 1 x?
. IC, (BO) = BO ito¢/2,n—2 N 2
no;

N noy

2

A S
Var(B;) =—F5
noy

A 1
o 1C oB1)=|B1Ety/2n2r, | — }
no

2
Xa/2,n-2 X1-a/2,n-2

2 2

Zuiz Z(yi_BO_Bl Xi)z
=1 i=1
n—-2 B

siendo la varianza residual Sﬁ = .
n_

CONTRASTE DE LA REGRESION (t-Student)

Se establecen las hipdtesis:

HO:BI :O
Hy:B, %0

La hipdtesis nula establece que los valores de la X no influyen en los valores de
laY en la relacién lineal, frente a la hipdtesis alternativa que dice lo contrario.

Con un nivel de significacion o rechazamos la hipétesis nula H, si el CERO no estd cubierto en el

intervalo de confianza:

s _covlx,y)
R 1 var(x;)
ICi_o(B1)=|PBq =t 5 Sg .|—= 1|, siendo n .
1-a\P1 1—-"a/2,n-2 >R G?( Z(yi_yi)z
\—ﬁr—’.—“ SZ — i=1
error tipico R
L muestra | n—2
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CONTRASTE DE LA REGRESION: ANOVA

(Descomposiciéon de la variabilidad en la regresion)

recta regresion

Ui:Vi_Qi:Vi_BO_lei

Vi =Bo +B1 X +y estimada
A oA Vi =Bo +B1X
Yi=PBo +B1 X+ UiA <
\A'i Yi—Vi |31

y, =V;+(y; —V;) restando y, resulta:
(Vi_V):(Vi_V)"'(yi_\A/i) * X

c 2 C 2 L 2
elevando al cuadrado, queda: > (y;—y) = Dyi—v) + >(¥i-Y)

i=1 i=1 i=1

SCT SCR SCE

suma cuadrados total suma cuadrados explicada suma cuadrados residual
(n—1) grados libertad (n—2) grados libertad 1 grado libertad

n n n Z(yi _\A'i)z Z(\A’. —V)z

Por otro lado, (v;—=¥)*=X(y;-¥)°+X(§;i-y)* = 1 =1L v E
= - - 2li-v)?* Xlvi-v)?

i=1 i=1

SCR/SCT Ra=scE/scT

n
SCE (¥ -v)?

El Coeficiente de Determinacién RZ% = ==
SCT 0
2vi—y)

i=1

El Coeficiente de Determinacién corregido R? por el nimero de grados de libertad, que depura el
incremento que experimenta el coeficiente de determinacién cuando el nimero de regresores es
mayor:

OF

Sy =02 /(h-2) ,

n n n
—_— ~ A — p— P G
2vi-v)® = X9 X7 = RP=1-5 =1-R
= SR = 2=y
i=1
(n—1) g.libertad (n—2) g.libertad 1g.libertad | 5

Oy
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ANALISIS DE LA VARIANZA: TABLA ANOVA

Variacion Suma cuadrados grados libertad | Media cuadratica F-Snedecor p-valor
. SCE
Explicada SCE=Y(V:-V)? — _
P .é | ' 1 _ SCE/1 | P*=
n ) SCR SCR/(n-2)
Residual | SCR=Y(y;—V)? n—2 ==
i=1 n—2
- 2
Total SCT=> (y;—Y) n—1
i=1
no 5 n ” 12 n —\2
2(Vi—Y) 2yi—¥3) 2.yi—y)
5, SCE 5 , SCR S scT 5
En consecuencia, of = = Of = = = =
1 1 n-2 n-2 n-1 n-1
CONTRASTE DE HIPOTESIS (F-Snedecor):
Hipdtesis nula Ho: B1 = 0 el modelo no es explicativo
Hipdtesis alternativa H;: B; # 0 el modelo es explicativo
A un nivel de confianza (1-a) se rechaza Hy si F>Fy.q1 15
« De otra parte, la distribucion F-Snedecor:
_ SCE/1 SCESCTn-2  , 1 n-2 _ 1 n-2 1 n-2
SCR/(n—2) SCT SCR 1 SCR 1 SCT-SCE  k 1-R* 1
SCT SCT
R n-2 R?
= ——1 - F=(-2)——
1-R 1-R

COMENTARIOS SOBRE EL CONTRASTE DE LA REGRESION

El contraste de la regresidon supone que la relacion (mas o menos fuerte) es LINEAL. Por tanto, si
no se rechaza la hipodtesis nula, lo Unico que se puede concluir es que no se ha encontrado
evidencia de una relacion lineal, pudiendo existir una relacién NO LINEAL.

En la REGRESION SIMPLE el contraste ANOVA coincide exactamente con el contraste de la t-
Student para el coeficiente de la variable regresora.

Los CONTRASTES Y GRAFICOS se utilizan para ver si existe EVIDENCIA en contra de alguna de las
hipétesis.

+ Histograma de los residuos tipificados

+ Q-Q plot de los residuos tipificados

¢ Test de K-S (Kolmogorov-Smirnov)

Normalidad
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+ Diagrama de dispersion de residuos tipificados

Linealidad frente a los valores pronosticados ajustados.
Homocedasticidad (Tienen que estar entre -2 'y 2 en una nube de puntos
sin forma)

PREDICCIONES A PARTIR DEL MODELO AJUSTADO

Aceptado el modelo de regresion, pueden realizarse estimaciones y predicciones sobre distintas
caracteristicas de la variable Y dado un valor fijo de la variable X que denominaremos x

Partiendo de una distribucion N[Bo +B1 X0, c], se analizaran dos opciones:

o Estimacién de E[Y/X = xo] valor mediode Y para X=X
« Prediccidn de un valor de Y para X =x;

En ambos casos la mejor estimacidn puntual es del valor de Y predicho por la recta de regresién
ajustada Yy =Pg +P1Xg-

éDonde esta la diferencia?, veamos un ejemplo: Para una misma velocidad del viento X, las olas
podran tener distintas alturas.

« Estimacion de la media de Y para X =x,.- Estimacion de la altura media que tendran todas las

olas para una velocidad del viento fija X .

« Prediccion de un valor de Y para X =x,.- Prediccion de la altura de una ola para una velocidad del
viento fija X, .

La estimacidn de la media serd la mds precisa puesto que compensamos la variabilidad de la Y para X=X,

En la prediccidon de un unico valor, a la variabilidad estadistica se suma la variabilidad de los valores de la Y
para X=X,

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA ESTIMACION Y LA PREDICCION

Estimacion de la media de Y dado X=x,: E[Y/X =x,]

-2
. N 1 (xg—X

IC;_q (estimacion)=|yg tty /5 2 Sk _+%
' n  noj

error tipico

Prediccion de un valor de Y dado X=X

- 1 (xq—X)?
IC;_q (prediccion) =|yg £ty /2 12 Sr \/1+_+%
n noy

error tipico
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Graficamente: Bandas de confianza y de prediccion

p Bandas de
f" 2 ’ prediccion
/! =
: 458 para Y dado X=x,
] ) '
N p i /
/ ?
ey - Bandas de
F H - B
gt confianza para
B~ e il "
R 2 SR E(Y/X=x,)
e s | i
f /’ ’
’
/' !
4 / ! -
/ . L
/ : media

~ Los dos bandas tienen la misma forma, siempre mas
estrechas en la media de las x donde hay mas informacion

CONTRASTE DE LINEALIDAD

Es normal que en un disefio fijo para cada valor de la variable explicativa (X =Xx;) se tienen varios
valores de la variable respuesta. La muestra se puede ordenar como se describe a continuacioén:

Xl X2 X3 cee Xk

Y11 Y21 Y31 Yk1
Y12 Y22 Y32 Yk2
Y13 Y23 Y33 Yk3
y1n1 y2n2 y3n3 x yknk
Vlo VZ. V3o Vk'

La muestra es de la forma (xi,yij), donde [i=1,2, -k =12, - ,ni], el tamafo muestral es

n=n; +n, +n3+ --- +n,, y para cada valor X; se puede calcular la media condicionada muestral de

la variable de respuesta:

nj
Zyij
=1

Vio: |:1121 Ik
n;
Con lo cual, en la igualdad,
k Ni , & ni , & ni 5
ZZ(VU‘—V..) = ZZ(Yij_Yi) +ZZ(V1—Vi)
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
SCT SCR SCE

(n—1) g.libertad (n—2)g.libertad 1g.libertad

n
« Lasuma de la variacién residual SCR= Z(yi —V; )2 se puede descomponer en dos términos:
i=1
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k Mi k M k Mi k Ni
SCRZZZuﬁ :ZZ(Yij _\A’i)z :ZZ(VU _Vi.)z +ZZ(7i- _\71)2 =

i=1j=1 i=1 j=1 i=1j=1 i=1 j=1
k Ni k
= ZZ(YU _Vi.)z +Zni (Vie —\A’i)z
i=1j=1 i=1
SCR, SCR,

De este modo, una descomposicion mdas completa de la variabilidad total serd la siguiente:

SCR (n— 2)g.libertad

k i k i k k
ZZ(yij—Vi)z = ZZ(Vij—Vi.)Z + Zni(Vi.—\“/i)z +Zni (%—Vi)z

i=1j=1 i=1j=1 i=1 i=1

SCT SCR, SCR, SCE
(n—1)g.libertad (n—k)g.libertad (k—2)g.libertad 1g.libertad

Considerando esta igualdad se puede construir una tabla ANOVA mas completa:

Fuente de variacion Suma de cuadrados Gr.ados de Varianzas
Libertad
k
R SCE
Regresion SCE Z N (Vi =Yoo )2 1 S% :T
i=1
k
_ o SCR
Residual SCR; Zni (Vie —yi)2 k-2 S§1 = !
i=1 k-2
k M - SCR
Residual SCR, ZZ(yij —Vi,)z n-k S%z = 2
i=1j=1 n—k
k i SCR
Residual SCR ZZ(VU —&A/i)z n-2 S% =
i=1j=1 n-2
n
_ - SCT
Total  SCT | 2(yi—¥) s

A partir de la ANOVA mds completa se puede contrastar la hipétesis de que la funcidn de regresién es
lineal frente a la hipdtesis alternativa que afirma lo contrario. Es decir,

Ho: E[Y/X=x;]=Bo +B1x; la funcién es lineal

Hy: E[Y/X=x]=p(x) la funcion no es lineal

Cuando la hipétesis nula H es cierta, las medias condicionadas estaran proximas a la recta de
k

regresiony SCR1= Zni (Vie —{/i)2 ~0, esta medida tiene dimensiones y no es util para resolver la
i=1
k M
cuestion, para aclarar la discrepancia se comprara con SCR2 :ZZ(yij —\“/i)z, y el cociente de los dos
i=1j=1

estadisticos se utiliza como estadistico del contraste en estudio:

S2
R, :S%l ~Fy_2), (k) bajo la hipdtesis nula
R2
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2
. S
En el contraste unilateral de la F, no se acepta Hy cuando Fy_) (n_k) z%l > Fo s (k=2), (n=k)
R2

MODELO LINEAL DE REGRESION: HERRAMIENTAS DE SOFTWARE

« EXCELY LA REGRESION LINEAL

Se puede utilizar el andlisis de la regresion lineal para estimar la velocidad de reaccidn en p-
moles/minuto (Y) basandose en la variable X = 'Cantidad de glucogenasa'

X Microsoft Excel - GLUCOSA-MOLES =13
ﬁ archivo Edicidn Wer Insertar Formato Herramientas Daktos  Wenkana Excel dispone de analisis de RegreSiOIn para ajustar el
i =181XI}  modelo de regresion simple, simultaneamente
- AE E= KD - . . . /
bed elyY +R@BY e @ roporciona las estimaciones de los parametros, la
I & A
Ari 10 ~| N & 8 < > < T T .
i - = =’ _| contrastacién individual, y el andlisis de los residuos.
1 |X: CANTIDAD GLUCOSA:mI/ Y: MOLES/MINUTO =
2 ! 18 En el menu Herramientas, tenemos el didlogo Andlisis
3 7] s
4 3 &0 de datos, donde elegimos Regresion, obteniéndose
g gé 180 un cuadro de didlogo que permite realizar un ajuste
7 ' .| paralaregresion multiple.
RN vl

X Microsoft Excel - GLUCOSA-MOLES

ﬁ Archivo Edicidn  Yer Insertar Formato | Herramientas Datos Wentana 7
DS E SRY | sm@cYowed., 7 |z L@E45 @
. Autocorreccidn, .. e
arial -0 - N X Haede A B Anilisis de datos 1?7 %
0 @ Favorkos - Comparti oo Funciones para analisis
o J = Control de cambios  » i
7 o = — Histograma -
L~ Media mavil

1| X: CANTIDAD GLUCOSA:mI/I MOL  Eret=ee" : i Generacidn de ndmeros aleatorios Cancelar

2 1 Buscar ohistivo. .. Jerarguia v percentil avuda

34 g Escenarios. . —

Auditoria » Mueskra

5 0.2 e Prueba t para medias de dos muestras emparejadas

B 05 i Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas iguales

7 Macro » Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas desiguales

S P Prueba z para medias de dos muestras A

10 Personalizar. .. [

1 CpCiones... =
W4Ty MR Hojas b, |« istente ’ W[

Listo F1IC

Regresion

Los Campos de Entrada tienen las funcionalidades:

Entrada
-Aceptar
Rango ¥ de entrada: 46414646 EY
Cancelar

Rango & de entrada; tad1:4ats| EY
Ayuda
v Rétulos ¥ Constante igual a cero g

Iv Mivel de confianza 95 N

Rango Y de entrada: Introducir la referencia
correspondiente al rango de datos dependientes. El rango
debe estar formado por una Unica columna.

Opeiones de salida

" Rango de salida: B3

" En ina hoja nueva: Rango X de entrada: Introducir la referencia

+ En un libro nueva . . .

ST correspondiente al rango de datos independientes. Excel
Sl Sl e i restliles ordenara las variables independientes de este rango en
v Residuos estandares ¥ Curva de regresidn ajustada . . }

e m— orden ascendente de izquierda a derecha. El nimero

¥ Gréfico de probabiidad normal maximo de variables independientes es 16.
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Rotulos: Activar esta casilla cuando la primera fila o la primera columna del rango (o rangos) de entrada
tienen rotulos. No activar en el caso de que el rango de entrada carezca de rotulos. Excel genera los
rotulos de datos correspondientes para la tabla de resultados.

Nivel de confianza: Activar esta para incluir mas niveles de confianza en la tabla de resimenes de
resultados. Introducir el nivel de confianza a aplicar ademas del nivel predeterminado del 95%.

Constante igual a cero: Activar esta casilla para que la linea de regresidn pase por el origen.

Rango de salida: Introducir la referencia correspondiente a la celda superior izquierda de la tabla de
resultados. Dejar por lo menos siete columnas disponibles para la tabla de resultados sumarios, donde
aparecen: tabla de andlisis, nUmero observaciones, coeficientes, error tipico del prondstico Y, valores de
R? y error tipico de coeficientes.

En una hoja nueva: Hacer clic en esta opcién para insertar una hoja nueva en el libro actual y pegar los
resultados, comenzando por la celda Al de la nueva hoja de calculo. Para dar un nombre a la nueva hoja
de célculo, anotarlo en el cuadro.

En un libro nuevo: Hacer clic para crear un nuevo libro y pegar los resultados en una hoja nueva del libro
creado. Si desea incorporar la opcidn gréfica tiene que teclear esta opcion.

Residuos: Activar esta casilla para incluir los residuos en la tabla de resultados.

Residuos estandares: Activar esta casilla para incluir residuos estdndares en la tabla de resultados de
residuos.

Graficos de residuos: Si activa esta casilla se genera un grafico por cada variable independiente frente al
residuo.

Curva de regresion ajustada: Si activa esta casilla se genera un grafico con los valores pronosticados
frente a los valores observados.

Trazado de probabilidad normal: Activando esta casilla se genera un grafico con probabilidad normal.

Finalmente, con las opciones activadas en la figura anterior, en la tabla de resultados aparecen los
estadisticos de regresion, cuadro de analisis de la varianza del modelo, estimadores, contrastes de
significaciéon de F-Snedecor y de t-Student con sus p-valores asociados, intervalos de confianza para
los pardmetros y para las predicciones al 95%, y residuos.

1 Resumen i |
Z

3] Estadisticas de la reqresidn

4 Coeficiente de correlacidn miltiple 0991055515

5 Coeficiente de determinacidn R"2 0982191033

B R"2 ajustado 097625471

7 Error tipico 3341412148

8 Observaciones &)

9

10 [ANALISIS DE WARIAMZA

11 Grados de libertad  Suma de cuadrados | Promedio de los cuadrados F ‘Walor critico de F

12 Regresidn d 1847 304895 1847 304895 165,4544631 0001014106

13 Residuos 3 33,49510542 11,165035714

14 Total 4 18803

15 |

16 Coeficientss Error tipico Estadistico t Prababilidad inferior 95% Superior 95%  Inferior 95,0%  Superior 95, 0%
17 Intercepcidn 121121358 2 450936878 04941868485 0 B55095829 5508762445 9011202204 -6 585762445 9011202204
18 X 1864534337 144977538 1286291037 0001014106 1403450362 2326218312 1403450362 2326218312
19

o y=1,2114+18,648 x

22 Andlisis de los residuales Resultados de datos de probabilidad

23

24 Obssnvaciin FProndstico ¥ Residuos Residuos estandares FPercentil ¥

25 1 19,05956325 -1,059863253 -0642614139 10 &}

26 2 35 A0790663 -3 507906627 -1,212236471 an 10

27 3 a7, 15625 284375 0882722124 al 168

20 4 4 940866554 3059111446 1057145146 it k]

29 i} 1053539157 -0, 535391566 -0,185016664 a0 5]

|§n< » | MM Hojal / Hoja2 £ Hojas / |4]
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La figura adjunta presenta el grafico de Ia
variable independiente (X) contra los
residuos, lo que se utiliza para detectar el
problema de no linealidad,
heteroscedasticidad, y autocorrelacién en el
modelo del ajuste.

Lo mejor es que la grafica presente una
estructura aleatoria de puntos.

La figura adjunta presenta el grafico para
detectar la hipdtesis de normalidad en el
modelo.

La grafica ideal es la diagonal del primer
cuadrante.

La grafica visualiza la variable independiente
contra los valores predichos, lo que sirve para
detectar problemas de heteroscedasticidad.

Lo ideal es que todas las graficas presenten
una estructura aleatoria de puntos.

Para obtener la recta de regresion, se
seleccionan los datos

ol GLUCOSA-MOLES _
A B F

1 | CANTIDAD GLUCOSA:mII MOLES/MINUTO —i
2 X Y

3 1 18

4 2 35

5 3 B0

B 0.2 B

7 05 10

8
M| 4[» [} HojaS / Hojal % Hoja2 { Hoja3 / el 2

Y hacemos clic en el icono de Asistente para
Graficos.

X Microsoft Excel - Libro4

Sfl=]:9

ﬁ Archivo Edicion Yer Insertar Formato Herramientas Grafico Ventana 7 .= ﬁ
CeEd &Sy FB@E ) & &
A B E D E F —
1 u L} L
2 X: CANTIDAD GLUCOSA:mlil Grafico de los
3 residuales
4 4
5
B @ 2 %
7 m g * o
aw =20 * { t t t :
{ g *
9 v 05 1 i@ P4 27 £ 3|5
10 -5
1; X: GANTIDAD GLUCOSA:mI/
B . e
M| «[» v\ Hoja4 / Hojal £ Hoja2 £ Hojaa / | <] W[

i Libro4 fi=[c3
1 i
| Grafico de probabilidad normal

=z

4

5 o

B 5 60 +

7 Z 504

B = 4p-

2l o *

o] 4 301

1| g 20+ .

121 .. 10 . +

(1R | . . |
14

e 0 20 40 B0 80 100

15 Muestra percentil

18 - — = - i
M| 4]» MM Hojad / Hojal fHoja2 £ Hojad [/ ] il

i Libro2

1 | L |

= X Curva de regresion ajustada

3

; 70

5 60 + *

= a0 + -

B " - 4D E i . -
] 30 = Prandstica ¥
10 20 + ]

11 107 4 ®

12 o 2 :

L 0 1 2 3 4

14 |

15 X

16 m n
M 4] [M} Hojal % Hoja2 { Hoia3 / L«

Asistente para graficos - paso 1 de 4 - Tipo de grafico

Tipos estandar | Tipos personalizados I

Tipo de grafico: Subtipo de gréfico:

g Coluranas a
B Barras b
[ Lineas + .
@ Circular
Iy Areas }{X m
@ Anillas
iy Radial
@ Superficie
®¢ Burbujas
izl Cotizaciones ﬂ
Dispersidn, Compara pares de valares,
Presionar para ver muestra |
Cancelar | Siguignte = | Terminar |
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Previsualizamos la Grafica Hacer clic en Siguiente  Se ajustan los detalles de la Grafica, Titulos,

nombre de los ejes, etc. Hacer clic en Siguiente
i wao)

Asistente para graficos - paso 3 de 4 - Opciones de grafico

¥
Titulos l Eje ] Lineas de divisidn 1 Leyenda | Rétulos de datos
0
&0 Titulo del grafico:
50 REGRESION LINEAL REGRESION LINEAL
:: + || Eje de valores () i
20 GLUCOGEMASA 50
o i 50
i Eje de valores (¥): o
* Moes g g G
0 05 1 15 2 25 3 a5 MOLES| E 30
20 +
’— 10 1
Rangodedatos:  [=Hojazigagz:4E7 EX| o
i 1 2 3 4
Series en: " Filas l— GLUCOGENASA
* Columnas
@ Cancelar < Atras | Siguiente = | Terminar

@ Cancelar < ftrés I Siguiente = Terminar J

Asistente para graficos - paso 4 de 4 - Ubicacidn del grafico

Situat grafico:
St L Con la opcidn que figura seleccionada se obtiene la
S e - | Grafica en la misma hoja. Hacer clic en Terminar.
Cancelar | < ptrés ‘ | ,WI
CEX
A | E |l o —— G | H [ K| =
1| CANTIDAD GLUCOSA:ml1 MOLES/MINUTO L i
2 X Y ;
3 ] 18 REGRESION LINEAL
4 2 ES
5 3 60 0
& 02 g
7 05 10 =]
]
] 50
10
1 &40
12 = +|m
13 2 .
14
15 bl .
16
17 10 -
18
13 0 T T T T T T
0 ] 05 1 15 2 25 3
21 GLUCOGENASA
2 u
|423< [» M} HojaS £ Hojal ), Hoja2 f Hoja3 / ) ) |4

REGRESION LINEAL

70

La Grafica nos permite visualizar cierta o
relacion lineal. Para encontrar la ecuacién B0
de la recta que mejor la modela se
posiciona el cursor sobre alguno de los

puntos de la Gréfica de Dispersion, y se o >
hace clic con el Boton Derecho del Mouse.

40

MOLES
+
2]
=
n

30

] 0s 1 15 2 25 3 35
GLUCOGENASA
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Se selecciona:
'Agregar linea de tendencia ...".
Después 'Linea de Tendencia o

Pasando a la solapa 'Opciones’

REGRESION LINEAL .z .
regresion lineal.
70
60 & Agregar linea de tendencia
a0 Tipo I Opciones }
Tipo de tendencia o regresidn
& 40 5 o
= + + J‘)’/ f\j R
[=]
=130 Formato de setle de datos,., z £
Lineal Logaritmica Polinomial
20 Tipo de gréfica.., : o
t Datos de arigen... / J f m
n 4] Potencial Exponencial [Media mdvil
0 T T T A partir de las series:
E
o 05 1 15 e 35
GLUCOGENASA |
o

Se tildan las opciones y se hace clic en 'Aceptar’

Agregar linea de tendencia

Tipo l Opciones ]
Tipo de tendencia o regresion

Lineal Logaritmica Polinomial
Patencial Exponencial Media mawil

A partir de las series:

=

Aceptar |

Cancelar

Agregar linea de tendencia

Tipo Cpciones l
Mormbre de la linea de tendencia

+ Aukomatica: Lineal (¥}

" Personalizada: |

Extrapolar

1] 3: Unidades
] 3: Unidades

—

I¥ Presentar ecuacion en el gréfico

Hacia delante:

Harcia atras:

[ sefialar intersecciin =

¥ Presentar el valor B cuadrado en el grafico

Aceptar |

Cancelar

Resultando, finalmente:

REGRESION LINEAL
70
0 T= 1855 F 1,217
R? =0 9522
50
w40
w
5‘ -
=3
20
/
10
+*
0 v v : v v
D 05 15 2 25 3 35
GLUCOGENASA
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« SPSSY LA REGRESION LINEAL

Con datos introducidos en SPSS, intentamos ajustar un modelo mediante Minimos Cuadrados

Ordinarios (MCO).

Para ello, se elige en el Menu Analizar - Regresion - Lineal, como se indica en la figura adjunta.

oaf GLUCOGEMNASA.sav [Conjunto_de_dat... |

¢ GLUCOGENASA.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPS5

Archivo  Edicidn Wer Datos  Transformar EOEVEETM Graficos  Utlidades Wentana 7
Archivo  Edicion  Wer Datos Transformar  Analizar  Graficos = 2 @ b gy Ifomes 4
i - Estadisticos descriptivos »
Utiidades  Wentana 7 25 Tablas » Vigibla: 2 de 2+
= L GLUCOGENASA | MOLE — Comparar medias Yhar | var | wvar | vara
=4 =T wmh A BE 7 0 15 Modehoineal general ’
2 ZIEI B Modelos lineales generalizados  »
25 5 3IEI 0 Modelos mixtos 3
! Ce iones »
GLUCOGENASA | MOLES | war  |a Z - D
1 1o T = 5 bl ¥ Estimacidn curviinea, .,
v B i 3
7 20 3w i 7 i p|  Logsticabinaria...
' 5 Faraias , Logistica mulkinomial ...
3 3o B0 3 Pruebas no paramétricas » srd;"tal"'
4 2 g T Series temporales B B
i = Supervivencia b nolineal...
5 .5 10 ) Respuesta mulkiple ¥ Estimacisn ponderada...
B = Andlisis de valores perdidas. .. Minimos cuadrados en dos Fases...
Musstras complejas » —
? B 14 Control de calidad » Escalamiento dptimo...
= = 15 Curva COR...
4+ [\ Vista de datos 4 vista devaria [< | ¥ = v
« []\Vista de datos £ Vista de varia | < | >
Regresion lineal SPSS5 El procesador ests preparado

En el cuadro de la Regresion lineal se introduce la variable dependiente (Y) y la variable
independiente cantidad de glucogenasa (X). En el boton Opciones se hace la seleccién de la figura.

Ml Regresidn lineal

Meétada: I Introducir

Wariable de seleccidn

S —
Etiquetas de caso

Ponderacion MCP:

[ g i e Dependiente: ion li - i
s o S i -
& GLUCDGENASA \:\ I_yg Regresion lineal: Opciones
| & MOLES
A -E Criterios del método por pasas
ol
{depencieny e Entrada: [,EIE | Salida: I,'ID
D () Usar walor ds F

1 r
224 | 271 ]
Incluir constante en la ecuacisn
Yalores perdidos
() Excluir cazos seqin lista

() Excluir casos seglin parsja
(%) Beemplazar por la media

E stadisticos.. [ﬁréficos...] [Ggardar.. ] [Qpciones...]

En las opciones Estadisticos y Grdficos, se procede como aparece en las selecciones adjuntas. En el
botdn Gréficos se selecciona residuos contra valores predichos. Al pulsar Aceptar se obtiene el ajuste
del modelo.

Regresidn lineal: Estadisticos

Coeficientes de regresidh
Estimaciones
Intervalos de confianza
[ tatriz de covarianzas

Residuos

[ Diagndsticos por casn

Ajuste del modelo
[ Cambio en B cuadrado
Descriptivoz

Continuar
Cancelar

[ Conelaciones parcial y semiparcial

[ Diagnasticos de colinealidad

Dizperzidn 1 de 1

Continuar

(Coniea]
o

o
=

“ZFRED | Apuda
"SRESID E
"SDRESID % [ZRESID !

!
"ADJPRED ‘
|

Gréaficos de residuas tipificadas
Histograma
Gréafica de prob. normal

[ Generar todos los aréficos parciales
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El ajuste del Modelo:

ANOWVAR
Suma de Media
Modela cuadrados gl cuadrética F Sig. SCE=1847,305
1 Regrasian 18473048 1 1847,305 165,454 ao12
Residual 33,495 3 11,185 SCR=33,495
Total 1880,800 4 SCT =1880,8

4. variahles predictoras: (Constante), GLUCOGEMNASA
b variable dependiente; MOLES

Fo SCE/1 _ 1847,305 — 165,454
SCR/3 33,495/3

Hipdtesis nula Hp: By = 0 el modelo no es explicativo
Hipotesis alternativa H;: B; # 0 el modelo es explicativo

A un nivel de confianza del 95% (1—a =0,95) se rechaza H, si F=165,454>F; ;s.; 3 =10,128 (tablas)

Resumen del modelot

F cuadrada | Errortip. dela Drhin- Rz _ SCE _ 1847,305 —0982
Wodelo R R cuadrado corregida estimacion YWatson - SCT - 1880 8 -
1 g1 a EER a7k 3,341 1,673 ’
a. Wariables predictoras: (Constante), GLUCOGENASA, R=,/0,982=0,991
b, variable dependiente: MOLES
2
. R 0,982
Se verifica la relacion F = (n—2) 5> — 165454=3 ——
1-R 1-0,982

Respecto a la autocorrelacidn, el estadistico de Durbin-Watson de 1,673 no deja claro la presencia o
n

>y, _Ui—1)2 DW=2 sip=0
no de autocorrelacién: DW ==2————~2(1-p) ={DW=0 sip=1
pXTH DW=~4 sip=-1
i=1

Coeficientes®

Coeficientes
Coeficientes no estandarizad Intervalo de conflanza para
estandarizados 0s B al 95%
Lirnite
Modelo B Error tip. Beta t Sig. Lirnite inferior | superior
1 (Constante) 1,211 2,451 494 G55 -6,589 9,011
GLUCOGEMNASA 18,648 1,450 891 12,863 o 14,035 23,262

4. Variahle dependienta: MOLES
El Modelo estimado seria: y=1,211+18,648 x

Estadisticos sobre los residuos?®

Desviacidn
Minirmo M aximo Media tip. il
Walor pronosticada 4,94 8716 26,20 21,490 g
Residua hruto -3,508 3,059 aaa 2,894 5
Yalar pronosticado tip, -,9849 1,440 ,aon 1,000 5
Residuatip. -1,080 H16 ,aaa 866 L}

a. Variahle dependiente: MOLES
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Histograma

Variable dependiente: MOLES

2,09

157 En la figura del histograma de los
L residuos. se observa que no se
= ajusta bien a una distribucién
£

/ \ normal.
/ N

00

Media =1,11E-16
Desviaciél&tl’psica =0 866

15 1,0 05 00 05 10
Regresion Residuo tipificado

Grafico P-P normal de regresion Residuo tipificado
Variable dependiente: MOLES

1,04
o 05 o ®)
. s . °
En la figura se presenta el grafico de normalidad £
que se ajusta muy bien a la diagonal del primer 2064
cuadrante. s
o o
™4
=)
g
o
02+
00-— T T T T T
0,0 02 04 06 08 10

Prob acum observada

Grafico de dispersion
Variable dependiente: MOLES

w
1
o

En el grafico de residuos tipificados contra
valores predichos existen dudas sobre la

° aleatoriedad porque los puntos se
concentran siguiendo rectas paralelas, lo que
permite vislumbrar problemas de
heteroscedasticidad.

o o =
o w o
1 1 1

Regresion Valor pronosticado tipificado
3

o
1
[s]

T T
5 10 0,5 00 05 10
Regresion Residuo tipificado
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REPRESENTAR NUBE DE PUNTOS - RECTA DE REGRESION

i *GLLICOGENASA .sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS

Archivo  Edicion  Ver Datos Transformar  Analizar REEIEN Utlidades ventana 7
= E I% E" m E? Iy _r rv., Generador de gréficos. ..
17 e o 4 “Visible: 2 ds 2+
4logo antiguos Barras...
GLUCOGEMNASA | MOLES | iy T var &
1 10 18 Lineas. ..
2 20 35 hreas...
3 30 60 Sectores...
La nube de puntos se representa con el : - 3 i b :
, , i Diagramas de caja...
menu: GRAFICO/DISPERSION/PUNTOS £ Barras desror..
7 Piramide de poblacidn
i
£l
10
11
iz
13
4 7
4+ \Vista de datos £ Vista de variables [/ | < I 3|
Dispersisn/Puntos 5PSS El procesadar esta preparada

Dispersion/Puntos

Def\mr

spersidn 4 Dispersitn Puntaz . P . .7 .

ele ™ o] 20 (e ] | En el cuadro de Dialogo especificar 'Dispersion Simple'
! Digpergidn E&q grisnerswén

SUperpuesta

En la OPCION DISPERSION SIMPLE se pueden representar los puntos para un par de variables. En el
cuadro se especifica la variable dependiente (Y) y la variable independiente (X).

M Diagrama de dispersian simple
80+ o
O T
EieX: plar
] [Swoes
[Foe ]
Ejex:
Box 504
E | #erocenass |
E Establecer marcas por: [ﬂj
| Syuda
| G
Etiquetar los casas mediante:
3 | 0
] -
Panel por ) 0
Has o
| =
20
Columnas: o
r 104 (=]
o
Plantils
] Usar las especificaciones graficas de: o
T T T T T T T
00 05 10 15 20 25 30
GLUCOGENASA

Una vez dibujada la nube de puntos se puede dibujar la recta de regresion. Para ello, es necesario
editar el grafico pulsando dos veces sobre el mismo. A continuacion en el editor de menu de graficas,
se selecciona la opcién ELEMENTOS, como se muestra en la figura:

B Edilor de grificos i Editor de gréfices
rchhvo Edr Yo Qpoiorers Brerdos Avud —
oo SXYEMP B LEK Cl=ML EELIZG bl o IXYRMR Mrmwmwm T EEELIG &
N K - - - iy, Mestrar eoguetss ge datos -—
Mol bl el B L b X G
: v
e o w] CEEETET B
-
e, Linea de rkerpclacn
= - P
»
an “
o
o w
o L
w o]
21 0] a
g™ =
=
-
20 J o
a
14 e
1t o a
o
"
o T T T T T
= . : = ; : = an ns 0 Vs 20 < 0
0o o5 tn 15 0 25 10 GLUCOGENASA
GLUCOGENASA
FITS, W48, 75 puntor I M il
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Se selecciona la opcion Ajustar linea/Lineal

Propiedades ﬁl
— i Editer de prafices
Tamario del grafico | Lineas | Ajustar linea | variables Erowo Edotm Ver Gpoores Elementos Awgds
., ., oo DXYRgP B LEY ClMe il &Il
D Mostrar trazos de unidn, D Suprinir interseccidn N T et
Método de ajuste ol R Y
P
) Media de ¥ () Cuadrético
504
@ Lineat ; ) Cibica
504
() Loess
% de puntos que ajustar: [ oo m
Kernel: ||
h w
]
Intervalos de confianza g *1
(&) Ninguno
2
) Media
) Individuos
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EJERCICIOS DE REGRESION LINEAL

1. En la tabla adjunta se recogen dos afios, el gasto mensual en publicidad (X) y las ventas mensuales
(Y) de una empresa, ambas en miles de euros, calcular la recta de regresidon que explique las ventas en
funcién del gasto de publicidad, asi como su representacion grafica.

X 15,2 | 14,9 15 |14,9 14,2 | 14,6 | 155 | 15,1 | 154 | 14,7 | 14,3 | 15,7

Y 715 705 704 715 654 698 758 708 714 703 676 771

X 15,2 | 14,8 152 | 14,2 15,7 14 14,7 | 16,7 | 149 15 13,6 | 14,7

Y 726 721 701 656 743 644 676 813 710 712 648 719

Solucion:

12 Opcioén en Excel

Asistente para graficos - paso 1 de 4 - Tipo de gréfico E|g|

Tipos estandar | Tipos personalizadas ]

Tipo ds gréfico: subtipo de gréfico: Para construir un diagrama de dispersién, se introducen las
g;'m - observaciones en dos columnas, teniendo la precaucién de
I%g_“e:; P colocar las observaciones de la variable independiente X en
B (Dispersicn) la primera columna (A6:A30), de forma que el rango de los
%22’3&1 W datos sea A6:B30 (incluyendo los rotulos X e Y de las

iy Radial

@) supsfice ’j , observaciones).

@: Burbujas

i Cotizaciones -

Una vez introducidas las observaciones, se selecciona en el
menu Insertar/Grafico, seleccionando Tipo de Grafico (XY
dispersion), y el Subtipo de grafico (Dispersién). Una vez
seleccionado, se hace clic en Siguiente >.

Dispersion, Compara pares de valores,

Presionar para ver mueskra |

@ Cancelar | Siguiente = | Terminar |
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Datos de origen

Rango de datos

300

] Serie 1

En la pestafia Rango de datos, se introduce el rango en el que e o

estan contenidos los datos (incluyendo los subtitulos), indicando si o o
éstos estdn en filas o columnas. De este modo, se tiene A6:B30. 5ggn =

En la pestafia Serie se comprueba si las series X (variable

independiente) e Y (variable dependiente) se corresponden con las R o= sescoix] E

Series en:

observaciones. Una vez comprobado se hace clic en Siguiente >.

" Filas
* Columnas

|

Cancelar

< Akras

| Siguiente Terminar

Titulos 1 Eje ] Lineas de divisidn
¥ Mostrar leyenda 2
Ubicacion s
¢ dipk - En el paso siguiente, se permite modificar distintos
Esquina 700 e s .
ke £ elementos del grafico, como se puede deducir de las
* Derecha 500
* Tzguierda & = || pestafias disponibles en la ventana de la izquierda.
= Finalizadas las modificaciones, se hace clic en Siguiente >.
7
@ Cancelar < Abras | Siguiente = | Terminar

edl.3

Asistente para grificos - paso 4 de 4 - Ubicacién del gréafico

Situar grafico:

. " En una hoja nueva: |Gréf\c01

Finalmente, se selecciona una ubicacién para el gréfico. En
este caso, Como objeto en: Hojal, de forma que se inserta
en la misma hoja de cdlculo donde se esta trabajando. Para

+ Como objeto en: m
terminar, clic en Terminar >.
Cancelar | < Atrés | | Terminar
e ;’:"‘" Aparece el diagrama de dispersion que aparece a la izquierda.
N Modificando algunas opciones de formato en el grafico, se

&0

consigue mejorar y clarificar el aspecto. Mas concretamente,
eliminando las lineas de division y el fondo del area de trazado,
corrigiendo las escalas de los ejes para centrar la nube de puntos,
el gréfico podia adoptar el aspecto siguiente:

a0

;0

200

00

850

Obtenido el diagrama de dispersion, se puede proceder a agregar la

&0

recta de regresion. Para ello, o se seleccionan las observaciones que 2

. . . . 50 -
aparecen en el grafico, haciendo clic en cualquiera de ellas, y se pulsa Gk
el botdn derecho del ratén, para seleccionar Agregar linea de . - B
tendencia. O bien, se utiliza el menu Grafico/Agregar linea de - o e
tendencia.

&00 T
12 13 14 15 G 7 12
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En la ventana que aparece a continuacién, hay dos pestafas, Tipo y Opciones. En la ventana Tipo se
selecciona el tipo de tendencia o regresion (en este caso, Lineal), y en la pestafia Opciones se
selecciona Presentar ecuacion en el grafico y Presentar el valor R cuadrado en el grafico. Finalmente,
se hace clic en Aceptar. De esta forma, aparece el modelo seleccionado representando graficamente
junto con la expresién de la funcién ajustada y la bondad de ajuste (coeficiente de determinacion) R

Agregar linea de tendencia E‘gj Agregar linea de tendencia E|EJ

l Opriones ] Tipa Opciones l
Tipo de tendencia o regresion Mombre de la linea de tendencia
- + Automatica: Lineal (%)
'f)/-) f\/ m (" Personalizada: |
Lineal Logaritmica Polinomial Extrapolar

Hacia delante: 0 3: Unidades

—// J .- f 2 El Haria atras: 0 El: Unidades

Potencial Expanencial Media méwil B i ,07
A partir de las series: ¥ Presentar ecuacion en el grafico
v ‘Presentar el valor B cuadrado en el arafico
E
Cancelar Cancelar
850 -
El resultado aparece en la figura adjunta, se puede y=56,996x- 14275
observar que junto a la nube de puntos aparece la recta 200 1 R?=0,881

de regresiéon y=-142,75+56,996.x, asi como el valor del
750 A

coeficiente de determinacién R? =0,881.

El diagrama de dispersion, la linea de tendencia (recta de ~

regresion) y la informacién que aparece en el cuadro de e | s

texto se actualizan automaticamente si se modifican los

datos originales. 00 : ; . . .
1z 12 14 15 15 17

22 Opcién en Excel

Al estar los datos sin tabular, la forma mas eficiente de obtener en Excel la recta de regresién minimo
cuadratica de las ventas mensuales (Y) sobre el gasto mensual de publicidad (X), y=a+b.x, es utilizar

la funcién ESTIMACION.LINEAL, o bien la herramienta para analisis Regresién en el menu
Herramientas/Analisis de datos.

Habiendo introducido los datos; por ejemplo, primero los correspondientes a la variable
independiente X (en el rango A7:A30) y después los de la variable dependiente Y (rango B7:B30),
reservando A6 y B6 para los nombres de las variables.

12, La primera opcion corresponde a la funcién
ESTIMACION.LINEAL(conocido_y;conocido_x;constante;estadistica), donde conocido_y vy
conocido_x hacen referencia a los datos de las variables Y y X, a partir de los cuales se va a estimar la
recta de regresién de Y sobre X.

Si se omite conocido_x se aume que ésta es la matriz con valores (1, 2, 3, ... ) y con el mismo tamafio
gue conocido_y. Respecto a constante y estadistica, ambos son valores légicos que se especifican; en
particular, si constante es igual a VERDADERO o se omite, es estima un modelo con constante, y si es
igual a FALSO se estima una recta de regresion que pasa por el origen de coordenadas; por otra parte,
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si estadistica toma el valor VERDADERO se devuelven las estadisticas de regresion, y si estadistica es
igual a FALSO o se omite, sdlo se calculan los dos pardmetros (a, b) de la recta de regresion.

Ahora bien, ESTIMACION.LINEAL, es una forma matricial, por ello hay que seleccionar primero el
rango de las celdas en el que se desea que aparezcan los resultados y, después completar los distintos
argumentos de la funcidn. Finalmente, pulsar simultaneamente la combinacion de las teclas
Control+Mayusculas+Intro.

Mas concretamente:
Se seleccionan diez celdas como aparece en la figura adjunta (filas y columnas

necesarias como parametros a estimar, cuando el argumento estadistica =
VERDADEROQ), y después en pegar funcion/ESTIMACION.LINEAL

ESTIMACION. LINEAL

Conocido_y [g7:830 Tl = 7151705170417 15165
Conocida_x [a7:430 Tl = {15,2114,9115114,911
Constante | y =
Estadistica |VERDADERO| y = VERDADERO

 sessesrmemosase | H1ADIENO cOmpletado los argumentos, se pulsa
Devuelve una matriz con la linea recta gue mejor describe los datos, calculada usando el método de los S| mu |té neame nte |as tecla S
minimas cuadrados.
Estadistica es un valor ldgico: para que devuelva estadisticas de regresion CO ntr0|+ M ayusc u I a S+| ntro

adicionales = VERDADERD; para que devuelva coeficientes m vy la
constante b = FALSC U omitida,

Resultada de la Farmula = 56,99631773 Cancelar
La salida completa de ESTIMACION.LINEAL (estadistica = VERDADERO) 56,99631773 | -142,7533754
. . . . 4,466720926 | 66,72504674
rellena las celdas seleccionadas anteriormente, consta de cinco filas y tantas izzb;iniz ‘;Z;?q;;”';
, . . Ivl = i J s L H U i Ivl
columnas como parametros a estimar, en particular tres, en el caso de la 162.8230775 2
regresion lineal. 30877,75513 | 4172,078204

La salida de Excel, en este caso, serd la contenida en la siguiente informacion:

b a 56,99631773 | -142,7533754 Adviértase que,
ETy ET, 4,466720926 | 66,72504674 | pH=56996 a=-142,7533
2 () DGGET7T 246 TT0 il
R ETreg '”"'_Sgngbf%fb 1377098102 | recta regresion: y=-142,75+56,996.x
F g. libertad 162,8230775 22 . N 5
SCR SCE 30877.75513 | 4172,078204 coef. determinaciéon: R =0,881

Los estadisticos que nos interesan en este enfoque descriptivo de la regresidn lineal, destacados en
azul, son la ordenada en el origen (a), la pendiente de la recta de regresion (b) de Y sobre X, el
coeficiente de determinacién (R?), la suma de los cuadrados de la variacién residual (SCR) y la suma de
los cuadrados de la variacion explicada (SCE), donde

n n n
Y-y = X9 o+ XY
i=1 i=1 i=1
SCT SCR SCE
suma cuadrados total suma cuadrados residual suma cuadrados explicada
~ - . ., 2 SCE
Sefalar que, el coeficiente de determinacién: R"= 1 — SC_T
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NOTA.- Se podia haber optado porque la salida de ESTIMACION.LINEAL hubiera sido Unicamente la
ordenada en el origen (a), la pendiente de la recta de regresion (b) de Y sobre X.

Para ello, se seleccionan dos celdas como aparece en la figura adjunta. —— 2 |
ESTIMACION, LINEAL
Conocido_y [g7:830 Tl = 7151705170417 15165
Conocida_x [a7:430 Tl = {15,2114,9115114,911
Constante | y =

Después en pegar funcion/ESTIMACION.LINEAL,
con el argumento estadistica = FALSO.

Estadistica |FALSO| y — FALSOD

= {56,9963177275088;-142

Devuelve una matriz con la linea recta gue mejor describe los datos, calculada usando el método de los
minimas cuadrados.

Estadistica es un valor ldgico: para que devuelva estadisticas de regresion Finalmente se pulsa S|mu|té neamente Ias teclas
adicionales = VERDADERO,‘_ para que devuelva coeficientes m y la ’ /
constante b = FALSC U omitida, Contr0|+|\/|ayuscu|a$+|ntr0
Resultada de la Farmula = 56,99631773 Cancelar
La salida de Excel, en este caso, serd (b, a):  |56,996318]-142,7533754| b=56,996  a=-142,7533

La recta regresion: y=-142,75+56,996.x

22, La segunda opcidn corresponde a la herramienta Regresion.

Andlisis de datos

Funciones para analisis o
, . sye e andlisis de Fourier j
En el menu Herramientas/Analisis de datos se Histograma Cancelar
. ., A Media mdwil
o e I :
selecciona Regresidn, se hace clic en Aceptar vy o s Slalonks Ayuda
aparece un cuadro de didlogo. J
Prueba t para medias de dos muestras emparejadas
Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas iguales
Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas desiguales j

£

E:::gd:weentrada: T En el cuadro de didlogo, entre otras cosas, se introducen los
e T e || rangos de las variables (X, Y), no se han introducido los Rétulos
I Rotulos e Ayuda porque no tenian los nombres de las variables. Como opciones
[ veldeconfianza  [55 % de salida, En una hoja nueva, solicitando Residuos y Curva de

Opciones de salida regresion ajustada.

" Rango de salida: B3

* En una hoja nueva: . .,
o — Sefialar que para esta opcion, los datos de X e Y deben estar

Residuales H . Is

 Redbos P obligatoriamente en columnas, lo que no sucedia con

[ Residuos gsténdares ¥ ESTIMACION.LINEAL, donde los datos de las distintas variables
podian estar dispuestos tanto en filas como en columnas.

Probabilidad normal
I Grafico de probabilidad normal

Se puede estimar un modelo sin constante, sin mas que pinchar en el recuadro de la izquierda de
Constante igual a cero.

Con las especificaciones anteriores se obtiene una salida con muchos estadisticos, al nivel descriptivo
de la regresién nos interesan los coeficientes (a=-142,7533 , b=56,996)y el coeficiente de

determinacién R? =0,881. En Pronésticos para Y aparecen los valores estimados de la variable
dependiente Y segun la recta de regresion: y=-142,75+56,996. x
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Por otra parte, en el caso de la regresién lineal simple que se estudia en este caso, el coeficiente de
correlacion multiple de salida no es mds que el coeficiente de correlacion lineal de Pearson:
CVv=0,9385

Como salida también aparece el diagrama de dispersion y la recta de regresion.

A B C ) E F G H

Estadisticas de la regresién
Coeficiente de correlacicn multiple 0,938598554
Coeficiente de determinacién R"2 I 0_38096?246!
R#2 ajustado 0,875556666
Error tipico 13,77098102
Observaciones 24
ANALISIS DE VARIANZA
Grados de libertad | Suma de cuedrodos | Promedio de los cuadrados F 2lor critice de £
Regresidn 1 30877,75513 30877,75513; 162, 823078 1,2112E-11
Residuos 22 4172,078204 189,6399184
Total 23 35049,83333
Coeficientes Error tipico Estadistica t FProbabilidad Inferior 95% | Superior 85% | Inferior 95, 0%  Superior 55,0%
Intercepcidn -142,7533754 66,72504674 -2,139427133; 0,04374742 -281,1328 -4,373949508 -281,1328013  -4,373949508
Variable X 1 56,99631773 4,466720925 12,760214637 1,2112E-11 47,7328956 66,2597399 47,73289555 56,2597399
Andlisis de los residuales
Observacian Prondstico para ¥ Residuas

1 723,590654 -8,590654042

2 706,4917587 -1,491758723

3 712,1913905 -3,191390496

4 706,4917587 8,508241277

PRONOSTICO 6 TENDENCIA.- Una vez calculada la recta de regresién y=—142,75+56,996.x, se

pueden calcular las ventas mensuales de la empresa (Y) en funcion del gasto en publicidad (X). Para
ello, si deseamos saber las ventas mensuales para un gasto en publicidad de 15.000 euros (x =15), se

sustituye en la recta de regresién el valor de la x: y=-142,75+56,996.15=712,175 (miles de euros).

Excel, proporciona funciones como llevar a cabo predicciones: PRONOSTICO y TENDENCIA.

« Lafuncién PRONOSTICO(x; conocido_y; conocido_x), donde (conocido_y; conocido_x) son los
valores que se utilizan para estimar la recta de regresién de Y sobre X, mientras que x es el nuevo
valor de la variable X para el que se va a obtener un prondstico - PRONOSTICO(15;B7:B30;A7:A30)

S 2 e
Pegar funcion [':|E SFITIRETG)
Categaria de la Funcidn: Mombre de la funcidn: X |15 E o
Usadas recientemente | |PROBABILIDAD - i
Teda A SEDTE Al Conacido_y [57:630 ] = {715\705\704715165
Financieras [EROMEDLOR, Conocido_x [a7:530] ] = {15,2114,9115114,901

Fecha v hora
MatemAticas v trigonométricas

= 7121913905

Busqueda v referencia PRLUEEA.F . Ferl 2

Eiacs de dakin PRLIEES, FISHER, TNV - Calcula o predice un valor Futuro en una tendencia lineal usando valores existentes,

Texto FRUEEA. T

Logicas ﬂ PRLEEA.Z j Conocido_x es el rango de datos numeéricos o matriz independiente. La varianza

de conocido_x no debe ser cero,
PRONDSTICO{®;conocido_y;conocido_x)

Calcula o predice un valor futuro en una tendencia lineal usando valores existentes,

Resultado de la Farmula = 712,1913905 Acepkar | Cancelar

Aceptar | Cancelar |

La funcién PRONOSTICO no es matricial, de modo que si se desea el prondstico para distintos valores
de la X, lo mas cdmodo es calcular el primero y utilizar la opcién de llenado automatico, manteniendo
finos los datos correspondientes a (conocido_y; conocido_x):
PRONOSTICO(A7;SBS7:SBS30;SAS7:SAS30)
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« Lafunciéon TENDENCIA es de cardcter matricial, por lo que se puede utilizar una sola vez para
llevar a cabo varias predicciones al mismo tiempo, sin mas que seleccionar previamente el rango
donde se quieren obtener los resultados, completar los argumentos y pulsar simultaneamente las
teclas Control+Mayusculas+Intro

Pegar funcion [E'gj TEMDENCIA

Cakegaria de la Funcidn: Mombre de la funcidn: Conocido_y [67:630 ] = {715\7051704(715165
Usadas recientemente | |PRUEBA.F - i

T Ry J Conocido_x [a7:430 Tl = {15,2014,5115114,911
Financieras PRUEEA.T Mueva_matriz_x |,q7:,q3g| E = {15,2114,9115414,911
Fecha v hora FRUEEA.Z

Matemdaticas v trigonométricas RANGD, PERCENTIL Constante | | =

= {723,590654041732\706,

Devuelve valores que resultan de una tendencia lineal mediante una linea recta creada con el método de
los minimos cuadrados aplicado a los valores conocidos,

Bisqueda vy referencia

Base de datos

Texka

Lgicas he

MNueva_matriz_x son nuevos valores de ¥ para los cuales se desea que TENDENCIA

TENDENCIA{conocido_y;conocido_wnueva_matriz_x;constante) devuelva los valores de ¥ correspandientes.

Devuelve valores que resultan de una tendencia lineal mediante una linea recta creada
con el método de los minimos cuadrados aplicado a los valores conocidos,

Resultado de la Férmula = 723,5907 Cancelar

Aceptar | Cancelar |

Adviértase que con la funcion TENDENCIA se puede estimar un modelo que pase por el origen de
coordenadas, sin mas que asignar FALSO a su argumento constante, mientras que con la opcién
PRONOSTICO no se puede realizar.

n n
a.N+b. ) x =Dy,
=1 =1

n n 2 n
a.ZXi+b.ZXi :ZXI'yI
i=1

i=1 i=1

Considerando las ecuaciones normales de la recta de regresion:

24 24 24 24
setiene: N=24, > x;=3582, > y;=16990 , > x’=535564 , > x.y;=254117,50
i=1 i=1 i=1 i=1

24 .a+358,2.b=16990
resolviendo el sistema: — b=56,99631773 a=-142,7533754
358,2.a+5355,64.b=254117,50

La recta de regresion de Y sobre X: y=-142,75+56,996. x

. .. .. _ m _
Considerando la ecuacion de la recta de regresion de Y sobre X: y—y :% (x=Xx)
c

X
24 24 24 5 24 5 24
2% 2 2% 2 2%V
donde, a :i:i a :V:i a :i=1 :L a :L
10 24 Ot 24 207 94 027 94 17 g

2 —2 2 —2 _ ——
My =0y =dyg —X Mgy =0y =gy —Y My =31 — XY

con lo cual,

a,=X=14,925 , ay, =y=707,917 , a,,=223,15 , ay, =502606,42 , a;; =10588,23

My =03=0,396 , mg,=0,=1460,41 , my; =22,5729
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La recta de regresién de Y sobre X: y—707,917=

despejando, la recta de regresion de Y sobre X: y=-142,75+56,996.x

El coeficiente de determinacion (bondad del ajuste): R® =

EJ Ejercicio Excel

2. En la tabla adjunta se recogen los datos correspondientes al nimero de hijos (X) y saldo medio
mensual de una cuenta de ahorro (Y) en miles de euros de 130 familias espafiolas.

’

22,5729

(x—14,925)

mi; _ (225729)*
oz o, 0,396.1460,41

X\'Y | 4-45 4,5-5 5-55 | 55-6
0 8 22
1 3 51 3
2 22 6
3 3 9
4 3

Se pide determinar la recta de regresién que explica el saldo de la cuenta de ahorro en funcién del
numero de hijos. ¢Qué saldo tendrd una familia con 5 hijos?. ¢ Cudl es la fiabilidad de la prediccidn?.

Solucién:

Como se trata de datos tabulados, no se pueden utilizar las funciones de Excel descritas en el ejercicio
anterior y, por tanto, es necesario calcular cada uno de los estadisticos descritos en la ecuacién de la

_ m _
recta y—yz%(x—x)
X
1 <

L, . m . _m
En la ecuacién y=a+b.x, lapendiente b=—L y laordenada en el origen a=y——L.%

X GX
5 4
: in'yj'nij 788,75
ag, ==L =222 - 6,0673
N 130
5 4
D XNy 2Vi-ny,
_ £ 161 _ g 672
a;q=x =11 = =1,2385 ag, =y =2 = =5,1692
10 N 130 01=Y N 130
4
ZS)X‘Z ™ 355 Zy"z'ny" 3493,625
ayp ==L =225 ag, == =2 T 26,874
130 130 130 130

Myo =0% =20 — X~ =2,5-(1,2385)>=0,966  mg, =G, =ay, —y =26,874—(5,1692)°=0,1531
my; = a,; —X ¥ =6,0673—(1,2385).(5,16925) = —0,3346
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my, _—0,3346

pendiente de larecta b= >
Gy 0,966

=-0,3463

ordenada en el origen a=V—%. Xx=5,1692+0,3463.1,2385=5,5981

2
Ox

La ecuacion de la recta de regresién de Y sobre X: y=5,5981—-0,3463.x

A partir de la recta de regresién, se deduce que el saldo previsto en la cuenta de ahorro para una

familia con 5 hijos (x=5), serd: y=5,5981-0,3463.5=3,8667 miles de euros, es decir, 3886,7 euros.
2

mi

o?.

La bondad del ajuste se puede estudiar con el coeficiente de determinacidn lineal: R? =

. 2
de donde, R? =M=O,7568.
0,966.0,1531

La bondad de ajuste del 75,68% confirma que se trata de una ajuste aceptable, ya que la recta explica
el 75,68% de la varianza de la variable Y. Al ser bueno el ajuste, se concluye que la prediccién
realizada es aceptable.

Ejercicio Excel

REGRESION PARABOLICA

3. En la tabla adjunta se recogen las ventas de cemento en Segovia y en todo el territorio espafiol.
Determinar un ajuste parabdlico minimo-cuadratico de las ventas de cemento en Segovia en funcidn
de toda Espafia. ¢Qué ajuste serd mejor, el lineal o el parabdlico?

Afo | Espafa | Segovia
1990 19,7 0,7
1991 18,5 0,6
1992 18,5 0,6
1993 17,9 0,6
1994 16,2 0,5
1995 16,2 0,5
1996 18,2 0,6
1997 20 0,7
1998 21,7 0,6
1999 24,9 0,7

Solucién:
La ecuacidn a ajustar por minimos cuadrados que explica las ventas de cemento en Segovia (Y) en

funcién de las de Espaiia (X) viene dada por la ecuacion y=a+bx+cx2 , donde (a, by c) son los

parametros a estimar. Las ecuaciones normales, obtenidas al derivar respecto a estos parametros
son:
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n n n n n n
aN+bei+chi2:Zyi N Dx ZXIZ Sy,
-1 =1 =l a -1 =1 i=1
n n n n n n n n
aY xi+b>xZ+cY x’ =D x;.y; t dedondeseextrae: |b || Yx Yxt D =] Dx.y;
i=1 i=1 =1 =1 =1 =1 =l i=1
n 2 n 3 n 4 n 2 c n 2 n 3 n 4 n 2
aY xi +bY X7+ X =D X} .y, DX 2K DX 2% Vi
i=1 i=1 -1 =1 -1 =1 =l i=1
n o, -1 n
N 2 DX Vi
a i=1 i=1 i=1
n n n n
despejando, se tiene: |b [=| Dx; Yx* Y| .| Dxi.vi
A i1
n n n n
PR ID RS Xl N DI
R R i=1

Como los datos no se encuentran tabulados, puesto que los datos tienen frecuencia unitaria, para
obtener con Excel el valor de los parametros del ajuste parabdlico se pueden seguir dos
procedimientos. El primero de ellos consiste en representar la nube de puntos y utilizar el menu
Grafico/Agregar linea de tendencia. Alternativamente, se puede resolver el sistema de ecuaciones
normales empleando funciones de Excel que permiten invertir y multiplicar matrices.

PRIMER PROCEDIMIENTO.-

A B (%

20 1990 19,7 0,7

21 1991 18,5 0,6

Se introducen los datos en las columnas A, By C (reservando la primera 22 1992 18,5 0,6
linea para los rétulos) y se dibuja el diagrama de dispersidn asociado a iz 12:? 1;2 ::
las variables X e Y (rango B20:C29). 25| 1995 16.2 0.5
26 1996 18,2 0,6

27 1997 20 0,7

28 1998 21,7 0,6

29 1999 24,9 0,7

Oiagramade dispersion
Una vez obtenido el diagrama de

s E? o= % dispersidn, se agrega el polinomio de
2 i aE % grados dos. Para ello, se hace clic en
£ 0a las observaciones que aparecen en el
£ 03 ) 7

2oz grafico, se pulsa el botén derecho del
= : : : : : , ratény, se selecciona Agregar linea

o 5 1o 1 = = ° de tendencia.
venta CEI'I'EI]‘DEI'IESpai"B

Aparece una nueva ventana, en donde aparecen dos pestafas, Tipo y Opciones. En la pestafia Tipo se
selecciona Polinomio y, en Orden, 2. De otra parte, en la pestafia Opciones, se hace clic en cada uno
de los recuadros que aparecen a la izquierda de Presentar ecuacién en el grafico y Presentar el valor R
cuadrado en el gréafico, de forma que se obtienen las siguientes ventanas, haciendo clic en Aceptar.
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Agregar linea de tendencia : _ Agregar linea de tendencia

Tipo l Opriones 1 Tipo Opriones ]
Tipo de tendencia o regresidn Mambre de la linea de tendencia
N 4 Automatica: Palindmica (Seriel)
e T Orden:
3 ’E ( personalizada: |
Lineal Logaritmica Polinornizl Extrapolar
0 Haria delante: 0 3: Unidades
// —'J}‘ f B Hacia atras: 0 == Unidades
Potencial Ezponencial Media mdwil . A
[ gefialar interseccidn = o
A partir de las series: IV Presentar ecuacian en el gréfico

IV Presentar el valor B cuadrado en el grafico:

=l
Eericlen Cancelar
El resultado que se obtiene es:
0.3 Lizgramade dispersidn
o7 -
@
208 -
¢ 05
T y =-0,004x2 +0,1825x% - 1,4107
s R2=0,738
z 03
Eoz2
"0
u} T
o 5 10 15 o 25 30
Venta ceme mo en B pana

La ecuacion de segundo grado (parabola) que se obtiene: y =—1,4107+O,1825.x—0,004.x2, con un

grado de fiabilidad (bondad del ajuste) R?=0,738

SEGUNDO PROCEDIMIENTO.- Para resolver el sistema de ecuaciones normales, y asi obtener los
parametros (a, b y c) que definen la ecuacién de la pardbola, se deben introducir los datos en las
columnas A, By C, y calcular los sumatorios:

10 10 10 10
N=10 Y x,=191,80 Y x7?=3740,020 Y x’=74232148 ) x=1501165778

i=1 i=1 i=1 i=1
10 10 10

>yi=6,1 > xi.y;=118,30 > x7.y,=2332,334
i=1 i=1 i=1

10.a+b.191,80+¢.3740,020=6,1

Planteado el sistema de ecuaciones: a.191,80+b.3740,020+c.74232,148=118,3
a.3740,020+b.74232,148+¢c.1501165,778 =2332,334

10 191,80 3740,020 6,1

en forma matricial: b|.| 191,80 3740,020 74232,148 |=| 118,3 , de donde,
C 3740,020 74232,148 1501165,778 2332,334
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1

a 10 191,80 3740,020 \ 6,1
b|=| 191,80 3740,020 74232,148 .| 1183
C 3740,020 74232,148 1501165,778 2332,334

Para obtener la matriz inversa, se utiliza en Excel, la férmula MINVERSA(matriz), que invierte una
matriz. En el menu Insertar/Funcién al seleccionar Matematicas y trigonometria en Categoria de la
funcidén, y en Nombre de la funcién. MINVERSA.

Como las funciones MINVERSA (inversa de una matriz) como la funcién que multiplica matrices
MMULT(matriz1;matriz2) son funciones matriciales, antes de ser insertadas, previamente se debe
seleccionar el rango de las celdas en el que se desea que aparezca el resultado, para después, una vez
introducida ésta, pulsar simultaneamente la combinacion de las teclas Control+Mayusculas+Intro.

J K L
19
P I I .. 20 10 191,8 3740,02
ara calcular su matriz inversa = 1918 374002 933,008
22 374002 74232,148 1501165,778
23
J | K | L |
g .7 . Zd
Antes de utilizar la funcion MINVERSA, se debe seleccionar el rango 25
de las celdas donde tienen que aparecer los resultados -
28 T
Pegar, funcion E|g]
Cateqgoria de la funcidn: Mombre de la funcidn: MINYERSA
%‘;3225 L = Matriz [120:L22] ] = {10;191,3;3740,0211"

Financieras
= {312,026600277556;-30,

Devuelve la mattiz inversa de una matriz dentro de una matriz.

5
Biisgueda v referencia
Base de datos

Matriz es una matriz numérica con el mismo ndmero de filas ¥ columnas, v
puede ser un rango de celdas o una constante matricial,

MINYERSA{matriz)

Devuelve la matriz inversa de una matriz dentro de una matriz,

@ Resultada de la Formula = 312,0266003 Cancelar

312,026600 -30,890731 0,750150
Resulta la matriz inversa: | -30,890731 3,072629 -0,074979
0,750150 -0,074979 0,001839

a 312,026600 -30,890731 0,750150 6,1
En consecuencia, | b |=| -30,890731 3,072629 -0,074979 | . 118,3
C 0,750150 -0,074979 0,001839 2332,334

Se repite el proceso anterior, con la funcion MMULT(matriz1;matriz2), concluyendo:

-1,4107

a
b |=| 0,1825 La ecuacién de segundo grado (parabola) es: vy :—1,4107+0,1825.x—0,004.x2,
c -0,0040
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Adviértase que este ultimo procedimiento se puede emplear para estimar cualquier ajuste
polindmico tanto para datos tabulados como sin tabular; mientras que el primero (diagrama de
dispersidn) sélo es valido para datos sin tabular.

La bondad de ajuste de este modelo se calcula mediante el coeficiente de determinacidn:

2 SCE . . .
R =1—SC—T , por lo que es necesario obtener previamente los valores pronosticados por el modelo

(V;), obtenidos al sustituir el valor de la variable independiente (X) en el modelo tedrico estimado, es

decir, (y=—1,4107+O,1825.x—0,004.x2 ). Calculando, posteriormente, los residuos e;=y;—y . La

10 10
suma de los residuos al cuadrado sera: SCE=Y e = > (y;—Y)?
-1 =l

10 10
Se tiene, SCT=Y (y;—y)?=0,04900  SCE=> (y;—y)>=0,01284
i=1 i=1
SCE 0,01284
El coeficiente de determinacién R =1— =1- =0,7380 (73,80 %)
SCT 0,04900

Los calculos en Excel son:

A B (3 ) E F
i Segovia SCT SCE

2 Afios X ¥ [7] [e=v] =

3 1990 19,7 0,7 0,649166259 | 0,00810 0,00258

4 1991 18,5 0,6 0,611513166 |  0,00010 0,00013

5 1992 18,5 0,6 0,611513166 |  0,00010 0,00013

5 1993 17,9 0,6 0,588414128 | 0,00010 0,00013

7 1994 16,2 05 0,50749885 | 0,01210 0,00006

3 1995 16,2 05 0,50749885 | o0,01210 0,00006

9 1996 18,2 0.6 0,600319688 | 0,00010 0,00000 Finalmente, hay que contestar que ajuste es mejor
10 1997 20,0 0,7 0,656799328 | 0,00810 0,00187 X S i . i

1 1998 2.7 06 0686602945 |  0,00010 0,00750 si el parabollco o el lineal. Para ver el ajuste lineal,
12 1999 24,9 0,7 0,68067362 |  0,00810 0,00037 , . .,

" 1918 5 004300 | op1284 solo es necesario emplear la funcién de Excel,

1: COEFICIENTE.R2

16 El producto de las matrices:

17 | 312,0266003[ -30,89073144] 0,750150076] 6,100 -1,4107

18 | -30,89073144] 3,072629422| -0,074979013| 118,300 0,1825

19| 0,750150076| -0,074979013] 0,001839422| 2332334 -0,0040

20

21 SCE/SCT= 0,261956172

22 RA2=0,738043828

23 Lineal RA2=0,564408771

Pegar funcion

COEFICIENTE.RZ

Categoria de la Funcidn: Conocido_y |C3:C12 E — {0,7\0,640,640,610,5,
Usadas recientemente -

Tadas Conocido_x [g3:612 ] = {19,7418,5118,517,9
Financieras

Fecha v hara

Matemnaticas v trigonométricas = 0,564408771

Devuelve el cuadrado del coeficiente del momento de correlacidn del producta Pearson de los puntos
dados.

Blsqueda v referencia
Base de datos

Conocido_x es una matriz, o rango, de puntos de datos, formada por: nimeros,
A - - e 2 .
Logicas CURTOSIS El nambres, matrices o referencias que contengan nlimeros,

COEFICIENTE.RZ{conocido_y;conocido_x)

Devuelve el cuadrado del coeficiente del momento de correlacidn del producta Pearson
de los puntos dados,

@ Resultada de la Farmula = 0,564408771 Acepkar | Cancelar

@

El coeficiente de determinacién lineal R? =0,5644 (56,44%), siendo claramente mejor el ajuste
parabdlico.

[L] Ejercicio Excel

78



REGRESION EXPONENCIAL

4. Una entidad bancaria ofrece un fondo de inversion con una duracién maxima de dos afios y con un
riesgo alto el primer afio. Como informacidn, ofrece la tabla adjunta, donde aparece el dinero (en
euros) que podria haber recuperado una persona al haber cancelado su inversién al cabo de un
numero determinado de meses a partir de su inversion inicial.

Tiempo (meses) SllitED Tiempo (meses) Sl
recuperada recuperada
1 205046 13 348231,4
2 100 14 360525,7
3 169047 15 537984,4
4 192635 16 400078,5
5 100 17 542209,2
6 138346,7 18 651083,7
7 150 19 461097
8 98873,3 20 865418
9 113090,6 21 803179,4
10 189827,7 22 1295651,9
11 50 23 1214292,5
12 3070 24 1732753,9

Se pide determinar un modelo explicativo para los resultados expuestos en funcién del tiempo. Si una
persona se encontrase en el décimo mes de su inversién, équé resultados podria pronosticar si retira
su inversion en cualquiera de los meses siguientes?.

Solucidn:
Diagrama de puntos
El diagrama de puntos sugiere que el mejor ajuste es de
2000000
tipo exponencial, es decir, y =ab*, donde X es el tiempo 1800000 -
. . 1600000
en meses e Y la cantidad de dinero recuperado. o
1200000 ‘e
. . . . . 1000000
Para realizar el ajuste de esta funcion, se linealiza el S00000 .,
modelo tomando logaritmos neperianos, con lo cual: 600000 ¥
400000 FE
200000 H+—gr—— -+
Iny=Ina+xInb o bien |z=Ina+xInb L '
o]} 5 10 15 20 5 30

La funcién de Excel, ESTIMACION.LOGARITMICA(conocido_y;conocido_x;constante;estadistica)
devuelve las estimaciones de los parametros (a, b) segun se ha especificado anteriormente. En el
argumento conocido_y se introduce el rango de las celdas que contienen los datos de la variable Y
gue se pretende estimar, en este caso, la cantidad de dinero recuperada. En el argumento conocido_x
se introduce el rango de las celdas donde aparece la variable independiente X, en este caso, los
meses; cuando esta variable corresponde a los nimeros (1, 2, 3, ...) puede omitirse.

El argumento constante es un valor légico que permite especificar si el parametro a=1 cuando se
introduce FALSO; en caso de introducir VERDADERO u omitirse, devuelve la estimacion de a de
acuerdo con la expresion. El argumento estadistica es un valor légico, si se introduce VERDADERO
devuelve las estimaciones de los parametros (a, b) junto con otros estadisticos, de lo que solo nos

interesan Rﬁneal, SCRyineal» SCEjineal » respectivamente, el coeficiente de determinacion lineal, la suma
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de los cuadrados de la regresion segun el modelo exponencial linealizado, y la suma de los cuadrados
de los errores del modelo exponencial linealizado.

A B C D [ E
9 Tiempo Cantidad
10 meses recuperada
11 ]
12 2
13 3 169047
14 4 192635
15 5 100
., . . 16 & 138346,7
ESTIMACION.LOGARITMICA es una funcion matricial, porlo 17— > 150
. . ., . 18 8 93873,3
gue antes de introducir la funcidn debe seleccionarse el 1 s 113090,6
. 20 10 189827.7
rango de las celdas en las que se quiera que aparezcan los A . S
resultados (la dimensién maxima que devuelve Excel — T
cuando se trabaja con una sola variable independiente es ~ =
5x2). Finalmente, se pulsa simultadneamente la —
combinacién de teclas Control+Mayusculas+intro. = 510857
30 20 865418
31 21 8031794
32 22 1295651,9
33 23 1214292,5
34 24 1732753,9
32 22 1295651,9
33 23 1214292,5
34 29 17327539

Al seleccionar la funcién ESTIMACION.LOGARITMICA, rellenar los argumentos y teclear
conjuntamente Control+Mayusculas+Intro aparecen la ventana y los estadisticos solicitados

ESTIMACION, LOGARITMICA
Conocido_y [g11:634 Tl = {20504611004169047' (& D E
Conocida_x [a11:434 T = {123HsE T
Constante | y =
Estadistica |VERDADERO y = VERDADERO 11
= {1,30602340191041;251% 12| 1,306023402 2815,7456
Devuelve una matriz de walores que describe los datos en Forma de curva exponencial, calculada mediante A ~ - 120/ NG
un andlisis d regresion, 13| 0,082617654| 1,180498061
Estadistica es un valor ldgico: para que devuelva estadisticas de regresion 14 0,321892177 2,80170096
adicionales = VERDADERD; para que devuelva coeficientes m vy la '
constante b = FALSO u omitida. 15 10,44321812 22
16 | 81,97433586| 172,6896219
17
@ Resultada de la Farmula = 1,306023402 Cancelar

De los resultados que nos proporciona esta funcion, solo nos interesa los que se subrayan con negrita,

los restantes estadisticos se consideran para la estadistica inferencial.

b a
n n n

ETp ET, Z(Zi_z)z = Z(Zi_ﬁi)z + (3

2 . i=1 i=1 i=1

Rl I ETregresmn I
N | SCT SCR SCE
gl suma cuadrados total suma cuadrados residual suma cuadrados explicada
SCRIineal SCIElineal

El modelo exponencial es: y=2815,7456.1,306023402"

Adviértase que el coeficiente de determinacion es el que corresponde al modelo linealizado, es decir,

SCE;;
Rﬁnea| =1-——Ineal parg obtener el coeficiente de determinacién exponencial, se realizan los
SCTlineal
- . 2 SCEeyp 4 2 4 "2 X
siguientes calculos: R, =1———", donde SCT,,, => (y;—Y)", SCEep=>(y;i—V;)" , y=ab
exp i=1 i=1
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La obtencion del coeficiente de determinacidon exponencial sin linealizar, requiere una serie de
calculos adicionales, tal como calcular SCT,,,,, SCEq,,:

24 24
=Y (y;—V)*=4,92638E+12  SCEq, = (y;—V;)* =8,17254E+11

SCTorp
i1 -1
SCE 8,17254E+11
2p =l 1 =0,8341 (83,41%)
SCT, 4,92638E +12

exp

Las predicciones pueden obtenerse sustituyendo los valores de la X en el modelo estimado
y=2815,7456.1,306023402", con lo cual para x=10, se tiene:

y =2815,7456.1,306023402'° = 40653,97381

OTRO PROCEDIMIENTO.- Resolviendo el sistemas de ecuaciones normales, y asi obtener los
parametros (a, b) que definen la ecuacion de la funciédn exponencial y=ab”.
Tomando logaritmos neperianos, queda: Iny=Ina+xInb

n n
Ina.N+Inb.> x;=> Iny,

i=1 i=1

n n n
Ina. Y x+Inb. Y x* = > x;.Iny;
i=1 i=1 i=1

Las ecuaciones normales son: en forma matricial:

Inb . 2 n Inb n 2 T a
DX X 2 xi-Iny; DX X 2 %i-Iny;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
donde,
24 24 24 24
N=24 > x;=300 >'x?=4900 Y Iny;=270,72766 > x;.Iny;=3691,13076
i=1 i=1 i=1 i=1

24 300 ‘1_ 0,17754 -0,01087
300 4900/ |-0,01087 0,00087

Por tant Ina 0,17754 -0,01087 270,72766 7,942982
or tanto, = ) =
Inb -0,01087 0,00087 3691,13076 0,266987

Ina=7,942982 = a=e’?*?%82_-2815,7456

Ahora bien,
{Inb:0,2669987 = a=e"?%%%=1306023

La ecuacién de tipo exponencial solicitada es: y=2815,7456.1,306023402*

Ejercicio Excel
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REGRESION HIPERBOLICA

5. Estudiando las unidades demandas de cierto producto de consumo (Y, en miles) y las rentas
familiares (X) en miles de euros, se tiene:

rentas 1 1,3 1,6 2 2,2 3 3,7 5
unidades producto| 30 25 22 18 15 10 8 5

Se pide ajustar una hipérbola equilatera al nimero de unidades del producto demandas (Y) en funcién
de las rentas familiares (X). éEs fiable el ajuste?.

Solucion:
El diagrama de puntos sugiere un ajuste de tipo 22
b 304 *
hiperbdlico. La funcién a ajustar sera: y=a+— ] .
X Z%ZU- =
515- -
Para aplicar directamente la regresion lineal minimo | £ | .
cuadratica, podemos hacer un cambio: y=a+z, , 3 .
1 o ‘ : : : : :
donde z=— Z=1/X 0 1 2 2 4 5 8
X rentas familiares

La funcién de Excel, ESTIMACION.LINEAL(conocido_y;conocido_x;constante;estadistica) devuelve las
estimaciones de los parametros (a, b) segun se ha especificado anteriormente. En el argumento
conocido_y se introduce el rango de las celdas que contienen los datos de la variable Y que se
pretende estimar, en este caso, la cantidad de dinero recuperada. En el argumento conocido_x se
introduce el rango de las celdas donde aparece la variable independiente X, en este caso, los meses;
cuando esta variable corresponde a los nimeros (1, 2, 3, ...) puede omitirse.

El argumento constante es un valor légico que permite especificar si el parametro a=0 cuando se
introduce FALSO ; en caso de introducir VERDADERO o omitirse, devuelve la estimacién de a de
acuerdo con la expresion. El argumento estadistica es un valor légico, si se introduce VERDADERO
devuelve las estimaciones de los pardmetros (a, b) junto con otros estadisticos, si se pone FALSO solo
devuelve el valor de los parametros (a, b), en este caso, si se desea conocer el coeficiente de
determinacién se puede recurrir a la funcién COEFICIENTE.R2.

ESTIMACION.LINEAL es una funcién matricial, por lo que antes de introducir la funcion debe
seleccionarse el rango de las celdas en las que se quiera que aparezcan los resultados (la dimension
maxima que devuelve Excel cuando se trabaja con una sola variable independiente es 5x2).
Finalmente, se pulsa simultdneamente la combinacién de teclas Control+Mayusculas+intro.

ESTIMACION, LINEAL

A B E D E E
Conocido_y [6a:B16 S = {30lesizziian S0 =
Conocide_x [Corcis 3] = {110,7692307692307! 7 rentas unidades
et = - 3 % ¥i 2=1/x ESTIMACION.LINEAL
Estadistica [yeERpADERC] 5] = VERDADERO 9 1 30 1,0000 32,0209819| 0,004590088
1 0 2 5390 770
_ {32,02096190013040,00 10 13 25 0,7692 2,231863909) 1,28770755
6 0.6250 97167699 047106
Devuelye una matriz con la linea recta que mejor describe los datos, calculada usando el metodo de los 11 1.6 22 0,6250 0,971676997| 1,590471067
minimos cuadradas. 12 2 18 0,5000 205,8419425 6
Estadistica es un valor [dgico: para que devuelva estadisticas de regresidn 13 2.2 15 0.4545 520.6974107 15.,1775893
adicionales = YERDADERD; para que devuehva coeficientes m v | —
constante b = FALSD u omitida. 14 3 10 0,3333
15 3.7 8 0,2703
16 5 5 0,2000
=) Resultads d I Férmuls — 32,0209819 Cancelar 17
18

De los resultados que proporciona esta funcion, se tiene: y=0,00459 +32,0209819.z, es decir,
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y=0,00459+32,0209819. 1

X

El coeficiente de determinacion R? =0,91677(91,677%), que confirma que el ajuste mediante la
hipérbola equilatera es bueno.

OTRO PROCEDIMIENTO.- Resolviendo el sistemas de ecuaciones normales, y asi obtener los

pardmetros (a, b) que definen la ecuacién de la funcidn hiperbdlica y=a+—.

X
n 1 n
N+b.y —= .
, @ ng. zgy, 8.a + 4,1524.b = 133
ecuaciones normales: N = r'] = N =
1 1 1 4,1524.a + 2,6631.b = 85,2944
a.Z— + b.Z—z = Z—.yi
i=1 X i=1 X i=1 X

resolviendo el sistema, a=0,00459 y b=32,02098, con lo que la ecuacion de la regresion

1
hiperbdlica es: y=0,00459 +32,0209819.—
X

Para analizar la bondad del ajuste hay que calcular el coeficiente de determinacién, siendo necesario
calcular la suma de los cuadrados de la variaciones total y residual:

8 8
_ . SCE 15,1776
scT=Y(y;—y)?=535,875 SCE=Y(y;-y)?=15,1776 R*’=1-—=1-=>" =0,9716
va ;Wy' SCT 535,875

El coeficiente de determinacién es del 97,16%, indicando que el ajuste mediante la hipérbola
equilatera es bueno.

Ejercicio Excel
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REGRESION LINEAL SPSS - EXCEL

6. Los datos de la tabla adjunta muestran el tiempo de impresién (Y) de trabajos que se han
imprimido. Se esta interesado en estudiar la relacidn existente entre la variable de interés 'tiempo de
impresion de un trabajo, y la variable explicativa (X) 'nimero de péginas del trabajo". Los resultados
son:

X Yy X Yy X y
24,56 28,07 22,53 29,92 37,25 31,80 28,86 44,73 41,32
1 17,33 23,16 14,70 2 | 17,14 31,90 3 | 30,01 44,43
17,81 19,41 41,72 24,59 34,16 28,79
29,03 54,38 44,34 52,55 55,61 65,70 65,39 62,85 71,44
4 | 45,00 47,63 48,95 5 | 69,50 52,98 40,11} 6 | 57,48 69,09
53,52 30,11 45,21 46,63 57,29 50,42
85,33 78,94 78,34 83,82 69,40 80,68 82,90 102,13
7 | 66,73 61,07 88,25 8 | 75,38 84,42 60,79 9 |105,73 119,82
68,17 76,71 64,84 100,08 74,79 93,93 102,30
79,82 83,81 76,30
10 | 90,83 71,79
89,00 76,20

a) Obtener las estimaciones de los parametros de la recta de regresion. Recta de regresion.

b) Coeficiente de correlacion. Varianza residual y varianzas de los parametros de regresion

c) Hallar los intervalos de confianza y contrastes al 90% de los parametros de regresion.

d) Intervalo de confianza al 90% para el tiempo medio de impresién de un trabajo que tiene 6 hojas
e) Intervalo de prediccidn al 90% para el tiempo de impresion de un trabajo que tiene 12 hojas.

Solucion:

a) Se introducen los datos en SPSS

X2 datos-impresara.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS £i datos-impresora.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS E@g|
Archivo  Edicidn  Mer Datos  Transformar  Analizar  Gréficos  Utlidades  ventana 7 Archivo  Edicion  Ver Datos Transformar RO Grificos  Utlidades VYentana 7
5WHa E Wh M F- BERE % @ o W& L A ,
Estadisticos descriptivos »
15: Visible | 1:X Paginas 1 Tablas 4 Visiblg
X_Paginas | ¥_impresien | var | var var -~ X_Paginas Y _impt Cnmpan?r medies : var -
— Modelo lineal general 3
1 1 24,56 1 | 1 24, Modelos Ineales generalizados  »
2 1 17,33 2 1 17, mModelos mixtas 3
3 1 17.81 £ 1 17 Correlaciones 3
4 1 28,07 4 1 28, Loglineal » Estimacion curvilinea, .,
5 1 23,16 5 1 23, Clasificar 3 .
Reduccidn de datos 3 LDgIStIEa binarts
6 1 19,41 6 1 19, Eiiifis ’ Logistica multinomial ...
7 1 22,53 7 1 22, Pruebas no paramétricas » srd‘\:tal...
8 1 14,70 8 1 14, Series temporales 3 il
9 2 7992 q 2 29 Supervivencia 4 Mo lineal. ..
~" Respuesta miltiple ¥ Estimacisn pondsrada...
10 2 17,14 10 2 17, andlisis de valores perdidos... Minimos cuadrados en dos fases...
11 2 41,72 11 2 41 Muestras complejas 4 . .
= " YT : Fontral de calidad N Escalamiento dptimo...
= = a 3, Curva COR... L
13 2 31,90 13 2 31,90 ‘
14 2 24,59 14 2 24,59
15 2 31,80 15 2 31,80
.- - ] .- - P b
<Jlr \\ﬁsla de datos X Visla de variahles 7 . | < | . El| 4[> f&‘f'..s‘“_".e datos £ Vista de variahles / - - _L()_I_
SPS5 El procesador esta preparado Regresion lingal SPSS El procesador estd preparado
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Bl Regresion lineal

f #_Paginaz

Dependisnte:
@&Y_impresion
Bloque 1 de 1
Independientes:
539 *_Paginas
Meétodo: | Introducir W |

Wariable de seleccidn:

Etiquetas de caso:

]
]
Ponderacion MCF:

L]

Regresion lineal: Opciones

g| Criteriog del método por pazos
@ Usar probabiidad de F
Entiada [.05 | Salida [10
O e e
Restablecer
Incluir constante en la ecuacidn
alores perdidos
i _
(O Excluir cazos segin lista
() Excluir casos seguin parsja

Regresion lineal: Graficos

Estadizticos... [ﬁréficos... ] ’ Guardar... ] [Qpciones...]

DEFENDNT Dizpersidn 1 de 1
"ZPRED Siguiente
“4DJPRED ¥: | "ZFRED -
"SRESID I:I
"sDRESID D % [*ZRESID

Graficos de residuos tipificados [[] Generar todas los graficos parciales
Histagrama

Grafico de prob. normal

En la opcién Gréficos [ademas del gréfico de dispersidon Y (ZPRED) e X (ZRESID)], se selecciona el
Histograma y Grafico de prob. normal, dado que estos graficos permiten, mediante inspeccidn visual,
valorar el cumplimiento del supuesto de normalidad en los residuos. No obstante, se puede realizar
una prueba de significacién que elimine la ambigliedad inherente a la inspeccidén visual.

En la opciones: ZPRED son los prondsticos tipificados, ZRESID son los residuos tipificados,

DRESID son los residuos eliminados o corregidos (calculados haciendo el andlisis de regresion sin esa
observacién; utiles para detectar atipicos influyentes), ADJPRED son los prondsticos corregidos,
SRESID son los residuos studentizados y SDRESID son los residuos corregidos.

Regresion lineal: Guardar nuevas variables

Walores pronosticados

Mo tipificados

[ Tipificados

[ Coregidos

[CJE.T. del pronéstico promedio
Distancias

[ Mahalanobis

[ De Cook

[ alores de influencia
Intervalos de prandstico

[OMedia []Individuos

Estadisticos de los coeficientes

Intervalo de confianza: | %=

Incluir la matiz de covananzas

[ Crear coeficientes de los estadisticos

Exportar infarmacisn del modelo & un archivo xhL

Residuos

Cortinuar

[J}ia tpficadas

[ Tipificados
[ Estudentizados
[JEliminados

[ Eliminados estudentizados

Estadisticos de influencia
[ Digetas

[ DiRetas tipificadas

[ Digjuste

[ Digjuste tipificado

[ Razén entre covaranzas

E zaminar

En el menu Regresion lineal, la opcidon Guardar, desde su cuadro
de dialogo permite realizar varios supuestos:

Valores pronosticados No tipificados: En la hoja de entrada de
datos incorpora los valores Y, pronosticados por el modelo.

Valores pronosticados No tipificados: En la hoja de entrada de
datos incorpora los residuos U, =y, —V;

Distancia de Mahalanobis: Es una medida de influencia a priori.
Cuantifica la distancia de cada caso respecto a las medias de las
variables predictoras. En regresién simple es el cuadrado de la

puntuacioén tipica de cada caso. No debe superar el valor de chi-

2
cuadrado % oo1:k

Distancia de Cook: Es una medida de influencia a posteriori. La influencia se mide por la diferencia en
los coeficientes de la ecuacién calculados con la muestra completa y con la muestra menos la
observacidn en cuestion. Valores de la distancia de Cook (D>1) 0o D>Fy 5.1 n_k_1 S€ pueden

considerar influyentes.
Valores de influencia: Miden el impacto a priori de cada caso. Como regla general, valores menores
gue 0,2 se consideran poco influyentes, entre 0,2 y 0,5 son arriesgados, y valores superiores a 0,5

indican influencia.
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Con las opciones marcadas se obtiene la siguiente informacion:

Coeficientes®

Coeficientes
Coeficientes no estandarizad Intervalo de confianza para
estandarizados 05 B al 85%
Lirnite
Modelo B Error tip. Beta t Sig. Limite inferior | superior
1 (Constante) 13,515 2627 5144 pulula] 8,279 18,751
H_Paginas 5,108 429 A1 18,817 ,a0o 7,254 8,962

a. Yariahle dependiente: ¥_impresion

La recta de regresion ajustada sera y; =13,515+ 8,108 x;

Crear diagrama de dispersion

Asignar vatiables | Ajuste | Trazos de unisn | Titwlos | Opeiones

&5 Par

[Braalicael

1
‘ﬁ Recuento [$count] T

f [Y_impresion]

Wariables de la leyenda

Colar:

E stillx

‘ariables del panel

Etiquetar los

casos mediants:

L Coordenada 2.0 ~

539 [<_Paginas] —

’7
’7
Tamafio: ’7

——

3]

I Aceptar

[ Pegar || Festablecer ||

Cancelar I I

Ayuda ]

Crear diagrama de dispersidn

Agignar vaniables | Auste | Trazos de unidn | Titulos | Opciones

3

NUMERO PAGINAS -

Las estimaciones de los
pardmetros de regresién son:

B, =13,515
B, =8,108

Ademas de la recta de regresion, resulta necesario disponer de

informacidn sobre el grado en que el modelo se ajusta a los datos
observados (nube de puntos).

Para elaborar la grafica del ajuste de la recta a los datos
observados se pulsa el menu Graficos — Interactivos —
Diagrama de dispersion. Se define la variable Y del criterio (eje
de ordenadas) y la variable predictora X (eje de abscisas) desde
la solapa Asignar variables. A continuacion se selecciona el

método ''regresion”, en la solapa Ajuste. El cuadro del dialogo
tiene el siguiente aspecto:

TIEMPO DE IMPRESION

Regresidn lineal
Métada
o]
Incluir la constante en la ecuacidn TR - 8
i i 811X Paginds =
c :1?{;:1;:1?;1“0,8133,52 1 %—Pago 2
-E 75,00 © ©
2 o ®
Lineas de prondstica 2‘ o
L
[ Media [individuos > 5000+ &
i
Ajustar lineas para
[#] Tetal o4 5.0
[ Subgrupos g (o]
: 4 : 0
[ Aceptar ] [ Pegar ] [ Restablzcer ] [ Cancelar ] [ Apuda ] K_Péginas
Ahora, se pueden hacer las predicciones para el tiempo de impresion:
X; Yi X; Yi X; Yi X; Yi X; Yi
1 21,623 2 29,731 3 37,839 4 45,947 5 54,055
62,163 7 70,271 78,379 9 86,487 10 95,595

86



b) Coeficiente de correlacidn. Varianza residual y varianzas de los parametros de regresion

y,=Vy;+u; +— vy;=13,515+8,108x; +u;, el residuo u; =y; —V;

75
ANOVAR A

SCE= (V; V) =39343,325

Suma de Media i1

todelo cuadrados gl cuadratica F Sig. 75

1 Regresion | 39343325 1 | 39343325 367,862 ,oona ~\2

Residual 5025,613 73 108,840 SCR=(y; —¥;)" =8025,613

Total 47366038 74 i=1

a. vVariables predictoras: (Constante), ¥_Paginas
h. variable dependiente: ¥_impresion

75
SCT=> (y;—y)? =47368,938
i=1

NOTA. Se pueden visualizar los cdlculos en la HOJA Excel
La tabla ANOVA (Analisis de la Varianza) es una primera aproximacion al Modelo de Regresidn Lineal,

que evalua globalmente el modelo. En este ejemplo es estadisticamente significativo el
p-valor < 0,001 (Sig), con lo que se concluye rechazando la hipétesis nula Hyy aceptando la hipétesis

alternativa H; (existe asociacion entre las dos variables mediante una regresion lineal).

Coeficientes®

3. Variahle dependiente: Y _impresion

P En el cuadro adjunto se
Coeficientes no estandarizad Intervalo de confianza para
estandarizados 05 B al 85% muestra Ia segunda
) _ o Limite aproximacion inferencial,
Modelo B Errartip. Beta t Sig. Limite inferiar superior
7 TConstants) 13615 7677 5144 000 8279 | 18761 donde aparecen los
H_Pagi g,108 429 911 18,917 ooo 7,254 8,962 . e
el : ' : : : ' : coeficientes del modelo.

En las dltimas columnas, el contraste de hipoétesis para el coeficiente de regresion, a través de una t
de Student (contraste de Wald), que parte de una hipdtesis nula Hy que supone que el coeficiente de

regresion lineal vale CERO. En este caso la t-Student vale 18,917 y el p-valor asociado es < 0,001.
Para la constante no tiene sentido aplicar el contraste de hipdtesis.

Como se ha solicitado, aparecen los intervalos de confianza al 95% de los coeficientes de regresion,

teniendo solo sentido para el coeficiente 3, : 1Cq g5(B;) = [7,254 ; 8,962]

Ml Regresidn lineal
5§>X_Pé inas LDependiente:
’ & ¥._impresion Valores pronosticados Residuns
Blogue 1 de 1 i [ M tipificades [ fiphcados L » . ,
L e D iiader Todo andlisis de regresion lineal deberia
Indepandientes: [ Conegidos [] Estudentizades .z
2l et | At completarse con una evaluacion de los
i A | Enatisicosde lbenci residuales, esto es,
N [IDe Cook [ Dfgtatas A . o,
e e eoces (Y; —Y), sobre todo por comprobar si éstos
Intervalos de prondstica @
— foe Dvedis Cliniice A e siguen una distribuciéon normal. Con este
Irtervaln de confianza: % b . ..
- Ponderocién HEP Etaditions de o coshienios simple procedimiento nos podemos
[ Crear coeficientes de los estadisticos . .
= h—— as/e.gu rar que se.cumplen tres criterios
basicos para aplicar correctamente la

regresion lineal:

Expartar informacian del modelo & un anchivo =ML

Inclit Is matiz de covarianzas

Egaminar

87



« Supuesto de normalidad de la distribucién condicionada de la variable Y.

« Que exista linealidad en la relacién de Y condicionada para cada valor de X.

« El principio de homocedasticidad (que las varianzas de la distribucion de Y condicionada a cada valor
de X sean homogéneas).

Para ello, es imprescindible marcar en la ventana de Regresion lineal la opcién Guardar y en ella a su vez
Residuos y No tipificados.

Al aplicar esta opcion se genera en la base de datos una nueva variable con los residuos no
estandarizados (SPSS la llama por defecto RES_1 Y LA etiqueta como Unstandardized), obteniéndose

en la ventana de resultados el siguiente cuadro resumen de estadisticos calculados:

Estadisticos sobre los residuos®

Con la nueva variable RES_1 deberiamos

Desviacion .. . . .z
Minimo | Madmo | Media tig. N evaluar si sigue una distribucién normal,
Walor pronosticado 21,6234 94,5944 57,6227 23057490 75 H H
Residuo bruto -22,80480 | 33,33305 ,00000 10,41814 75 seleccionando en la ventana de dependientes
Valor pronosticado tip. 1561 1,602 000 1,000 7 | en el procedimiento Analizar > Estadisticos
Residuo tip. -2,175 3,179 000 993 75

descriptivos > Explorar

a. Variable dependiente: ¥_impresion

Y marcando en la pestafia Graficos la opcidn Graficos con pruebas de normalidad

Grafico Q-Q normal de Unstandardized Residual Gréfico Q-Q normal sin tendencias de Unstandardized Residual

Se ajusta a una
distribucion normal

Normal esperado
L =

i
Desv. de normal

Valor observado Valor observado

Por otra parte,

75

>u;

i-1 _ SCR 8025,613
75-2 75-2 73

La varianza residual S§ = =109,94 — Sz =10,485

SCE/1 39343325
SCR/(n—-2) 109,94

De otra parte, el estadistico F-Snedecor: F= =357,862 permite contrastar si

el Modelo Lineal es explicativo o no. En esta linea, se establece las hipdtesis:

Hipdtesis nula Ho: B1 = 0 el modelo no es explicativo
Hipotesis alternativa H;: B; # 0 el modelo es explicativo

A un nivel de confianza del 90% (1—o =0,90) se rechaza H, si F=357.862>F; 19,1 (75-2) 2,76, con

lo cual el modelo de regresién lineal es explicativo (sirve para explicar la respuesta).
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DESCOMPOSICION DE LA VARIABILIDAD:

75
ANOVAR A
SCE= (V; —V) =39343,325
Suma de Media i1
todelo cuadrados gl cuadratica F Sig. 75
1 Regresidn 39343324 1 39343 325 357 862 oo A2
Residual 5025,613 73 108,840 SCR=(y; —¥;)" =8025,613
Total 47366038 74 i=1
7 : - — 75
a. Yariables predictoras: (Constante), X_Paginas —\2
b. Wariahle dependiente: ¥_impresion SCT= Z(yi - Y) =47368,938
i=1

GE =SCE/1=39343,325/1=39343,325
en consecuencia, 6§ =SCR/73=8025,613/73=109,94
G$ =SCT/74=47368,938/74=640,121

Resumen del modelot

R cuadrado | Errortip. dela
hodelo R R cuadrado carregida estirmacian
1 8112 831 828 10,48522

En consecuencia, el Coeficiente de Correlacion
R=0,9113, como aparece en el visor de SPSS.

3. Variahles predictoras: (Constante), ¥_Paginas
b variable dependiente: Y_imprasion

75 .2 75 R 2
75 75 75 Z(yi_yi) Z(Vi—\’)

D=V =2V X0V = 1= v Bl

- =1 =1 Sivi-v)> Xyi-v)?
SCT SCR SCE - 3

SCR/SCT  R2 _scE/sCT

(Vi—y)
E 4332
e E| Coeficiente de Determinacion: RZ:SC :'7:51 = 39343,3 5=0,83057

SCT , 47368,938

Z(Vi_V)
i=1

e El Coeficiente de Determinacién corregido R? por el numero de grados de libertad:
2
ORr

75
S(yi—¥)2/(n-2)

75 ., 75 o B, -, - cﬁ
=y = 2Ayi—v)° +2(¥-Y)T = RT=1-4= =1-—
& =1 =L >(yi-v)* /-1 Y
SCT SCR SCE -1
(75-1) g.libertad (75-2)g.libertad 1g.libertad o
Y
— 109,94 . o, . , .
R“=1-————=0,828 (Coeficiente Determinacién corregido por el nimero grados libertad)
640,121
m
e E| Coeficiente de Correlacidn también puede calcularse con la expresidon p =—1l
Gy Oy
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=2 2
VARIANZAS DE LOS PARAMETROS DE REGRESION: Var(B,) =Sz F+X—2} , Var(Bl):S—Rz
N nacy noy
Estadisticos descriptivos " {1 5442 :I
— Var(By) =109,94| ——+——"———- [=6,829
Ciesviacian 75 75(2,8447)
Media tip. M
_impresion | 57,6227 25,3006 75 Var(ﬁl):%: )
¥_Paginas 5 44 2,844 75 75(2,844%)

c) ESTIMACION POR INTERVALOS DE LOS PARAMETROS DE REGRESION
(suponiendo la normalidad del modelo)

n 1 %2 n
. IC1_o(Bo)=|Botty/zna Sry—+— |= [Bo tty /2,02 O
N noy

error tipico muestra

donde, f,=13,515, Var(,)=6,829 , Gj, =2613, 1-0=0,90, t g5 73 =1,6664

ICo 00(Bo)=[13,515+(1,6664) (2,613)]=[9,161 ; 17,869]

. 1 .
. ICl—a(Bl):{Bl o202, 5 :l: [Bl t15/2,n2 Gﬁl]
\/ no’

B, =808, Var(,)=0,181 , oj, =0425 , to05 73 =1,6664

ICo,00(B1)=[8,108+(1,6664) (0,425)|=(7,4 ; 8,816]

n-2)S3 (n—2)S3
. ICy_4(6%)= ;2 ) S ,-X(z )Si Sk =109,94  %§ 05,73 =94,0592  %{ o5.73 = 54,325
o/2,n-2 1-a/2,n-2

(73)(109,94) (73)(109,94)
94,0592 ' 54,325

|C0,90(62)={ }=[85,325 ; 147,733]

. CONTRASTE INDIVIDUAL DE LA REGRESION (t-Student):

Ho:1 =0 La hipdtesis nula establece que los valores de la X no influyen en los valores de
H:B; #0  laYenlarelacion lineal, frente a la hipétesis alternativa que dice lo contrario.
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Con un nivel de confianza del (1—-a) rechazamos la hipdtesis nula Hy si el CERO no esta cubierto en el

. , 5 / 1 .
intervalo de confianza: IC;_,(B;)= {Bl *ty/2,n-2 SR —2} , en este sentido, sabemos que
ncy

1Cp,90(B1) = [8,108i(1,6664) (0,425)]: [7,4 ; 8,816], observando que el CERO no queda cubierto en el

intervalo, se rechaza pues la hipdtesis nula, se concluye que existe una relacion lineal entre las
variables.

En este ejercicio para cada valor X; se tienen varias observaciones de la variable dependiente Y
pudiendo realizarse el CONTRASTE DE LINEALIDAD:

Hipdtesis nula Ho: El modelo lineal es adecuado
Hipdtesis alternativa H;: El modelo de regresion no es adecuado

n
Para ello, se descompone la suma de la variacidn residual SCR=Z(yi —\“/i)2 en dos términos:
i=1

75 10 Mi 10 Mi 10 Mi 10 Mi
SCR= (v; —\71)2 =ZZU§ :ZZ(VU‘ _\71)2 :ZZ(VU _Vi-)z +2.2.Vie —Vi)z =
i=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
10 Ni
= vy Vi) +Zn (Vie — Vi)
i=1j=1
SCR, SCR;

De este modo, la descomposicién de la variabilidad total sera la siguiente:

SCR (75 — 2) g.libertad

75 - 10 Mi 5 5
Z(yi_y) = ZZ(VU y|o + Zn (y|o y) +Z(yi_Y)
i=1 i=1j=1 i=1 i=1
— [ —

SCT SCR, SCR; SCE

(75-1)g.libertad (75— 10)gl|bertad (10 - 2)g||bertad 1g.libertad

Descomposicidon que permite obtener la siguiente tabla ANOVA

Y_impresion BHOVE
Suma de Media
ruadrados ol cuadratica F Sig.
Regresion | 39343325 1 | 39343,325 | 357,862 oons| - SCR, =5259,768
Residual | 2TEA B44 3 345,731 4273 Riuli] SCRl =2765,844
Residual Il 52549 768 64 30,920
Residual 8025613 73 108,940
Total 47368,938 74
GE =SCE/1=39343,325/1=39343,325 G% =SCT/74=47368,938/74=640,121
og, =2765,844 /8 = 345,7305 o4, =5259,768/65=280,9195
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iai datos-impresora-2.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS

Archivo  Edicion  Yer Datos Transformar EREVEEIS Graficos Utiidades  Ventana ?

B &Unslandardized Predic
-] fUnslandardized Resid

Medias. ..

Prueba T para una muestra...

Prueba T para muestras independientes. ..
Prueba T para muestras relacionadas. .,
AMOYA de un Factor..

= w F Informes ("
= [% E a4 E? # Estadisticos descriptivos 3
SE Tablas »
X Phginas | | Comparat medias *
= = Modelo lineal general 3
1 L 24, Madelos lineales generalizadas ¥
2 1 17, Modelos mixtos 2
3 1 17, Correlaciones 2

B ANOVA de un factor X

Dependientes:
| f\’?imples\on

21

Lceptar

Pegar
Restablecer

0 6,44660 T

1,53660
o -2,21340
20660
5.92340 Descomposicion obtenida con el
Bd 18866

menu adjunto en SPSS

| Eactor: sl ANOYA de un factor: Contrastes
D \_&X_Péginas
H [Mlfcingmize  Orden:  Lineal v | [continuar |
] [ Contrastes l [ Post hoe: l lgpcinnes ] Conliaste 1 de 1
L o e S [Ceyuca |
Coeficientes: | |

15 2 31,80 29, e

16 3 28,86 37,

17 3 30,01 37,

18 3 34,16 37,

19 3 44,73 37 Total para los coeficientes: 0,000

20 3 44,43 37, et =
4 » ‘Vista de datos £ Vista de variables [/ E3 ¥ |

AMCYA de un Fackar SPSS El procesador estd preparada

Se rechaza Hy cuando Fy, >F, . -2), (nk)

2
o 345,7305 T

Fin =—& = ~4,2725=Fg g5 >Fy 05.5 65 = Se rechaza la hipétesis nula H,
i, 809195 /65 7100538,

concluyendo que el modelo lineal no es el mejor que se adapta a la nube de observaciones.

d) Intervalo de confianza para el tiempo medio de impresién de un trabajo que tiene 6 hojas, con una
fiabilidad del 90%:

S2=109,94  Sp =10,4852
Yo =13,515+8,108.6=62,163
n=75 X=544 o, =2,82484
to 05,73 = 1,6664

IC,_o (Ely/x=6]) = | ¥ Ttu/2,n-2 Sk

error tipico

1 (6-5,44)
+

+50 - =(10,4852) |4
75 75.(2,82484)

=1,23428

IC;_ (Vg ) = [62,163+ (1,6664) (1,23428 | = [60,1062 ; 64,2198]

e) Intervalo de prediccién para el tiempo de impresién de un trabajo que tiene 12 hojas, con una
fiabilidad del 90%:
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$2=109,94 S;=10,4852 x,=6

C )| go 4t ‘ 1+1+(x0—i)2 {0 =13,515+8,108.6 = 62,163
1-oVx=6/=| Y0 % a/2,n-2 28 N no? n=75 X=544 o, =2,82484

t0,0S ,73 == 1,6664

error tipico

N noj 75 75.(2,82484)

X

1 —%)? 1 —5,44)?
SR\/1+—+M:(10,4852)\/1+—+M:10,55759

IC;_o (V4z6) = [62,163+(1,6664) (10,55759 | = [44,5698 ; 79,7561]

EJERCICIO EXCEL EJERCICIO SPSS

CAMBIO DE ORIGEN Y DE ESCALA DE UNA DISTRIBUCION BIDIMENSIONAL

Sea una distribucion bidimensional (X, Y), con un cambio de origen y escala, es decir, se introducen
. Do . . X'=mX+n
unas nuevas variables (X', Y') relacionadas con las anteriores, de forma que §
Y'=pX+q
Si a3, 350,Myg, @01, @02,Mgy SON los momentos relacionados con (x;,y;) Y a'10,a0,M"0,3%1,202,M'02
los momentos relacionados con (x', V'), se tiene:

2X
& 1 1 1 ,
a‘lozﬁz—Z(mxﬁn):mﬁ in+—2n=ma10+n , analogamente a'y; =pagy; +9
i=1 i=1 i=1

« Las medias se ven afectadas por el cambio de origen y de escala efectuado en la variable.

N N N
2 _1 2_1 2_ 21 2_ .2 2_ 2
I miyp=op == (Xj—a")? == D (mx;+n—maj, —n)° =m* = > (x;—a;5)* =m* o} =m*my,
i=1 i=1 i=1

analogamente, m'y, = p? 03 =p’ Mg,

« Lasvarianzas son invariantes ante un cambio de origen pero no ante un cambio de escala.

[
N

N N
m|11:% Z(X'i _allo)-(yli_a'm):% Z(mxi +n—-may,—n).(py;+q—pag; _Q):(mp)% Z(Xi —ayq).(yj—agy) =(mp)my,
i=1 i=1 i-1

« Lacovarianza es invariante ante un cambio de origen, pero no ante un cambio de escala.

Sean By, € By,y, respectivamente, los coeficientes de regresion de las rectas (Y/X) e (X/Y).
Andlogamente, B'y,/x e B'x,y, los coeficientes de regresion de las rectas (Y'/X') e (X'/Y'). Se tiene:
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m' mp).m m . m
By y=—2 ! 2) u_P My :B.BY/X , analogamente, B'y/y=—.By,y
My MMy M My p

« Los coeficientes de regresion son invariantes ante un cambio de origen, pero no ante un
cambio de escala.

El coeficiente de determinacién R =p'y x . B'y/y :(%.By/xj.(%.ﬁx/yj =By/x -Bx/y =R

« El coeficiente de determinacion es invariante ante un cambio de origen y de escala. En
consecuencia, también lo sera el coeficiente de correlacion.
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