Variables aleatorias
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Variables aleatorias
SUCESOS Y PROBABILIDAD

1.- Sean A y B dos sucesos correspondientes a un experimento aleatorio, tales que
AUB=Q con P(A)=0,8 y P(B)=0,5. Se pide calcular las probabilidades:

P (A N B)

P(AuUB)

P(A UB)

P(AuUB)

Solucidn.-

Sabemos que P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB), conla hipétesis AUB = Q, siendo
P(Q) =1, se tiene:

1=08+05-P(AnB) = P(AnB)=0,3

B es el complementario de B, en consecuencia, B = Q - B

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANnB)

P(B)=P(Q)-P®B) —» P(B)=1-05=05
A

de otra parte,

B=Q-B=(AUB)-B=AnB —» P(B)=P(AnB)=05 B
Q

con lo que, P(AUB)=0,8+05-0,5=0,8
también podriamos haber considerado: AUB=Q = Bc A

con lo cual, P(AUB) =P (A) = 0,8

P(AUB)=P(B) =05

Leyes de Morgan
—

P(AuUB) = PANB)=1-P(AnB)=1-0,3=0,7
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Variables aleatorias
2.- Sean A, B y C ftres sucesos incompatibles, con P(A) =05, P(B) =0,25 y
P(C) = 0,166. Se pide calcular las siguientes probabilidades:
P(ANB)
P(ANnBNC)
P(ANBANC)
PB-A)
Probabilidad de que exactamente se realice uno de los tres sucesos considerados.
Solucién.-
El suceso A " B = (A UB). Por las leyes de Morgan:
P(ANB)=P(AuUB)=1-P(AUB)
Como los sucesos son incompatibles, P (A nB) =P (¢) = 0. En consecuencia,
P(AuB)=P(A)+PB)-P(AnB) —» P(AuB)=P(A)+P(B)
resultando:
P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(A)-P(B)=1-05-0,25=0,25
El suceso AnB N C=(AuUBuUC).Por las leyes de Morgan:
PANBANC)=P(AUBUC)=1-P(AUBUC)
Como los sucesos son incompatibles, P(AuUBUC) =P(A)+P@®B)+P(C)

con lo cual,

PANBNC)=P(AUBUC)=1-P(A)-PB)-P(C)=1-05-0,25-0,166 = 0,084

Siendo A, B y C sucesos incompatibles, queda:

AnB=¢ ANnC=9¢ BNC=¢ AnNnBNnC=¢
S ANC=¢ = CcA tanto, ANC=C y BAC=C y AnBNC=C
SiBAnC=¢ = Ccp [Poriamo. Ant=~Ly Bat=L ¥y AnbEnt=

quedando, P(AnB nC) =P (C) = 0,166
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Variables aleatorias
d) Sabemos que el suceso B— A =B n A.Porotrolado, AnB = ¢, conlocual Bc A

resultando, B—-A=BNA =B
y la probabilidad pedida: P(B - A)=P (B n A) =P (B) = 0,25
Sea E = 'suceso ocurre exactamente uno de los tres sucesos A, B, C'
E=(ANBNCURNBNC)U(ANBNC)
por analogia con razonamientos anteriores, se tiene que:

ANBNnC=A ANBNnC=B ANBnNnC=C

PE)=P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)=0,5+ 0,25+ 0,166 = 0,916

Santiago de la Fuente Ferndndez 4



Variables aleatorias

3.- Sean Ay B dos sucesos independientes de un espacio de probabilidad (Q, A,P),
tales que P(A)=a y P(B) =pB. Se pide:
Probabilidad de que ocurra uno y solo uno de los sucesos.
Probabilidad de que ninguno de los sucesos se verifique. En este dltimo caso, suponiendo
que o + B = 1/2, dar una cota para esta probabilidad.
Solucién.-
Sea el suceso E = "ocurre uno y solo uno de los sucesos'
E=(AnB)U(ANB)
# por ser incompatibles (AN B) y (A NB):

PE)=P|[(AnB)URANB)|=P(AnB)+P(ANB)

¢ como son independientes Ay B = ~Y 5 son Independientes

A y B sonindependientes

PE)=P(A).PB)+P(A).PB)=a.(1-B)+(1-0a).p

P(ANB)=P(A).PB)=1-0).1-B)=1-(a+P)+ap
cuando a + B = 1/2:

- = 1 1 1 1
PANnB)=1-—-+ =—+ =—+a|-—-a|==
(AN B) 5 af 5 af 5 a( oc) 5

para dar una cota de la probabilidad:
1 1 ' 1 1
f(a)—§+a(§—aj = f(oc)—E—Zoc—O = (X—Z

con lo que f(1/4)=1+1 1.1 =0,5625
2 4 \2 4

La cota pedida: 0,5<P (AN B)<0,5625
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Variables aleatorias

4.- Sean A, B dos sucesos con P(A)=05, PB)=03 y P(AnB)=0,1
Calcular la probabilidad de que ocurra exactamente uno de los dos sucesos.

Solucién.-
Sea el suceso E = "ocurre uno y solo uno de los sucesos'
E=(ANnB)U(ANB)
# por ser incompatibles (AN B) y (ANB):

PE)=P[(AnB)UANB)|=P(ANB)+P(ANB)

¢ por otra parte, ANB =A - (ANB) A

g8 Vv
o

y como AnBcA AnB N

se tiene que, P(ANB) =P(A)-P(ANB)

Andlogamente, ANB=B—-(ANB) y como ANBcB
P(ANnB)=P(B)-P(ANB)
con lo cual,

PE)=P(ANnB)+P(ANnB)=P(A)+P(B)-2.P(ANnB)=05+0.3-2.0,1=0,6
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Variables aleatorias

5.- Se consideran familias con dos hijos, suponiendo que las cuatro posibles
combinaciones por sexo: VV, VH, HV, HH, donde V significa nifio y H nifia, son
igualmente probables. Se piden las siguientes probabilidades:

Que una familia que va a ser encuestada tengo como mdximo una nifia.

Que una familia que va a ser encuestada tenga un nifio y una nifia.

¢Son los anteriores sucesos independientes?

Estudiar los apartados a), b) y c), en el caso de que las familias consideradas tengan
tres hijos y las ocho posibles composiciones por sexo sean equiprobables.

Solucién.-
Sean los sucesos: A= VV B=VH C=HV D=HH
se tiene: P(A) =P (B) = P(C) =P (D) = %

Sea el suceso E = 'una nifia como mdximo': E= AuBuUC

como son sucesos incompatibles: P(E) =P(A)+P®B)+P(C) = % + % + % = %

Sea el suceso F = 'un nifio y una nifia’: F=BuUC
P(F)=P(B)+P(C)=%+%=%

El suceso EnF=[AuBuUC]n[BuUC]=BuUC
P(EmF)=P(BuC)=P(B)+P(C)=%+%=% P(E).P(F):%.%:%

PENF) = P(E).P(F) — Los sucesos no son independientes.

En el caso de familias de tres hijos, las posibles combinaciones son: VVV, VVH, VHV,
HVV, HHV,HVH, VHH, HHH, cada una de las cuales tiene probabilidad 1/8 por ser

equiprobables.

A=VVWV B=VVH C=VHV D= HWV

Sean los sucesos: E = HHH F=HHV 6=HVH K = VHH
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Variables aleatorias

P(A)=F’(B)=F’(C)=F’(D)=F’(E)=F’(F)=P(G)=P(K)=%

- Sea el suceso E = 'una nifia como mdximo': E= AuBuUCuUD

1

P(E)=P(A)+P®B)+P(C)+P(D)= =3

—+

0|
0|k
0|k
0|

- Sea el suceso F = 'un nifio y una nifia’: F=BUCUDUFUGUK

PE)=PB)+PC)+PO)+PF)+P(G)+PK)= +

Q|

1
+ =+
8

0|

1 1 3
+ =+ ===
8 8 4

|~

- EmF=[AuBuCuD]m[BuCuDuFuGuK]:BuCuD

P(EmF)=P(BuCuD)=P(B)+P(C)+P(C)=%+%+%=g
13

P(ENF) = P(E).P(F) — Los sucesos son independientes.
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Variables aleatorias

6.- Un banco ha estimado, por experiencias anteriores, que la probabilidad de que una
persona falle en los pagos de un préstamo personal es de 0,3. También ha estimado que
el 40% de los préstamos nho pagados a tiempo se han hecho para financiar viajes de
vacaciones y el 60% de los préstamos pagados a tiempo se han hecho para financiar
viajes de vacaciones.

Se pide:

Probabilidad de que un préstamo que se haga para financiar un viaje de vacaciones no se
pague a tiempo.

Probabilidad de que si el préstamo se hace para propésitos distintos a viajes de
vacaciones sea pagado a tiempo.

Solucién.-
Sean los sucesos:

A = 'una persona falla en los pagos de su préstamo personal’
B = 'una persona recibe un préstamo para financiar viajes de vacaciones'

P(A)=03 P@B/A)=0,4 P@B/A)=0,6
de donde:
P(A) =07
PB/A)=1-PB/A)=1-0,6=0,4

PB/A)=1-PB/A)=1-0,4=0,6

Por el teorema de Bayes:

b (A/E) = P(A).P(B/A) o 0,3.0,4 _ 099
P(A).P(B/A)+P(A).P(B/A) 03.0,4+07.06

P(A/B) = P(A).P(B/A) _ 0,7.0,4 _ 0.608
P(A).P(B/A)+P(A).P(B/A) 0,7.04+03.06
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Variables aleatorias

7.- Un psicodlogo industrial, por experiencias anteriores, conoce que el 90 por 100 de
las personas que inician un determinado tratamiento técnico terminan con éxito. La
proporcion de personas en entrenamiento y con experiencia previa es del 10 por 100 de
entre las personas que completaron con éxito su entrenamiento y del 25 por 100 de
entre aquellos que no tferminaron con éxito su entrenamiento. Se pide:

Probabilidad de que una persona con experiencia anterior supere el entrenamiento con
éxito.

¢Podemos concluir que la experiencia previa influye en el éxito del entrenamiento?

Solucidn.-

A = 'Una persona supera con éxito el entrenamiento’

Sean los sucesos: . . .. .
B = "Una persona tiene experiencia previa

Segun las hipétesis, se tiene:
P(A)=0,9 P(A)=01 P@B/A)=01 P@B/A)=0,25

Se pide P (A /B), que segln el teorema de Bayes, serd:

P(A/B)_P(A).P(B/A)_ P(A).P(B/A)
B P(B) " P(A).PB/A)+P(A).P(B/A)
conlocual, P(A/B)= 0.9.0.1 =0,78

0,9.0,1+0,1.0,25

Comparando P(A) =0,9 y P(A/B) = 0,78 se observa una diferencia entre los dos
sucesos, a favor de P (A): En consecuencia, en este entrenamiento la experiencia previa
influye desfavorablemente en el éxito del mismo.
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Variables aleatorias

8.- Se considera una poblacion en la que el 40 por 100 de las familias tienen automovil,
el 20 por 100 tienen ingresos superiores a 6000 euros, el 50 por ciento tienen ingresos
entre 2500 y 6000 euros.

De los que tienen automévil el 50 por ciento tienen ingresos superiores a 2500 euros, y
de los que no tienen automévil el 60 por 100 tienen ingresos entre 2500 y 6000 euros.
Se realiza una encuesta al azar en dicha poblacién. Se pide:

Probabilidad de que se seleccione una familia que tenga automovil o sus ingresos sean
superiores a 6000 euros.

Probabilidad de que se seleccione una familia con automavil y con ingresos entre 2500 y
6000 euros.

¢Qué tanto por ciento de familias que no tienen automovil tienen ingresos superiores a
6000 euros?

¢Son, la posesion del automévil y los ingresos de la familia independientes en esta
poblacién?

Solucidn.-
Sean los sucesos:

A = 'La familia seleccionada posee automovil’
I,= 'La familia seleccionada tiene ingresos inferiores a 2500 euros'

I,= 'La familia seleccionada tiene ingresos entre 2500 euros y 6000 euros'

I ;= 'La familia seleccionada tiene ingresos superiores a 6000 euros'

Segln las hipétesis de la poblacion, se tiene:

P(A)=0,4 P(A)=06 P(,)=05 P(U3)=02
P(I,)=1-P(U,)-P(U3)=1-05-02=03 P(,/A)=05 P(,/A)=0,6
En otras palabras, con esta notacién se solicita:

a) P(AuUly) by P(ANTI,) c)P(5/A)

NOTA.- En el ejercicio, para calcular algunas de las probabilidades en funcién de las
conocidas, se tendrd como base consideraciones de la probabilidad condicionada:

PBANA)
P(A)

P(ANB)
P®)

¢ PB/A)=

= P(BNA)=P(A).P(B/A)

P(A/B) =

= P(ANB)=P(B).P(A/B)
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Variables aleatorias
. @/ A= PB®-PA/B)
en consecuencia, P(A)

P(A/B) = PA)-PB/A) (A)F')P(é)B /A
P(A).P(B/A)

¢ Siendo, P(A/B)+P(A/B)=1 — P(A/B)=1-P(A/B)=1- P @)

P®).P(A/B) _P®).[1-P@A/B)]_P®) [1_ P(A).P(B/A)}

PEIN=""0m P (A) “PA) P(B)

gt s i- O LA POLL 0] 28 [ pes e

P(AAul)=PA)+PU3)-P(ANnly)
P(AnIl3)=P(3/A).P(A) probabilidad condicionada
PU,/A)+P(U,/A)+P(l3/A)=1 sistema completo de sucesos
PUs/A)=1-P(U,/A)-P(,/A)

Ahora tenemos que poner P (I, /A) en funcion de las probabilidades conocidas.

Para ello, P(IZ/A)=%
P(AN1,)
sabemos que F)(A/|2)=THP(A0I2)=P(I2).P(A/I2)
2
con lo cual,
P /A)—P('Z)'P(A“Z)_P('z)-[l—P(K/lz)]_P(lz) L_P®.PA,/A)
O P(A) TPA) ()

entonces P(U,/A)=—"—.
. PUL/A) 0.4 05

0.5 [1 _ 0'6'0’6] ~035 P(,/A)=035

luego,

PU,/A)=1-P(U,/A)-P(1,/A)=1-05-0,35=0,15

P(An15)=P(,/A).P(A)=015.0,4 = 0,06
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Variables aleatorias

P(AUly)=P(A)+P(3)-P(Anl;)=0,4+02-0,06 =054

Para hallar P(A N 1,), tenemos en cuenta:

P(ANIL,)

P =5y
2

—>P(ANI1,)=P(,).P(A/L,)

P(A).PU,/A) _, 06.06
P(l,) - 0,5

endonde, P(A/1,)=1-P(A/1,)=1- =0,28

conlo cual, P(ANn1,)=0,50,28 =0,14

Andlogamente, para calcular P (15 /A)

PUsOA) _PU)PA/I) _PUS) 1) by y]o
. 3 -

PN T R R

_P@S) [ P(A).P(IglA)}_ 02 [1_ 0,4.0,15

=37 St ]=0,313
P(A) P(3) 0,6 0,2

Para comprobar que la posesién del automdvil y los ingresos de la familia son
independientes, basta con observar el suceso A y cualquiera de los sucesos 1,0 |4

P(An1,)=0,06%0,4.02=P(A).P(,)
P(An1,)=014%0,4.05=P(A).P(l,)

Otra forma de verificarlo, seria, por ejemplo: P(1,/A)=0,35#05=P(l,)

En definitiva, los sucesos no son independientes, que la familia posea o no automavil
proporciona informacién sobre sus ingresos.
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VARIABLES ALEATORIAS

9.- En un grupo de estudiantes de Economia se ha realizado un pequefio andlisis de la
relacién existente entre el nimero de dias semanales dedicados al estudio (X) y el
ndmero de convocatorias que se necesitaron para aprobar la asignatura (Y). Los
resultados aparecen recogidos en la siguiente tabla de contingencia:

Y
X 1 2 3
1 5 8 10
2 10 6 4
3 20 2 1

A partir de esta informacién:

Obtener las distribuciones marginales de X e V.

Obtener la distribucién de X condicionada a que Y tome el valor 3.
Obtener la distribucién de Y condicionada a que X sea mayor o igual que 2.
Analizar si X e Y son independientes.

Solucién:

a) La variable aleatoria discreta (X,Y) tiene distribucién de probabilidad:

N = 66 n° total de datos

Z( 1 2 3 Px;
1 5/66 =0,08 8/66 =0,12 10/66 =0,15 0,35
2 10/66 =0,15 6/66 =0,09 4/66 = 0,06 0,30
3 20/66 =0,30 2/66 =0,03 1/66 =0,02 0,35
Py; |053 0,24 023 :

Las distribuciones marginales de las variables aleatorias X e Y son:

X= Pxi=P(X=X|~)
1 0,35
2 0,30
3 0,35

3
Px; = zpij
j=1

Santiago de la Fuente Ferndndez

y=Yj pyj =P(y=Yj)
1 053
2 0,24
3 0,23

3
Py; = ;Pu
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c) Distribucidn de X condicionada a que Y = 3:

I
X

i |P(X=x;/¥=3)
015/0,23 =0,65 Recordemos que,
0,06/023=0,26
0,02/0,23=0,08

3
D P(X=x;/¥=3)=1
i=1

W IN e

PIX=x;/ Y =3]-

c) Distribucién de Y condicionada a que X >2:

Variables aleatorias

P[szi;yz3]= Pi3

P(Y =3) Pys

=y; [P(Y=y;/X>2)

(0,15+0,30)/(0,30+0,35)=0,7

(0,09 +0,03)/(0,30 + 0,35) = 0,18

wWin i «

(0,06 +0,02)/(0,30+0,35)=0,12

3
D Py =y /X>2)=1

=

d) XeY son independientes si p;; =py, Py, V (Xi. ¥;)
en este sentido, p;; =0,08 Pxy = 0,35 Py; = 0,53

Px; -Py; =(0.35).(053) # pyy =0,08

En consecuencia, no son independientes.
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Variables aleatorias
10.- Se lanzan tres monedas al aire. Sea la variable aleatoria X = "nimero de caras que
se obtienen". Se pide:

Distribucién de probabilidad de X

Funcidn de distribucién de X y su representacion grdfica.
Media, varianza y desviacién tipica de X

Probabilidad de que salgan a lo sumo dos caras
Probabilidad de que salgan al menos dos caras

Solucion:

a) El espacio muestral es
Q={(c,c,c),(cce)(ce.c) (ecc)lcee)(ece)lee.c),(e.e)

siendo X = "ndmero de caras que se obtienen", se tiene:

X(c,c,c)=3 P(X=3)=1/8
X(c,c,e)=X(c,e,c)=X(e,c,c)=2 P(X=2)=3/8
X(c,e,e)=X(e,c,e)=X(e,e,c)=1 P(X=1)=3/8
X(e,e,e)=0 P(X=0)=1/8

La distribucién de probabilidad es, en consecuencia,

X=x; |P(X=x;) X;. P(X = x;) X2  xZ.P(X=x;)
x;=0 118 0 0 0
x,=1 |3/8 3/8 1 3/8
X3=2 |3/8 6/8 4 12/8
x4=3 [1/8 3/8 9 9/8
ZP(X:x,-):I in.P(X:xi):IZ/S inz.P(szi)=24/8

b) La funcién de distribucién F(x) =P(X < x) = ZP(X =x;) (donde x; un valor de X)
x<0 F(x)=P(X<x)=P(¢)=0
O<x<l1 F(x)=P(X<x)=P(X=0)=1/8
1<x<2 F(x)=P(X<x)=P(X=0)+P(X=1)=4/8
2<x<3 F(x)=P(X<x)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=7/8
X>3 F(x)=P(X<x)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=1

Grdficamente:
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F(x)
0 x<0 7/3:;
/8 0<x«<l1
F(x)=14/8 1<x<2 4/8
7/8 2<x<3
1 xX>3 1/8
0]

. 12
¢) Media p, :E(X):in.P(XZXi) =§

i=1

4
Varianza 0% =E(X-1,) =E(X®)- (1) = D xZ PX=x)~ () -
i=1

_ % (15?2 =075

Desviacion tipica ¢, =,/ 0,75 =0,87

d) P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=

o también: P(X <2)=F(2) :%

e) P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)=

oo w

o también: P(X>2)=1-P(X <

)

)
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Variables aleatorias
11.- Una empresa de transportes estd analizando el ndmero de veces que falla la
madquina expendedora de billetes. Dicha variable tiene como funcién de cuantia:

P(X=x)=07-03"" x,=0,1,2,

¢Cudl es la probabilidad de que un dia la mdquina no falle?
¢Cudl es la probabilidad de que un dia falle menos de 4 veces?
¢Cudl es la probabilidad de que falle 5 veces?

Solucion:
a) P(X=0)=07-03°=07

b) P(X <4)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=
~07.039+07-03'+07-032+07-03%*=07-(03°+031+032+03%)=09919

Nota.- Adviértase la conveniencia de considerar la suma de una progresion geométrica

a;-ap.r 0 1 > 3\ 91-az.r 1-033%.03
Sp=——1" S,=103°+031+032+033)= = =1,417
nT T, > 54=(03%+03"+032+03?) 1-r 1-03
En esta lineq,

_ n-1 _ n
P(X<n):0,7-(O,3°+O,31+O,32+O,33+~-+O,3"):O,7.1 01'303'0'3=o,7.1 00%3

P(X<n)=0,7- (0,3o +03'4+0324+033+... +O,3"): 1-0,3" , en consecuencia,

P(X<4)=1-03%=0,9919

¢) P(X=5)=07-03°=0,001701
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Variables aleatorias
12.- La demanda de una empresa es de tipo aleatorio y tiene como funcién de densidad:

fx) = k 0<x<10
| 0 restantes valores

Hallar k para que f(x) sea funcién de densidad. Representarla
Hallar la funcidn de distribucién y representarla

Media, varianza y desviacién tipica

P(X<1)

P(X=0)

Solucidn.-

a) Para que f(x) sea funcién de densidad debe verificarse

1= j _Zf(x) dx = I _ooof(x) dx + I ;o f(x) dx + Lz £(x) dx

-0 -0
10 10 10 1
con lo que, 1:jo f(x)dx:jo kdx=[k.x]J@ =10k = k=1
La funcién de densidad es:
f(x) &
)10  0<x<10
fx) = { 0 restantes valores
1/10 .
0 10 .x
X
b) La funcién de distribucién F(x) =I f(t) dt
X X
six<0 j f(x)dx=j O0dx=0
) X 0 X 1 X
F(x)=1{si0<x<10 I_wf(x) dx = f_wo dx + Io 0 dx = 0
X 0 10 1 X 10
six>10 j f(x)dx:j 0dx+j 2dx+ [ 0dx=:2-1
—o0 —o0 o 10 10 10

Grdficamente:
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Variables aleatorias

F(x)
0 six<0
F(x)=1 x/10 si0O<x<10
1 six>10
10
| o 10 0 1 x?2
Q) Media e =E(X)=] x.fOdx=[ "x.fe)dx=| x.ﬁdx_{%}o -5

Varianza

10 10 1 3710 2
c§=E(x2)—(ux)2=jo xz.f(x)dx—(ux)zzjo xz.ﬁdx—(5)2={§—o} _25 -2
0

Desviacion tipica o , = % =29

1 11
10 *o =

1 1 1
d) P(X<1)= _f(x)dx=joﬁdx: o

o también, P(X <1)=F(1) = %

0 0
e) P(XzO):J._ £(x) dx = o%dx:o o también, P(X =0)=F(0)=0

Santiago de la Fuente Ferndndez 20



Variables aleatorias
13.- En un hospital se comprobd que el peso en kilos de los nifios al nacer era una
variable aleatoria con funcién de densidad:

¢ k x 2<x<4

()= { 0 restantes valores

Hallar k para que f(x) sea funcion de densidad. Representarla

Hallar la funcidn de distribucién y representarla

Media, varianza y desviacion tipica

Probabilidad de que un nifio elegido al azar pese mds de 3 kilos

Probabilidad de que pese entre 2y 3,5 kilos

¢Qué debe pesar un nifio para tener inferior o igual a su peso al 90 % de los nifios?.

Solucidn.-

a) Para que f(x) sea funcién de densidad debe verificarse

1= j _Zf(x) dx = I _ooof(x) dx + I : f(x) dx + jj £(x) dx

=0 *VO
4 4 2 14

con lo que, 1=J‘2f(x)dx=J.2kxdx=k[x7} =6k = k=%
2

La funcién de densidad es:
()

x/6 2<x<4

O restantes valores /

f(x) = {

b) La funcidn de distribucion F(x) = Ixf(‘r) dt

X X
six <2 jf(x)dx: 0dx=0

2 x 27% 2
F(x)=< si2<x<4 jxf(x)dx: de+J‘2 %dx:[;(_z} :X124
—00 -0 2

2 6 12

4
) X 2 4 X X XZ
six>4 j £(x) dx = de+[ —dx+Lde:{—} _1
—0 —00 2
Grdficamente:
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Variables aleatorias

F(x)
0 si x<2
F(x)=1y2_ T
X124 si2<x<4 j
1 Si x>4 0 2 4 X

o 4 4 374
¢) Media ux=E(X)=J‘ x.f(x)dx=Lx.f(x)dx=j2x.§dx=[x—} — 31 kilos
) ,

6 18

Varianza
o2 =E(X?)—( )2=j4x2 £(x) dx —( )2=j4x25dx-(31)2= ﬁ4-961=039
X Hx 2 Hx 2 6 ' 24|, ’
Desviacidn tipica o, =4/ 0,39 kilos® = 0,6 kilos
&) PX>3)= [ fodx=[" Xd x?]* 0,583
) PX>3)= [ feade=[ % = 3z),

32-4

o fambién, P(X>3)=1-P(X<3)=1-F(3)=1- =0,583

35 35 x %213
apegx£35y4; ﬂ@dx:L Sdx=| 2| -06875
2

35%-4

o también, P2<X<35)=F(35)-F(2) = E

-0=0,6875

a’-4
12
Es decir, el nifio debe pesar 3,8 kilos para tener el 90% de los nifios con un peso inferior

o igual.

f) P(X<a)=F(a)=0,90 -09 —~ a’-4-108 — a=./148-38

14 - Una variable aleatoria X tiene como funcion de distribucion:
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Variables aleatorias

0 x<0
2
X O0<x<1
F(x) = 22 ,
C_X 1 1<x<2
X 2
1 X>2

Hallar la funcion de densidad. Representarla
Media, varianza y desviacion tipica

1 3
Pl = <=
(2 <X 2)
Solucidn.-

a) La funcién de densidad f(x) es la derivada de la funcién de distribucién F(x) en los
puntos donde exista la derivada, por tanto

f(x)
0 x<0
|
_dF(x) | x O<x<1 |
fo) = dx |2-x-1 1<x<2 |
0 x>2 :
|
|
0 1 2 X
b) Media

[T =E(X)=jjox.f(x) dx:j;x.f(x)dx +sz.f(x) dx:jéx.x dx+I12x.(2—x)dx:

! 2 X3 21" 1., 8 .1
:j xzdx+.[ (@x-x2)dx=|"—| +|x?-"—| =2+4-2-1+==1
0 1 3 15 , 3 3 3

Varianza
1 2
0>2< :E(XZ)—(MX)2 :joxz.f(x) dx+J‘1 x2 f(x) dx—(;,tx)2 =

1 2
1 2 4 3 4
:I xz.xdx+j xz.(2—x)dx—(1)2=>< + 2X” X _1:E_ 1
0 1 41, 3 4,
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Variables aleatorias

Desviacién tipica o, = \/g =0,41

1 3 1 3/2 1 3/2
c) P(ESXSE]_J‘l/Zf(X)dXJFL f(x)dx—J.l/2><dx+J‘1 (2-x)dx =

—

. 3) (3 N (.9 ) (1Y) 3
o también, P(ESXSEJ—F(EJ—Fizj—[B 8 1] [8j_4
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Variables aleatorias
15.- La demanda diaria de un determinado articulo (x) es una variable aleatoria con
funcién de densidad:

g O < X< 4
f(x) = 126;" 4<x<12
0 otro caso

Los beneficios diarios dependen de la demanda segtn la siguiente funcién:

-5 si x<2

b si 2<x<4
10 si 4 <x<8
15 si 8<x<12

B°=

Calcular:

Probabilidad de que en un dia cualquiera la demanda sea superior a 10

Probabilidad de que la demanda sea inferior a 3

La esperanza y la varianza de la demanda

Funcion de distribucidn de la demanda

Funcién de cuantia y funcion de distribucién de la variable aleatoria beneficios diarios.
Esperanza y varianza de la variable beneficios

Solucidn.-

12 1217 _x 1 x21% 1
a) P(X>10)=L f(x)dx:jo dx {mx——} 1 003125
0 1
1

64 64 2 0 32
b) P(X<3)= jf(x)dx j —dx——[x 8:%:0,375
¢) Media o Esperanza
B0 =[x A0 dx = [ x.f)dx + [ x.fodx= [ xLdxs [ x 12X g
X = _j_wx. X x_.[ox. X x+.[4 x.f(x x_jox.g x+J‘4 X. 4 X =

—1J‘4xdx+ij‘12(12)(—x2)dx [XZ] 6)(2——3 12_
~8Jo 64 Ja4 B 0" 64 3], -

1728 64) 13
= 64(864—T—96 3} 3 =433

Varianza
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Variables aleatorias

% 4 12 4 12 _
E(Xz)zj x2.f(x)dx=jox2.f(x)dx +L x2.f(x)dx=jox2.%dx+j4 x2.1264>< dx =

142d 112122 3 1[3]4143x412
_gj'ox x+6—4J.4( x—x)x_ﬁx ot gz 4% —74_

64 1 5120 80
§+6_4(6912 5184 - 256 + 64) = 192 "3 26,67

~ 2 > 80 (13\° 71
VOO =E(X?) - (1,2 =5 [3j -Tl-789

d) La funcion de distribucién de la demanda F(x) = J.xf(T) dt

X X
six<0 jf(x)dx:j 0dx=0
X 0 X1 X
siO<x<4 jf(x)dx:j de+jo§dx:§
"9 4<x<12 [ f(x)d U b Ut SUNS U B (R SPPIVRPP
< - [ R _
si X < I (x)dx = I X + L o4 X 2+64 2+ X
. 41 12 12 _x x
Six>12 j f(x)dx:j de+j —dx+J‘ dx+ [ 0dx=1
% —w 08 4 64 12
En resumen,
0 si x<0
X .
= si 0<x<4
8
09=11 1/ 2 12x-40]| si 4 12
Sl (A — <
2+64 2+ X J S SX<
1 si x>12

e) Calculamos la funcion de cuantia y la funcion de distribucion de la variable aleatoria
beneficios diarios:

1
-5 si X<2 g O<x<4
5 si 2<x<4 12 — x
B = = 4<x<12
10 si 4 <x<8 O =1"¢2 <X
15 si 8<x<12 0 otro caso
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Variables aleatorias

B P(B° =B°)
°2f(x)dx—j21dx—l—025
3 Jo Jo8 T 4 T
.4f(x)dx—J.4ldx—l—025
5 J2 Jo8 77 4
8
-8 812 - x 1 x 2
d :j dx=—|12x-%X_| -0375
10 ) fddx=] =g 64( X 2J4
12
12 1212 - x 1 x 2
15 Jg fx) dx .[8 64 dx 64( X 2]8 0125

La funcién de distribucién F(B°)= P(B° <B’)= » P(B° =B’)

BO<B°
B° P(B°=B°) F(B°)= P(B°<B°) B°.P(B°=B°) (B°).P(B° =B?)
_5 025 0,25 ~125 6,25
5 025 050 125 6,25
10 0375 0,875 3,75 375
15 [0125 1 1875 28125
4

4 02 0 _Qoy_

D B°.P(B°=B°)=5625 ;(Bi PET=B)=78125

i=1

4
f) Media o Esperanza beneficios Moo = E(B°) = ZB“’ P(B®=B’)=5,625

i=1
Varianza beneficios

E[(@)?]- 24:(3;’)2. P(B° = B°) = 78,125
i=1

02, =V(B°)=E(B)~(n ;)7 78125 (5,625)% = 46,48

Desviacion tipica de los beneficios o go = . 46,48 = 6,817
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Variables aleatorias
16.- Sea (&,m) una variable aleatoria con funcién de densidad

f(x.y)= {

a) Hallar k para que sea funcién de densidad

b) Funciones de densidad marginales. ¢Son & y n independientes?
c) Funciones de distribucién marginales

d) Funciones de densidad condicionadas

k O<y<x<l1
O restantes valores

Solucion.-

a) Para que f(x, y) sea funcién de densidad tiene que verificarse
f f f(x,y) dx dy =1

en consecuencia,

1= " [" fx,y)dxdy = [ [ kdx dyzkﬁ[ﬁdy} dx =k[ xdx:k{él _k ko2

2
Y
luego
2 O<y<x<l1 1
fxy)= { O restantes valores
es decir, que f(x, y) foma el valor 2
en el interior del tridngulo 0 X

ﬁ(x)=fwf(><,y)dy:j:2dy=2x O<x<1
fz(Y)ZEOf(x, y) dx:_[: 2dx=2-2y O<y«<l

Son independientes si f(x, y) = f,(x) . f,(y)

fi(x). f(y)=2x.(2-2y) =4x—-4xy = 2 = f(x, y) = No son independientes

R0 = [ R dr =] 2t dt fr2]5=x* 0<x<1
Ry =[ @ dt=[ @-2n)dt ot —+?]1=2y ~y? 0<y<1
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Variables aleatorias

_fxy) 2
f(x/y) = £y 2-2y O<y<1l O<x<l1
d)
_fxy) 2
f(Y/X)——fl(x) = ox O<x<1 O<y<l1

17.- Sea (&,1) una variable aleatoria con funcién de densidad

f(x,y)= {

a) Comprobar que f(x, y) es funcién de densidad
b) Hallar las medias de € y n
c) Pe<1/2:n<0) y P(e>1/2;-1/2<n<1/2)

1 Jy<x:0<x<1
O restantes valores

Solucidn.-

@[] foxyyaxdy = [ " dxdy=[|[" dy|dx= [ 2xdx=pefi-1

Y

Grdficamente:

-1

b) Para hallar las medias de & y n hay que encontrar primero las funciones de densidad
marginales:

fi(x) = J.:f(x, y) dy zfxdy —2x O0<x<l1

rdx:l—y O<y<l1
y

)= [ fooy)dx=12 i vt
Iy x=1+y -l<y<

en consecuencia,
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Variables aleatorias

- B
“&:J_wxﬁ(x)dxi";xedx:[%} :g

0

OO 0 1 2 37 2 37
uu=f_wyfz(y)dy=J_1y(1+y)d\/+foy(1—y)dy{y?”?} {%—%} =0

-1 0

! 5>Y/2
Q) Pe<1/2:m<0)= ][ fix, y)dxdy:j;/zxdx{xﬂ -1
0

1
1 012 ——— 1 1
P(g>1/z;_1/2<n<1/2):L/2j1/2f(x, y)dxdy:L/z dx = [x]}e =5

18.- Sea (&,1m) una variable aleatoria con funcién de densidad
| x+y O<x<1;0<y<l
fix.v)= { 0  restantes valores

a) Funcién de distribucidn
b) Funciones de densidad marginales
c) ¢Son & y n independientes?

Solucion.-

a)

F(x,y) = J.:O I:O f(u,v)dudv = I:JZ (u+v)dudv = J‘:Ug(u +V) va du=
en

2 2 2 2, % 2 2
_ " Y ydu=v[® Y [(quo| Y4 Yy, Xy Xy .
_.[o(uy+ 2)du—y_|.oudu+ Zj‘odu—{ >t L_ >t O<x<1; 0<y«<l1

consecuencia,

0 X<0,-o<y<ow
—o<xX<wo,y<0
2 2
alb A AN O<x<1,0<y<l1
F(x.y) = 22 2
& X, 2 O<x<1l,1<y<w
22
%+y? I<x<w,0<y<l
1 x2>1,y>1
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Variables aleatorias

b)

- 1 y21 1
fi(x)=| 1‘(x,y)dy:_[0 (x+y)dy:{xy+?} =X+3 O<x<1
0

(0 1 x2 : 1
()= f(X,y)dx:IO (x+y)dx={?+xy} =Y+3 O<y«<l
0

c) Son independientes si f(x,y) =f(x).f,(y)

[y, 1 D .x vy 1 _
ﬁ(x).fz(y)—(x+2j(y+2j—xy+2+2+4¢x+y—f(x,y)

Luego no son independientes & y n

Santiago de la Fuente Ferndndez 31



