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SUCESOS Y PROBABILIDAD

1.- Sean A y B dos sucesos correspondientes a un experimento aleatorio, tales que
Ω=∪ BA  con 8,0)A(P =  y 5,0)B(P = . Se pide calcular las probabilidades:
)BA(P ∩
)BA(P ∪
)BA(P ∪
)BA(P ∪

Solución.-

Sabemos que )BA(P)B(P)A(P)BA(P ∩−+=∪ , con la hipótesis Ω=∪ BA , siendo
1)(P =Ω , se tiene:

⇒∩−+= )BA(P5,08,01  3,0)BA(P =∩

B  es el complementario de B, en consecuencia, BB −Ω=

)BA(P)B(P)A(P)BA(P ∩−+=∪

5,05,01)B(P)B(P)(P)B(P =−=−Ω= a

de otra parte,

5,0)BA(P)B(PBAB)BA(BB =∩=∩=−∪=−Ω= a

con lo que, 8,05,05,08,0)BA(P =−+=∪

también podríamos haber considerado: ABBA ⊂⇒Ω=∪

          con lo cual, 8,0)A(P)BA(P ==∪

5,0)B(P)BA(P ==∪

7,03,O1)BA(P1)BA(P)BA(P

MorgandeLeyes

=−=∩−=∩=∪
876
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2.- Sean A, B  y C  tres sucesos incompatibles, con  5,0)A(P = , 25,0)B(P =  y
166,0)C(P = . Se pide calcular las siguientes probabilidades:
)BA(P ∩

)CBA(P ∩∩
)CBA(P ∩∩

)AB(P −
Probabilidad de que exactamente se realice uno de los tres sucesos considerados.

Solución.-

El suceso )BA(BA ∪=∩ . Por las leyes de Morgan:

)BA(P1)BA(P)BA(P ∪−=∪=∩

Como los sucesos son incompatibles, 0)(P)BA(P =φ=∩ . En consecuencia,

)B(P)A(P)BA(P)BA(P)B(P)A(P)BA(P +=∪∩−+=∪ a

resultando:
25,025,05,01)B(P)A(P1)BA(P1)BA(P)BA(P =−−=−−=∪−=∪=∩

El suceso )CBA(CBA ∪∪=∩∩ . Por las leyes de Morgan:

)CBA(P1)CBA(P)CBA(P ∪∪−=∪∪=∩∩

Como los sucesos son incompatibles,  )C(P)B(P)A(P)CBA(P ++=∪∪

con lo cual,

084,0166,025,05,01)C(P)B(P)A(P1)CBA(P)CBA(P =−−−=−−−=∪∪=∩∩

Siendo A, B  y  C  sucesos incompatibles, queda:

φ=∩∩φ=∩φ=∩φ=∩ CBACBCABA

Si  ACCA ⊂⇒φ=∩
Si  BCCB ⊂⇒φ=∩

y, por tanto, CCA =∩    y   CCB =∩    y  CCBA =∩∩

quedando, 166,0)C(P)CBA(P ==∩∩
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d)  Sabemos que el suceso ABAB ∩=− . Por otro lado, φ=∩ BA , con lo cual AB ⊂
      resultando, BABAB =∩=−

     y la probabilidad pedida: 25,0)B(P)AB(P)AB(P ==∩=−

Sea  E = 'suceso ocurre exactamente uno de los tres sucesos A, B , C'

              )CBA()CBA()CBA(E ∩∩∪∩∩∪∩∩=

       por analogía con razonamientos anteriores, se tiene que:

                    ACBA =∩∩           BCBA =∩∩              CCBA =∩∩

       916,0166,025,05,0)C(P)B(P)A(P)CBA(P)E(P =++=++=∪∪=
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3.- Sean A y B dos sucesos independientes de un espacio de probabilidad )P,,( ΑΩ ,
tales que α=)A(P   y  β=)B(P . Se pide:
Probabilidad de que ocurra uno y solo uno de los sucesos.
Probabilidad de que ninguno de los sucesos se verifique. En este último caso, suponiendo
que 21=β+α , dar una cota para esta probabilidad.

Solución.-

Sea el suceso E = 'ocurre uno y solo uno de los sucesos'

                                     )BA()BA(E ∩∪∩=

       ♦ por ser incompatibles )BA( ∩  y )BA( ∩ :

                      [ ] )BA(P)BA(P)BA()BA(P)E(P ∩+∩=∩∪∩=

      ♦  como son independientes A y B 
ntesindependiesonByA
ntesindependiesonByA

⇒

         βα−+β−α=+= .)1()1(.)B(P.)A(P)B(P.)A(P)E(P

βα+β+α−=β−α−==∩ )(1)1(.)1()B(P.)A(P)BA(P

       cuando 21=β+α :

                 
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

1)BA(P ≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−α+=βα+=βα+−=∩

      para dar una cota de la probabilidad:

                
4
1

02
2
1

)('f
2
1

2
1

)(f =α=α−=α⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−α+=α aa

      con lo que  5625,0
4
1

2
1

4
1

2
1

)41(f =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

      La cota pedida:  5625,0)BA(P5,0 ≤∩≤
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4.- Sean A, B  dos sucesos con  5,0)A(P = ,  3,0)B(P =   y   1,0)BA(P =∩
Calcular la probabilidad de que ocurra exactamente uno de los dos sucesos.

Solución.-

Sea el suceso E = 'ocurre uno y solo uno de los sucesos'

                                     )BA()BA(E ∩∪∩=

       ♦ por ser incompatibles )BA( ∩  y )BA( ∩ :

                      [ ] )BA(P)BA(P)BA()BA(P)E(P ∩+∩=∩∪∩=

♦ por otra parte, )BA(ABA ∩−=∩

   y como ABA ⊂∩

            se tiene que, )BA(P)A(P)BA(P ∩−=∩

            Análogamente, )BA(BBA ∩−=∩   y  como BBA ⊂∩

          )BA(P)B(P)BA(P ∩−=∩

          con lo cual,

  6,01,0.23.05,0)BA(P.2)B(P)A(P)BA(P)BA(P)E(P =−+=∩−+=∩+∩=
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5.- Se consideran familias con dos hijos, suponiendo que las cuatro posibles
combinaciones por sexo: VV, VH, HV, HH, donde V significa niño y H niña, son
igualmente probables. Se piden las siguientes probabilidades:
Que una familia que va a ser encuestada tengo como máximo una niña.
Que una familia que va a ser encuestada tenga un niño y una niña.
¿Son los anteriores sucesos independientes?
Estudiar los apartados a), b) y c), en el caso de que las familias consideradas tengan
tres hijos y las ocho posibles composiciones por sexo sean equiprobables.

Solución.-

Sean los sucesos:  A = VV       B = VH       C = HV       D = HH

  se tiene: 
4
1

)D(P)C(P)B(P)A(P ====

Sea el suceso  E = 'una niña como máximo':  CBAE ∪∪=

como son sucesos incompatibles:  
4
3

4
1

4
1

4
1

)C(P)B(P)A(P)E(P =++=++=

Sea el suceso  F = 'un niño y una niña':  CBF ∪=

       
2
1

4
1

4
1

)C(P)B(P)F(P =+=+=

El suceso [ ] [ ] CBCBCBAFE ∪=∪∩∪∪=∩

      
2
1

4
1

4
1

)C(P)B(P)CB(P)FE(P =+=+=∪=∩          
8
3

2
1

.
4
3

)F(P.)E(P ==

      )F(P.)E(P)FE(P ≠∩  a  Los sucesos no son independientes.

En el caso de familias de tres hijos, las posibles combinaciones son: VVV, VVH, VHV,
HVV, HHV,HVH, VHH, HHH, cada una de las cuales tiene probabilidad 81  por ser
equiprobables.

Sean los sucesos:  A = VVV       B = VVH       C = VHV       D = HVV
 E = HHH       F = HHV      G = HVH       K = VHH
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8
1

)K(P)G(P)F(P)E(P)D(P)C(P)B(P)A(P ========

-  Sea el suceso  E = 'una niña como máximo':  DCBAE ∪∪∪=

    
2
1

8
1

8
1

8
1

8
1

)D(P)C(P)B(P)A(P)E(P =+++=+++=

-  Sea el suceso  F = 'un niño y una niña':  KGFDCBF ∪∪∪∪∪=

    
4
3

8
1

8
1

8
1

8
1

8
1

8
1

)K(P)G(P)F(P)D(P)C(P)B(P)F(P =+++++=+++++=

-   [ ] [ ] DCBKGFDCBDCBAFE ∪∪=∪∪∪∪∪∩∪∪∪=∩

     
8
3

8
1

8
1

8
1

)C(P)C(P)B(P)DCB(P)FE(P =++=++=∪∪=∩

     
8
3

4
3

.
2
1

)F(P.)E(P ==

     )F(P.)E(P)FE(P =∩  a  Los sucesos son independientes.



Variables aleatorias

Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                        9

6.- Un banco ha estimado, por experiencias anteriores, que la probabilidad de que una
persona falle en los pagos de un préstamo personal es de 0,3. También ha estimado que
el 40% de los préstamos no pagados a tiempo se han hecho para financiar viajes de
vacaciones y el 60% de los préstamos pagados a tiempo se han hecho para financiar
viajes de vacaciones.
Se pide:
Probabilidad de que un préstamo que se haga para financiar un viaje de vacaciones no se
pague a tiempo.
Probabilidad de que si el préstamo se hace para propósitos distintos a viajes de
vacaciones sea pagado a tiempo.

Solución.-

Sean los sucesos:

        A = 'una persona falla en los pagos de su préstamo personal'
        B = 'una persona recibe un préstamo para financiar viajes de vacaciones'

            3,0)A(P =      4,0)A/B(P =      6,0)A/B(P =

de donde:

7,0)A(P =

4,06,01)A/B(P1)A/B(P =−=−=

6,04,01)A/B(P1)A/B(P =−=−=

  Por el teorema de Bayes:

        22,0
6,0.7,04,0.3,0

4,0.3,0
)A/B(P.)A(P)A/B(P.)A(P

)A/B(P.)A(P
)B/A(P =

+
=

+
=

 608,0
6,0.3,04,0.7,0

4,0.7,0
)A/B(P.)A(P)A/B(P.)A(P

)A/B(P.)A(P
)B/A(P =

+
=

+
=
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7.- Un psicólogo industrial, por experiencias anteriores, conoce que el 90 por 100 de
las personas que inician un determinado tratamiento técnico terminan con  éxito. La
proporción de personas en entrenamiento y con experiencia previa es del 10 por 100 de
entre las personas que completaron con éxito su entrenamiento y del 25 por 100 de
entre aquellos que no terminaron con éxito su entrenamiento. Se pide:
Probabilidad de que una persona con experiencia anterior supere el entrenamiento con
éxito.
¿Podemos concluir que la experiencia previa influye en el éxito del entrenamiento?

Solución.-

Sean los sucesos: A = 'Una persona supera con éxito el entrenamiento'
B = 'Una persona tiene experiencia previa'

Según las hipótesis, se tiene:

            9,0)A(P =      1,0)A(P =      1,0)A/B(P =      25,0)A/B(P =

Se pide )B/A(P , que según el teorema de Bayes, será:

                              
)A/B(P.)A(P)A/B(P.)A(P

)A/B(P.)A(P
)B(P

)A/B(P.)A(P
)B/A(P

+
==

       con lo cual,    78,0
25,0.1,01,0.9,0

1,0.9,0
)B/A(P =

+
=

Comparando 9,0)A(P =   y  78,0)B/A(P =  se observa una diferencia entre los dos
sucesos, a favor de )A(P : En consecuencia, en este entrenamiento la experiencia previa
influye desfavorablemente en el éxito del mismo.
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8.- Se considera una población en la que el 40 por 100 de las familias tienen automóvil,
el 20 por 100 tienen ingresos superiores a 6000 euros, el 50 por ciento tienen ingresos
entre 2500 y 6000 euros.
De los que tienen automóvil el 50 por ciento tienen ingresos superiores a 2500 euros, y
de los que no tienen automóvil el 60 por 100 tienen ingresos entre 2500 y 6000 euros.
Se realiza una encuesta al azar en dicha población. Se pide:
Probabilidad de que se seleccione una familia que tenga automóvil o sus ingresos sean
superiores a 6000 euros.
Probabilidad de que se seleccione una familia con automóvil y con ingresos entre 2500 y
6000 euros.
¿Qué tanto por ciento de familias que no tienen automóvil tienen ingresos superiores a
6000 euros?
¿Son, la posesión del automóvil y los ingresos de la familia independientes en esta
población?

Solución.-

Sean los sucesos:

        A = 'La familia seleccionada posee automóvil'
        1I = 'La familia seleccionada tiene ingresos inferiores a 2500 euros'
        2I = 'La familia seleccionada tiene ingresos entre 2500 euros y 6000 euros'
        3I = 'La familia seleccionada tiene ingresos superiores a 6000 euros'

Según las hipótesis de la población, se tiene:

          4,0)A(P =      6,0)A(P =      5,0)I(P 2 =      2,0)I(P 3 =

3,02,05,01)I(P)I(P1)I(P 321 =−−=−−=      5,0)A/I(P 1 =      6,0)A/I(P 2 =

En otras palabras, con esta notación se solicita:

           a)  )IA(P 3∪            b) )IA(P 2∩             c) )A/I(P 3

NOTA.- En el ejercicio, para calcular algunas de las probabilidades en función de las
conocidas, se tendrá como base consideraciones de la probabilidad condicionada:

♦  )A/B(P.)A(P)AB(P
)A(P

)AB(P
)A/B(P =∩⇒

∩
=

)B/A(P.)B(P)BA(P
)B(P

)BA(P
)B/A(P =∩⇒

∩
=
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    en consecuencia,   

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

)B(P
)A/B(P.)A(P

)B/A(P

)A(P
)B/A(P.)B(P

)A/B(P

♦ Siendo,  
)B(P

)A/B(P.)A(P
1)B/A(P1)B/A(P1)B/A(P)B/A(P −=−==+ a

    [ ]
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

−
==

)B(P
)A/B(P.)A(P

1.
)A(P
)B(P

)A(P
)B/A(P1.)B(P

)A(P
)B/A(P.)B(P

)A/B(P

    análogamente,   [ ]
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

−
==

)B(P
)A/B(P.)A(P

1.
)A(P
)B(P

)A(P
)B/A(P1.)B(P

)A(P
)B/A(P.)B(P

)A/B(P

)IA(P)I(P)A(P)IA(P 333 ∩−+=∪

       )A(P.)A/I(P)IA(P 33 =∩    probabilidad condicionada

       1)A/I(P)A/I(P)A/I(P 321 =++  sistema completo de sucesos

       )A/I(P)A/I(P1)A/I(P 213 −−=

       Ahora tenemos que poner )A/I(P 2  en función de las probabilidades conocidas.

       Para ello,   
)A(P

)AI(P
)A/I(P 2

2

∩
=

       sabemos que   )I/A(P.)I(P)IA(P
)I(P

)IA(P
)I/A(P 222

2

2
2 =∩

∩
= a

       con lo cual,

       
[ ]

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

−
==

)I(P

)A/I(P.)A(P
1.

)A(P

)I(P

)A(P

)I/A(P1.)I(P

)A(P

)I/A(P.)I(P
)A/I(P

2

222222
2

        entonces,    35,0
5,0

6,0.6,0
1.

4,0
5,0

)A/I(P 2 =⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−=       =)A/I(P 2 35,0

        luego,

           =−−=−−= 35,05,01)A/I(P)A/I(P1)A/I(P 213 15,0

           06,04,0.15,0)A(P.)A/I(P)IA(P 33 ===∩
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           54,006,02,04,0)IA(P)I(P)A(P)IA(P 333 =−+=∩−+=∪

Para hallar )IA(P 2∩ , tenemos en cuenta:

       )I/A(P.)I(P)IA(P
)I(P

)IA(P
)I/A(P 222

2

2
2 =∩

∩
= a

        en donde,  28,0
5,0

6,0.6,0
1

)I(P

)A/I(P.)A(P
1)I/A(P1)I/A(P

2

2
22 =−=−=−=

       con lo cual, 14,028,05,0)IA(P 2 ==∩

Análogamente, para calcular )A/I(P 3

       [ ] =−==
∩

= )I/A(P1.
)A(P

)I(P

)A(P

)I/A(P.)I(P

)A(P

)AI(P
)A/I(P 3

3333
3

                     313,0
2,0

15,0.4,0
1.

6,0
2,0

)I(P

)A/I(P.)A(P
1.

)A(P

)I(P

3

33 =⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

Para comprobar que la posesión del automóvil y los ingresos de la familia son
independientes, basta con observar el suceso A y cualquiera de los sucesos 2I o 3I

                )I(P.)A(P2,0.4,006,0)IA(P 33 =≠=∩

                )I(P.)A(P5,0.4,014,0)IA(P 22 =≠=∩

       Otra forma de verificarlo, sería, por ejemplo:  )I(P5,035,0)A/I(P 22 =≠=

       En definitiva, los sucesos no son independientes, que la familia posea o no automóvil
       proporciona información sobre sus ingresos.
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VARIABLES ALEATORIAS

9.- En un grupo de estudiantes de Economía se ha realizado un pequeño análisis de la
relación existente entre el número de días semanales dedicados al estudio (X) y el
número de convocatorias que se necesitaron para aprobar la asignatura (Y). Los
resultados aparecen recogidos en la siguiente tabla de contingencia:

           Y
        X 1 2 3

1 5 8 10
2 10 6 4
3 20 2 1

A partir de esta información:
Obtener las distribuciones marginales de X e Y.
Obtener la distribución de X condicionada a que Y tome el valor 3.
Obtener la distribución de Y condicionada a que X sea mayor o igual que 2.
Analizar si X e Y son independientes.

Solución:

a) La variable aleatoria discreta ( )Y,X  tiene distribución de probabilidad:

N = 66   nº total de datos
Y
X 1 2 3 ixp

1 08,0665 = 12,0668 = 15,06610 = 35,0
2 15,06610 = 09,0666 = 06,0664 = 30,0
3 30,06620 = 03,0662 = 02,0661 = 35,0

jyp 53,0 24,0 23,0 1

Las distribuciones marginales de las variables aleatorias X e Y son:

ixX = )xX(Pp iix == jyY = )yY(Pp jjy ==

1 35,0 1 53,0
2 30,0 2 24,0
3 35,0 3 23,0

∑
=

=
3

1j
ijix pp ∑

=

=
3

1i
ijjy pp
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c) Distribución de X condicionada a que 3Y = :

ixX = )3YxX(P i ==

1 65,023,015,0 =

2 26,023,006,0 =

3 08,023,002,0 =

1)3YxX(P
3

1i
i ===∑

=

   Recordemos que,

   [ ] [ ]
( ) 3y

3ii
i p

p
3YP

3Y;xXP
3YxXP =

=

==
===

c) Distribución de Y condicionada a que 2X ≥ :

jyY = )2XyY(P j ≥=

1 7,0)35,030,0()30,015,0( =++

2 18,0)35,030,0()03,009,0( =++

3 12,0)35,030,0()02,006,0( =++

1)2XyY(P
3

1j
j =≥=∑

=

d)   X e Y son independientes si )y,x(p.pp jijyixij ∀=

        en este sentido, 08,0p11 =   53,0p35,0p 1y1x ==

                     ( ) ( ) 08,0p53,0.35,0p.p 111y1x =≠=

     En consecuencia, no son independientes.
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10.- Se lanzan tres monedas al aire. Sea la variable aleatoria X = "número de caras que
se obtienen". Se pide:

Distribución de probabilidad de X
Función de distribución de X y su representación gráfica.
Media, varianza y desviación típica de X
Probabilidad de que salgan a lo sumo dos caras
Probabilidad de que salgan al menos dos caras

Solución:

a)  El espacio muestral es
{ })e,e,e(),c,e,e(),e,c,e(),e,e,c(),c,c,e(),c,e,c(),e,c,c(),c,c,c(=Ω

siendo X = "número de caras que se obtienen", se tiene:

3)c,c,c(X = 81)3X(P ==
2)c,c,e(X)c,e,c(X)e,c,c(X === 83)2X(P ==
1)c,e,e(X)e,c,e(X)e,e,c(X === 83)1X(P ==

0)e,e,e(X = 81)0X(P ==

La distribución de probabilidad es, en consecuencia,

ixX = )xX(P i= )xX(P.x ii = 2X )xX(P.x i
2
i =

0x1 = 81 0 0 0
1x2 = 83 83 1 83
2x3 = 83 86 4 812
3x 4 = 81 83 9 89

∑ == 1)xX(P i 812)xX(P.x ii ==∑ 824)xX(P.x i
2
i ==∑

b) La función de distribución )xX(P)xX(P)x(F
xix

i∑
≤

==≤=     (donde ix  un valor de X)

0x < 0)(P)xX(P)x(F ==≤= φ

1x0 <≤ 81)0X(P)xX(P)x(F ===≤=

2x1 <≤ 84)1X(P)0X(P)xX(P)x(F ==+==≤=

3x2 <≤ 87)2X(P)1X(P)0X(P)xX(P)x(F ==+=+==≤=

3x ≥ 1)3X(P)2X(P)1X(P)0X(P)xX(P)x(F ==+=+=+==≤=

Gráficamente:
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥
<≤
<≤
<≤
<

=

3x1
3x287
2x184
1x081
0x0

)x(F

c)   Media  5,1
8
12)xX(P.x)X(E

4

1i
iix ===== ∑

=

μ

     Varianza    =−==−=−= ∑
=

2
x

4

1i
i

2
i

2
x

22
x

2
x )()xX(P.x)()X(E)X(E μμμσ

                            75,0)5,1(
8

24 2 =−=

     Desviación típica 87,075,0x ==σ

d)  
8
7

8
3

8
3

8
1)2X(P)1X(P)0X(P)2X(P =++==+=+==≤

      o también: 
8
7)2(F)2X(P ==≤

e)  
2
1

8
4

8
1

8
3)3X(P)2X(P)2X(P ==+==+==≥

     o también: 
2
1

8
41)1(F1)2X(P1)2X(P =−=−=<−=≥
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11.- Una empresa de transportes está analizando el número de veces que falla la
máquina expendedora de billetes. Dicha variable tiene como función de cuantía:

ix
i 3,07,0)xX(P ⋅== L,2,1,0xi =

¿Cuál es la probabilidad de que un día la máquina no falle?
¿Cuál es la probabilidad de que un día falle menos de 4 veces?
¿Cuál es la probabilidad de que falle 5 veces?

Solución:

a)  7,03,07,0)0X(P 0 =⋅==

b)   ==+=+=+==< )3X(P)2X(P)1X(P)0X(P)4X(P
( ) 9919,03,03,03,03,07,03,07,03,07,03,07,03,07,0 32103210 =+++⋅=⋅+⋅+⋅+⋅=

Nota.- Adviértase la conveniencia de considerar la suma de una progresión geométrica

( ) 417,1
3,01

3,0.3,01
r1

r.aa
3,03,03,03,0S

r1
r.aa

S
3413210

4
n1

n =
−

−
=

−

−
=+++=

−

−
= a

En esta línea,

( )
7,0
3,01.7,0

3,01
3,0.3,01.7,03,03,03,03,03,07,0)nX(P

n1n
n3210 −

=
−

−
=+++++⋅=<

−
L

( ) nn3210 3,013,03,03,03,03,07,0)nX(P −=+++++⋅=< L  , en consecuencia,

9919,03,01)4X(P 4 =−=<

c)  001701,03,07,0)5X(P 5 =⋅==
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12.- La demanda de una empresa es de tipo aleatorio y tiene como función de densidad:

⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
valorestestanres0

10x0k
)x(f

Hallar k para que f(x) sea función de densidad. Representarla
Hallar la función de distribución y representarla
Media, varianza y desviación típica

)1X(P ≤
)0X(P =

Solución.-

a)  Para que f(x) sea función de densidad debe verificarse

4342143421
0

10

10

0

0

0
dx)x(fdx)x(fdx)x(fdx)x(f1

=

∞

=

∞−

∞

∞− ∫∫∫∫ ++==

con lo que,  [ ]
10
1kk10x.kdxkdx)x(f1 10

0

10

0

10

0
=⇒==== ∫∫

La función de densidad es:

⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
valorestestanres0
10x0101

)x(f

b)  La función de distribución ∫ ∞−
=

x
dt)t(f)x(F

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==++=>

=+=≤≤

==<

=

∫ ∫∫∫
∫∫∫

∫∫

∞−∞−

∞−∞−

∞−∞−

10

0

x

10

0x

x

0

0x

xx

1
10
10dx0dx

10
1dx0dx)x(f10xsi

10
xdx

10
1dx0dx)x(f10x0si

0dx0dx)x(f0xsi

)x(F

Gráficamente:
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
≤≤

<
=

10xsi1
10x0si10x

0xsi0
)x(F

c)   Media   5
20
xdx

10
1.xdx)x(f.xdx)x(f.x)X(E

10

0

210

0

10

0
x =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
===== ∫∫∫

∞

∞−
μ

Varianza

3
2525

30
x)5(dx

10
1.x)(dx)x(f.x)()X(E

10

0

310

0
222

x
10

0
22

x
22

x =−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=−=−=−= ∫∫ μμσ

Desviación típica 9,2
3

25
x ==σ

d)   
10
1)x(

10
1dx

10
1dx)x(f)1X(P 1

0
1

0

1
====≤ ∫∫ ∞−

     o también,   
10
1)1(F)1X(P ==≤

e) 0dx
10
1dx)x(f)0X(P

0

0

0
==== ∫∫ ∞−

     o también,   0)0(F)0X(P ===
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13.- En un hospital se comprobó que el peso en kilos de los niños al nacer era una
variable aleatoria con función de densidad:

⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
valorestestanres0
4x2xk

)x(f

Hallar k para que f(x) sea función de densidad. Representarla
Hallar la función de distribución y representarla
Media, varianza y desviación típica
Probabilidad de que un niño elegido al azar pese más de 3 kilos
Probabilidad de que pese entre 2 y 3,5 kilos
¿Qué debe pesar un niño para tener inferior o igual a su peso al 90 % de los niños?.

Solución.-

a)  Para que f(x) sea función de densidad debe verificarse

4342143421
0

4

4

2

0

0
dx)x(fdx)x(fdx)x(fdx)x(f1

=

∞

=

∞−

∞

∞− ∫∫∫∫ ++==

con lo que,  
16
1kk6

2
xkdxxkdx)x(f1

4

2

24

2

4

2
=⇒=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=== ∫∫

La función de densidad es:

⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
valorestestanres0
4x26x

)x(f

b)  La función de distribución ∫ ∞−
=

x
dt)t(f)x(F

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=++=>

−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=+=≤≤

==<

=

∫ ∫∫∫

∫∫∫

∫∫

∞−∞−

∞−∞−

∞−∞−

4

2

4

2

2x

4

2x

x

2

2x

2

22x

xx

1
12
xdx0dx

6
xdx0dx)x(f4xsi

12
4x

12
xdx

6
xdx0dx)x(f4x2si

0dx0dx)x(f2xsi

)x(F

Gráficamente:
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>

≤≤
−

<

=

4xsi1

4x2si
12

4x

2xsi0

)x(F 2

c)   Media   1,3
18
xdx

6
x.xdx)x(f.xdx)x(f.x)X(E

4

2

34

2

4

2
x =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
===== ∫∫∫

∞

∞−
μ kilos

Varianza

39,061,9
24
x)1,3(dx

6
x.x)(dx)x(f.x)()X(E

4

2

44

2
222

x
4

2
22

x
22

x =−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=−=−=−= ∫∫ μμσ

Desviación típica 6,0kilos39,0 2
x ==σ  kilos

d)   583,0
12
xdx

6
xdx)x(f)3X(P

4

3

24

3

4

3
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
===> ∫∫

o también,   583,0
12

431)3(F1)3X(P1)3X(P
2

=
−

−=−=≤−=>

e) 6875,0
12
xdx

6
xdx)x(f)5,3X2(P

5,3

2

25,3

2

5,3

2
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
===≤≤ ∫∫

o también, 6875,00
12

45,3)2(F)5,3(F)5,3X2(P
2

=−
−

=−=≤≤

f)  8,38,14a8,104a9,0
12

4a90,0)a(F)aX(P 2
2

===−=
−

⇒==≤ aa

Es decir, el niño debe pesar 3,8 kilos para tener el 90% de los niños con un peso inferior
o igual.

14.- Una variable aleatoria X tiene como función de distribución:
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>

≤<−−

≤≤

<

=

2x1

2x11
2

x
x
2

1x0
2

x

0x0

)x(F 2

2

Hallar la función de densidad. Representarla
Media, varianza y desviación típica

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤<

2
3X

2
1P

Solución.-

a)  La función de densidad f(x) es la derivada de la función de distribución F(x) en los
     puntos donde exista la derivada, por tanto

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤<−−
≤≤

<

==

2x0
2x11x2
1x0x

0x0

dx
)x(Fd)x(f

b)   Media

1
3
11

3
84

3
1

3
xx

3
xdx)xx2(dxx

dx)x2(.xdxx.xdx)x(f.xdx)x(f.xdx)x(f.x)X(E

2

1

3
2

1

0

32

1
21

0
2

2

1

1

0

2

1

1

0
x

=+−−+=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=−+=

=−+=+===

∫∫

∫∫∫∫∫
∞

∞−
μ

Varianza

6
11

12
141

4
x

3
x2

4
x)1(dx)x2(.xdxx.x

)(dx)x(f.xdx)x(f.x)()X(E

2

1

431

0

41

0
22

1
22

2
x

2

1
21

0
22

x
22

x

=−=−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=−−+=

=−+=−=

∫ ∫

∫∫ μμσ
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Desviación típica   41,0
6
1

x ==σ

c)   ∫∫∫∫ =−+=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤

23

1

1

21

23

1

1

21
dx)x2(dxxdx)x(fdx)x(f

2
3X

2
1P

                          
4
3

2
xx2

2
x

23

1

21

21

2
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

o también,   
4
3

8
11

8
93

2
1F

2
3F

2
3X

2
1P =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤
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15.- La demanda diaria de un determinado artículo (x) es una variable aleatoria con
función de densidad:

Los beneficios diarios dependen de la demanda según la siguiente función:

 Calcular:
Probabilidad de que en un día cualquiera la demanda sea superior a 10
Probabilidad de que la demanda sea inferior a 3
La esperanza y la varianza de la demanda
Función de distribución de la demanda
Función de cuantía y función de distribución de la variable aleatoria beneficios diarios.
Esperanza y varianza de la variable beneficios

Solución.-

a)  ( ) 03125,0
32
1

2
xx12

64
1dx

64
x12dx)x(f10XP

12

10

212

10

12

10
==

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

−
==> ∫∫

b)  ( ) [ ] 375,0
8
3x

8
1dx

8
1dx)x(f3XP 3

0

3

0

3

0
=====< ∫∫

c)  Media o Esperanza

[ ] =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+=−+=

=
−

+=+===

∫∫

∫∫∫∫∫
∞

∞−

12

4

3
24

0
212

4
24

0

12

4

4

0

12

4

4

0
x

3
xx6

64
1x

16
1dx)xx12(

64
1dxx

8
1

dx
64

x12.xdx
8
1.xdx)x(f.xdx)x(f.xdx)x(f.x)X(Eμ

33,4
3
13

3
6496

3
1728864

64
11 ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−+=

Varianza

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧
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−

≤<

=

caso otro              0

12x4     
64

x12

4x0            
8
1

)x(f

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤<

≤<

≤<

<−

=

12x8    si    15
8x  4    si    10
 4x 2   si   5  

2x     si   5

ºB
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x
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x ==⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛−=−== μσ

d)  La función de distribución de la demanda ∫ ∞−
=

x
dt)t(f)x(F
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1dx0dx
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x12dx
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1dx0dx)x(f12xsi

40x12
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2
1dx
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x12dx

8
1dx)x(f12x4si

8
xdx
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1dx0dx)x(f4x0si

0dx0dx)x(f0xsi

)x(F

En resumen,
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e)  Calculamos la función de cuantía y la función de distribución de la variable aleatoria
beneficios diarios:
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La función de distribución ∑
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    Desviación típica de los beneficios  817,648,46oB
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16.-  Sea ),( ηξ  una variable aleatoria con función de densidad

                            
⎩
⎨
⎧ <<<

=
valorestestanres0

1xy0k
)y,x(f

a) Hallar k para que sea función de densidad
b) Funciones de densidad marginales. ¿Son ξ  y η  independientes?
c) Funciones de distribución marginales
d) Funciones de densidad condicionadas

Solución.-

a) Para que f(x, y) sea función de densidad tiene que verificarse

                         1dydx)y,x(f =∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

en consecuencia,

2k
2
k

2
xkdxxkdxdykdydxkdydx)y,x(f1

1

0

21

0

1

0

x

0

1

0

x

0
=⇒=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=== ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

luego

⎩
⎨
⎧ <<<

=
valorestestanres0

1xy02
)y,x(f

es decir, que f(x, y) toma el valor 2
en el interior del triángulo

b)     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<−===

<<===

∫∫
∫∫

∞

∞−

∞

∞−

1y0y22dx2dx)y,x(f)y(f

1x0x2dy2dy)y,x(f)x(f
1

y2

x

01

Son independientes si )y(f.)x(f)y,x(f 21=

)y,x(f2xy4x4)y22(.x2)y(f.)x(f 21 =≠−=−=  ⇒  No son independientes

c)   
[ ]

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<−=−=−==

<<====

∫∫
∫∫

∞−

∞−

1y0yy2tt2dt)t22(dt)t(f)y(F

1x0xtdtt2dt)t(f)x(F
2y

0
2y

0

y
22

2x
0

2x

0

x
11
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d) 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

<<<<==

<<<<
−

==

1y01x0
x2
2

)x(f
)y,x(f)x/y(f

1x01y0
y22

2
)y(f
)y,x(f)y/x(f

1

2

17.- Sea ),( ηξ  una variable aleatoria con función de densidad

                            
⎩
⎨
⎧ <<≤

=
valorestestanres0

1x0;xy1
)y,x(f

a) Comprobar que f(x, y) es función de densidad
b) Hallar las medias de ξ  y η
c) )0;2/1(P <η<ξ   y  )2/12/1;2/1(P <η<−>ξ

Solución.-

a)   [ ] 1xdxx2dxdydydxdydx)y,x(f 1
0

21

0

1

0

x

x

1

0

x

x
===⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡== ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ −−

∞

∞−

∞

∞−

Gráficamente:

b) Para hallar las medias de ξ  y η  hay que encontrar primero las funciones de densidad
marginales:

                1x0x2dydy)y,x(f)x(f
x

x1 <<=== ∫∫ −

∞

∞−

                
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤<−+=

<<−=
==

∫
∫

∫
−

∞

∞− 0y1y1dx

1y0y1dx
dx)y,x(f)y(f 1

y

1

y
2

en consecuencia,
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3
2

3
x2dxx2xdx)x(fx

1

0

31

01 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
===μ ∫∫

∞

∞−ξ

0
3
y

2
y

3
y

2
ydy)y1(ydy)y1(ydy)y(fy

1

0

320

1

321

0

0

12 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=−++==μ

−
−

∞

∞−μ ∫∫∫

c) 
8
1

2
xdxxdydx)y,x(f)0;2/1(P

21

0

221

0

21

0

0

x

1

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
===<η<ξ ∫∫ ∫−

876

    [ ]
2
1xdxdydx)y,x(f)2/12/1;2/1(P 1

21
1

21

1

21

21

21

1

====<η<−>ξ ∫∫ ∫−
876

18.-  Sea ),( ηξ  una variable aleatoria con función de densidad

                            
⎩
⎨
⎧ <<<<+

=
valorestestanres0

1y0;1x0yx
)y,x(f

a) Función de distribución
b) Funciones de densidad marginales
c) ¿Son ξ  y η  independientes?

Solución.-

a)

1y0;1x0
2

xy
2
yx

2
uy

2
yudu

2
yduuydu)

2
yuy(

dudv)vu(dvdu)vu(dvdu)v,u(f)y,x(F

22x

0

x

0

x

0

222x

0

2

x

0

y

0

x

0

y

0

x y

<<<<+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=+=+=

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=+==

∫ ∫∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫∞− ∞−

en

consecuencia,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥≥

<<∞<≤+

∞<≤<<+

<<<<+

⎩
⎨
⎧

≤∞<<∞−
∞<<∞−≤

=

1y,1x1
1y0,x1

2
y

2
y

y1,1x0
2
x

2
x

1y0,1x0
2

xy
2
yx

0y,x
y,0x

0

)y,x(F

2

2

22
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b)

        

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<<+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=+==

<<+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=+==

∫∫

∫∫

∞

∞−

∞

∞−

1y0
2
1yxy

2
xdx)yx(dx)y,x(f)y(f

1x0
2
1x

2
yxydy)yx(dy)y,x(f)x(f

1

0

21

02

1

0

21

01

c)  Son independientes si )y(f.)x(f)y,x(f 21=

     )y,x(fyx
4
1

2
y

2
xxy

2
1y

2
1x)y(f.)x(f 21 =+≠+++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

      Luego no son independientes ξ  y η
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    Estadística Teórica II

MUESTREO ALEATORIO SIMPLE
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MUESTREO ALEATORIO SIMPLE. DISTRIBUCIÓN EN EL MUESTREO

1.- Con el objetivo de analizar el rendimiento académico de una promoción de
licenciados universitarios se lleva a cabo un estudio en el que se emplea una m.a.s. de 3
licenciados. La variable que mide el rendimiento puede tomar tres valores según la
calificación final obtenida:

1 – Aprobado
2 – Notable
3 – Sobresaliente

Por otra parte, en esa promoción hubo un total de 20 aprobados, 40 notables y 140
sobresalientes.

a) Hallar las distintas muestras que pueden extraerse y la probabilidad de
obtención que tiene cada una de ellas.

b) Calcular le media de cada muestra, así como la distribución de probabilidad en el
muestreo de la media.

c) Hacer lo mismo que en el apartado anterior con las varianzas.
d) Calcular la media y la varianza muestral y compararlas con la media y la varianza

poblacionales.
e) Calcular la esperanza de la varianza muestral y compararla con la varianza

poblacional.
a)

1
1
2
3

(1,1,1) ,  (1,1,2) ,  (1,1,3)

2
1
2
3

(1,2,1) ,  (1,2,2) ,  (1,2,3)1

3
1
2
3 (1,3,1) ,  (1,3,2) ,  (1,3,3)

1
1
2
3

(2,1,1) ,  (2,1,2) ,  (2,1,3)

2
1
2
3

(2,2,1) ,  (2,2,2) ,  (2,2,3)2

3
1
2
3 (2,3,1) ,  (2,3,2) ,  (2,3,3)

1
1
2
3

(3,1,1) ,  (3,1,2) ,  (3,1,3)
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2
1
2
3

(3,2,1) ,  (3,2,2) ,  (3,2,3)

3
1
2
3 (3,3,1) ,  (3,3,2) ,  (3,3,3)

Número muestras distintas
(1,1,1)
(1,1,2) , (1,2,1) , (2,1,1)
(1,1,3) , (1,3,1) , (3,1,1)
(1,2,3) , (1,3,2) , (2,1,3) , (2,3,1) , (3,1,2) , (3,2,1)
(2,2,1) , (2,1,2) , (1,2,2)
(2,2,2)
(2,2,3) , (2,3,2) , (3,2,2)
(3,3,1) , (3,1,3) , (1,3,3)
(3,3,2) , (3,2,3) , (2,3,3)
(3,3,3)

1
3
3
6
3
1
3
3
3
1

27

7,0
200
140

)3(p

2,0
200
40

)2(p

1,0
200
20

)1(p

==

==

==

Muestras posibles Número muestras Probabilidad ix
(1,1,1) 1 1 (0,1)3 = 0,001 1
(1,1,2) 3 3. (0,1)2 (0,2) = 0,006 4/3
(1,1,3) 3 3. (0,1)2 (0,7) = 0,021 5/3
(1,2,3) 6 6. (0,1) (0,2) (0,7) = 0,084 2
(2,2,1) 3 3. (0,2)2 (0,1) = 0,012 5/3
(2,2,2) 1 1 (0,2)3 = 0,008 2
(2,2,3) 3 3. (0,2)2 (0,7) = 0,084 7/3
(3,3,1) 3 3. (0,7)2 (0,1) = 0,147 7/3
(3,3,2) 3 3. (0,7)2 (0,2) = 0,294 8/3
(3,3,3) 1 1 (0,7)3 = 0,343 3

b) La distribución de probabilidad en el muestreo para la media:

ix )xx(P i=

1 001,0)1x(P ==

4/3 ( ) 006,03/4xP ==

5/3 ( ) 033,0012,0021,03/5xP =+==

2 ( ) 092,0008,0084,02xP =+==

7/3 ( ) 231,0147,0084,03/7xP =+==

8/3 ( ) 294,03/8xP ==

1 ( ) 343,03xP ==

c) La varianza de cada muestra y la distribución en el muestreo de la varianza
    muestral:
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Muestras
posibles

nxx ii ∑= nx2
i∑ 22

i
2
x xnx

i
−= ∑σ Probabilidad

(1,1,1) 1 1 1 – 1 = 0 1. (0,1)3 = 0,001
(1,1,2) 4/3 6/3 6/3 – (4/3)2 = 2/9 3. (0,1)2 (0,2) = 0,006
(1,1,3) 5/3 11/3 11/3 – (5/3)2 = 8/9 3. (0,1)2 (0,7) = 0,021
(1,2,3) 2 14/3 14/3 – (2)2 = 2/3 6. (0,1) (0,2) (0,7) = 0,084
(2,2,1) 5/3 9/3 9/3 – (5/3)2 = 2/9 3. (0,2)2 (0,1) = 0,012
(2,2,2) 2 12/3 12/3 – (2)2 = 0 1. (0,2)3 = 0,008
(2,2,3) 7/3 17/3 17/3 – (7/3)2 = 2/9 3. (0,2)2 (0,7) = 0,084
(3,3,1) 7/3 19/3 19/3 – (7/3)2 = 8/9 3. (0,7)2 (0,1) = 0,147
(3,3,2) 8/3 22/3 22/3 – (8/3)2 = 2/9 3. (0,7)2 (0,2) = 0,294
(3,3,3) 3 27/3 27/3 – (3)2 = 0 1. (0,7)3 = 0,343

La distribución de probabilidad de la varianza muestral:

2
ix

σ )(P 2
ix

2
x σ=σ

0 ( ) 352,0343,0008,0001,00P 2
x =++==σ

2/9 ( ) 396,0294,0084,0012,0006,09/2P 2
x =+++==σ

2/3 ( ) 084,03/2P 2
x ==σ

8/9 ( ) 168,0147,0021,09/8P 2
x =+==σ

d) La media y la varianza de la media muestral y compararlas con la media y la varianza
    poblacionales:

ix )xx(P i= )xx(P.x ii = 2
ix )xx(P.x i

2
i =

1 0,001 0,001 1 0,001
4/3 0,006 4/3 . 0,006 16/9 16/9 . 0,006
5/3 0,033 5/3 . 0,033 25/9 25/9 . 0,033
2 0,092 2 . 0,092 4 4 . 0,092

7/3 0,231 7/3 . 0,231 49/9 49/9 . 0,231
8/3 0,294 8/3 . 0,294 64/9 64/9 . 0,294
3 0,343 3 . 0,343 9 9 . 0,343

6,2)xx(P.x ii ==∑ ∑ == 9067,6)xx(P.x i
2
i

( ) ( )
muestra

1467,06,29067,6)x(E)x(E)x(V

9067,6)xx(P.x)x(E

6,2)xx(P.x)x(E

222

i
2
i

2

ii

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

=−=−=

===

===

∑
∑

( )
población

44,06,22,7)x(E

2,77,0.32,0.21,0.1)xx(P.x)x(E

6,27,0.32,0.21,0.1)xx(P.x

2222

222
i

2
i

2

ii

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

=−=μ−=σ

=++===

=++===μ

∑
∑
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En consecuencia: 2
x)x(V2

)x(E

σ=≠σ

=μ
   Obsérvese que, 

n
2
x

2σ
=σ  a

3
44,0

1467,0 =

e) Calcular la esperanza de la varianza muestral y compararla con la varianza
poblacional.

2
ix

σ )(P 2
ix

2
x σ=σ )(P. 2

ix
2
x

2
ix

σ=σσ

0 0,352 0 . 0,352
2/9 0,396 2/9 . 0,352
2/3 0,084 2/3 . 0,352
8/9 0,168 8/9 . 0,352

∑ =σ=σσ )(P. 2
ix

2
x

2
ix

0,2933

∑ =σ=σσ=σ )(P.)(E 2
ix

2
x

2
ix

2
x 0,2933  (esperanza varianza muestral)

( ) 44,06,22,7)x(E 2222 =−=μ−=σ  (varianza poblacional)

Se verifica la relación: 
n
)1n(

3
)44,0()13(

2933,0)(E
2

2
x

σ−
=

−
==σ
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MUESTREO ALEATORIO SIMPLE. DISRIBUCIÓN DE LA MEDIA MUESTRAL  CON VARIANZA
CONOCIDA.

2.- Se sabe que el peso de los jóvenes entre 14 y 18 años sigue una distribución normal
con media 50 kg y desviación típica 25 kg. Para llevar a cabo un estudio del control de
peso se seleccionan aleatoriamente 100 jóvenes cuyas edades se encuentran
comprendidas en el intervalo señalado. Si el peso medio muestral está entre 45 y 70 kg
se considera que están dentro de los límites normales. ¿Cuál es la probabilidad de que el
peso esté fuera de control?

Solución:
   v. a. X = “ peso entre 14 y 18 años”

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0228,0

00228,08zP2zP8zP2zP

5,2
5070

5,2
50x

P
5,2
5045

5,2
50x

P

70xP45xP70x45xP

=
=+=>+>=>+−<=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
>

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
<

−
=

=>+<=>∪<
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MUESTREO ALEATORIO SIMPLE. DISRIBUCIÓN DE LA MEDIA MUESTRAL CON VARIANZA
CONOCIDA Y CON VARIANZA DESCONOCIDA.

3.- Los barcos que hacen visitas guiadas por el Sena disponen de 60 asientos por barco
y una capacidad máxima de 4.200 kg por viaje. Los dueños de la empresa de barcos
saben por experiencia que los pesos de los turistas tienen una media de 71 kg y una
dispersión, medida a través de la desviación típica, de 10 kg.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un grupo de 60 turistas, escogidos aleatoriamente
en uno de los viajes, tenga un peso medio superior al total de la carga límite
permitida?

b) ¿Cuál sería el resultado si la varianza poblacional fuera desconocida?. (Suponga
que la desviación típica muestral es de 5 kg).

Solución:

a)  Peso = 4200/60 = 70 kg   v. a. X = “ peso medio turistas”

( ) ( ) ( )

( ) 7794,02206,0177,0zP1

77,0zP77,0zP
29,1
7170

29,1
71x

P70xP

=−=>−=

=<=−>=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
>

−
=>

b)  En el muestreo de una población normal con varianza desconocida, y desviación típica
muestral xσ , la variable: 1n

x
t

1n

x
−=

−

σ
μ−

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 937,0063,0153,1zP153,1zP

53,1zP53,1tP
595

7170

595

71x
P70xP 30n

59

=−=>−=<=

=−>⎯⎯⎯ →⎯−>=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
>

−
=> >

• Interpolando: ( ) ( ) ( ) 931,0069,0153,1tP153,1tP53,1tP 595959 =−=>−=<=−>

          ( ) ( ) ( ) 931,0069,0153,1tP153,1tP53,1tP 595959 =−=>−=<=−>
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Abscisas Áreas Abscisas Áreas
1,296 – 1,671 0,1 - 0,05 0,37 0,05( ) x53,1tP 60 =>
1,53  -  1,671   x – 0,05 0,14 x – 0,05

069,0
37,0
05,0.14,0

05,0x =+=
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4.- La empresa Grano Sol vende galletas ecológicas en paquetes de 60 unidades.  Los dueños
saben que el peso de cada galleta es una variable aleatoria que tienen una media de 71 gr. y una
dispersión, medida a través de la desviación típica, de 10 gr.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que en un paquete de 60 galletas escogidas aleatoriamente, el

peso medio de las galletas sea superior a 70 gramos?
b) ¿Cuál sería el resultado si la varianza poblacional fuera desconocida? (Suponga que la

desviación típica muestral es de 5 kg, y una cuasidesviación típica de 5,04).

Solución:

a)   v. a. X = “ peso de las galletas”

( ) ( ) ( )

( ) 7794,02206,0177,0zP1

77,0zP77,0zP
29,1
7170

29,1
71x

P70xP

=−=>−=

=<=−>=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
>

−
=>

b)  En el muestreo de una población normal con varianza desconocida, y desviación típica
muestral xσ , la variable: 1n

x
t

1n

x
−=

−
σ

μ−

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 937,0063,0153,1zP153,1zP

53,1zP53,1tP
595

7170

595

71x
P70xP 30n

59

=−=>−=<=

=−>⎯⎯⎯ →⎯−>=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
>

−
=> >

• Interpolando: ( ) ( ) ( ) 931,0069,0153,1tP153,1tP53,1tP 595959 =−=>−=<=−>

Abscisas Áreas Abscisas Áreas
1,296 – 1,671 0,1 - 0,05 0,37 0,05( ) x53,1tP 60 =>

1,53  -  1,671   x – 0,05 0,14 x – 0,05

069,0
37,0
05,0.14,0

05,0x =+=
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Adviértase que, si la varianza poblacional 2σ  es desconocida, la media muestral x  sigue
una t-Student con (n-1) grados de libertad, entonces:

1n
xx

t

n

s
x

1n

x
−≈

μ−
=

−
σ

μ−     y es una cantidad pivotal para μ

recordemos que 22 s.)1n(.n −=σ

( ) ( ) ( )

( ) 09321,006789,01x15369,1tP1

5369,1tP5369,1tP
6004,5

7170

6004,5

71x
P70xP

59

5959

=−=−=>−=

=<=−>=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
>

−
=>

Abscisas Áreas Abscisas Áreas
1,2961 – 1,6711 0,1 - 0,05 0,375 0,05( ) x5369,1tP 60 =>

1,5369  -  1,6711   x – 0,05 0,1342 x – 0,05

06789,0
375,0

05,0.1342,0
05,0x =+=
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MUESTREO ALEATORIO SIMPLE. DISRIBUCIÓN DE LA VARIANZA MUESTRAL.

5.- Se sabe por los datos censales que la variabilidad de la altura de alumnos de una
clase medida a través de la varianza es de 15,3. No obstante, para estudiar la
variabilidad en el muestreo de la varianza muestral se decide tomar una m.a.s. de 15
alumnos. ¿Cuál es la probabilidad de que la varianza muestral sea mayor que 15?
Nota: Suponer que la estatura es una variable aleatoria normalmente distribuida.

Solución:

Para el análisis de la varianza muestral se
utiliza el estadístico 2

1n−χ  de Pearson con
(n - 1) grados de libertad.

     ≡σ2 varianza poblacional
     ≡σ2

x varianza muestral

      ≡2
xs cuasivarianza muestral

v.a. X =”estatura”:  ( ) ( )91,3;N3,15;NX μ≡μ∈

3,15
.1515n.n 2
x2

142

2
x2

1n
σ

≈χ⎯⎯⎯⎯ →⎯ =
σ

σ
≈χ −

( ) ( ) 4835,07,14P
3,15
15.15

3,15
.15

P15P 2
14

2
x2

x =>χ=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
>

σ
=>σ

Abscisas Áreas Abscisas Áreas
7,790 – 21,064 0,90 - 0,10 13,274 0,80( ) x7,14P 2

14 =>χ   14,7 -  21,064   x – 0,10 6,364 x – 0,10

4835,0
274,13
80,0.364,6

10,0x =+=

De otra parte, 
3,15
s.1415ns.)1n( 2
x2

142

2
x2

1n ≈χ⎯⎯⎯⎯ →⎯ =
σ

−
≈χ −

( ) ( ) 5423,0725,13P
3,15
15.14

3,15
s.14

P15sP 2
14

2
x2

x =>χ=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
>=>
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MUESTREO ALEATORIO SIMPLE. DISRIBUCIÓN DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS MUESTRALES
CON VARIANZAS CONOCIDAS.

6.- Se desea analizar las diferencias de las calificaciones entre dos grupos de alumnos.
Unos proceden del Grupo b1 y otros del Grupo b2. Para estudiar la distribución en el
muestro de la diferencia de medias se toman m.a.s. independientes de ambas
poblaciones obteniéndose la siguiente tabla:

Grupo b1 Grupo b2
Tamaño de la población 200 150
Tamaño de la muestra 100 75
Media de la población 4,10 5,18
Media de la muestra 4,2153 5,3247
Desviación típica de la población 1,55 1,95
Desviación típica de la muestra 1,5635 1,8238

¿Cuál es la probabilidad de que la diferencia de medias muestrales sea mayor que uno?

Solución:
 v.a. X =”calificación del Grupo b1”   )55,1,10,4(NX∈
 v.a. Y =”calificación del Grupo b2”   )95,1,18,5(NY ∈

Siendo X e Y independientes, la nueva variable (X ± Y) sigue también una distribución
normal  )2y

2
x;yx(N σ+σ±

Con lo cual,   ( ) ( )2732,0;08.1N225,0155,0;18,510,4N)yx( 22 −≡+−∈− ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

( ) ( )[ ] ( )[ ]

( ) [ ]

( )[ ] 6141,03859,012928,0zP10

2928,0zP61,7zP
2732,0
08,11

zP
2732,0
08,11

zP

1yxP1yxP1yxP

=−=>−+=

=<+>=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−
<+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
>=

=−<−+>−=>−

 o también,

( ) ( ) ( ) =<−<−−=<−−=>− 1)yx(1P11yxP11yxP
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( ) 6141,061,7z2928,0P1
2732,0
08,11

2731,0
08.1)yx(

2732,0
08,11

P1 =<<−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
<

+−
<

+−
−=

MUESTREO ALEATORIO SIMPLE. DISRIBUCIÓN DE LA PROPORCIÓN MUESTRAL

7.- Un concesionario vende dos tipos de vehículos, unos de gama alta y otros de gama
media. Los coches de gama alta suponen el 30% del total de los coches vendidos. ¿Cuál
es la probabilidad de que entre los 100 últimos vehículos vendidos más del 35% sean de
gama alta?

Solución:

La variable poblacional
X = 'venta de coches gama
alta'  es una variable
binomial B(100; 0,3), que
sigue aproximadamente una
distribución normal tal que

)npq;np(NX∈

( )0458,0;3,0N
100

7,0.3,0
;3,0Np̂,100npara

n
pq

,pNp̂LímiteCentralTeorema
n
X

p̂

≡⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∈=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∈⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯=

( ) 1375,00917,1zP
0458,0

3,035,0
0458,0
3,0p̂

P)35,0p̂(P =>=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
>

−
=>

Interpolando:

Abscisas Áreas Abscisas Áreas
0,1379 – 0,1357    1,09 – 1,1 0,0022 0,01

( ) x0917,1zP =>
        x - 0,1357 1,0917 – 1,1 x - 0,1357 0,0083

1375,0
01,0
0083,0.0022,0

1357,0x =+=
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MUESTREO ALEATORIO SIMPLE. DISRIBUCIÓN DE LA DIFERENCIA DE PROPORCIONES
MUESTRALES.

8.- Se sabe que los sábados por la noche un 70% de los conductores superan la tasa de
alcoholemia permitida por la ley. Sin embargo esta cifra se reduce a un 40% los
domingos por la noche. Durante un fin de semana, se quiere realizar un control de
alcoholemia y comparar los resultados de los dos días. Se decide elegir al azar 40
vehículos de los que circulan el sábado por la noche y 35 del domingo. Calcular la
probabilidad de que la proporción muestral de conductores que superan la tasa de
alcoholemia permitida por la ley haya descendido más de un 10% del sábado al domingo.

Solución:

 Sean las variables poblacionales:

X  = ”tasa de alcoholemia sábado”, con 7,0p x =

Y  = ”tasa de alcoholemia domingo”, con 4,0p y =

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∈⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∈⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯=

y

yy
yy

y
y

x

xx
xx

x
x

n

qp
,pNp̂LímiteCentralTeorema

n
Y

p̂

n

qp
,pNp̂LímiteCentralTeorema

n
X

p̂

[ ] [ ]
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
±∈±

y

yy

x

xx
yxyx n

qp

n

qp
;ppNp̂p̂

siendo las muestras: 35n,40n yx ==

[ ] [ ] )11,0;3,0(N
35
6,0.4,0

40
3,0.7,0

;4,07,0Np̂p̂ yx ≡⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−∈−

( ) ( ) 9656,00344,0182,1zP182,1zP
11,0
3,01,0

zP)1,0p̂p̂(P yx =−=>−=−>=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
>=>−
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9.- Según los resultados de un estudio exhaustivo de la población un 80% de las
mujeres entrevistadas afirman utilizar algún producto cosmético todos los días,
mientras que en el caso de los hombres este porcentaje en la actualidad asciende 55%.
Una pequeña firma de cosmética se plantea sacar al mercado una crema hidratante de
uso específico para hombres, pero antes de crear esa nueva línea de negocio, decide
realizar su propia encuesta sobre una pequeña muestra aleatoria: selecciona a 50
mujeres y a 60 hombres y les pregunta sobre sus hábitos cosméticos. Calcule la
probabilidad de que la diferencia entre la proporción de mujeres que utiliza cosméticos
respecto a la proporción de hombres que los utiliza sea inferior al 20%.

Solución:

 Sean las variables poblacionales:

      X  = ”mujeres utilizan algún producto cosmético”, con 8,0px =

      Y  = ”hombres utilizan algún producto cosmético”, con 55,0py =

                 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∈⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∈⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯=

y

yy
yy

y
y

x

xx
xx

x
x

n

qp
,pNp̂LímiteCentralTeorema

n
Y

p̂

n

qp
,pNp̂LímiteCentralTeorema

n
X

p̂

  [ ] [ ]
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
±∈±

y

yy

x

xx
yxyx n

qp

n

qp
;ppNp̂p̂  siendo las muestras: 60n,50n yx ==

[ ] [ ] )0856,0;25,0(N
60
45,0.55,0

50
2,0.8,0

;55,08,0Np̂p̂ yx ≡⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−≈−

[ ] ( ) ( ) 2810,058,0zP58,0zP
0856,0
25,02,0

zP20,0)p̂p̂(P yx =>=−<=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
<=<−

Como la [ ] 719,02810,0120,0)p̂p̂(P yx =−=>−  es bastante probable, se aconsejaría

sacar el producto del mercado.
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CÁLCULO DE PROPIEDADES BÁSICAS DE LOS ESTIMADORES (INSESGADEZ y EFICIENCIA)

10.- La variable aleatoria poblacional "renta de las familias" del municipio de Madrid se
distribuye siguiendo un modelo ),(N 2σμ . Se extraen muestras aleatorias simples de
tamaño 4. Como estimadores del parámetro μ, se proponen los siguientes:

xˆ

3

x4x
ˆ

6

x3x2x
ˆ

3

23
2

321
1

=μ
−

−
=μ

++
=μ

Se pide:
a) Comprobar si los estimadores son insesgados
b) ¿Cuál es el más eficiente?
c) Si tuviera que escoger entre ellos, ¿cuál escogería?. Razone su respuesta a partir

del Error Cuadrático Medio.

Solución:

a) Un estimador θ̂  es insesgado (o centrado) cuando se verifica  θ=θ)̂(E

    
[ ]

[ ] [ ] μ=μ=++=

=++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ++
=μ

6
6
1

)x(E3)x(E2)x(E
6
1

x3x2xE
6
1

6

x3x2x
E)ˆ(E

321

321
321

1

     
[ ] [ ]

[ ] μ=μ−−=

=−−=−−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−
=μ

3
3
1

)x(E4)x(E
3
1

x4xE
3
1

3

x4x
E)ˆ(E 2121

21
2

     
[ ]

[ ] [ ] μ=μ=+++=

=+++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +++
=μ

4
4
1

)x(E)x(E)x(E)x(E
4
1

xxxxE
4
1

4

xxxx
E)ˆ(E

4321

4321
4321

3

      Los tres estimadores son insesgados o centrados.

b) El estimador más EFICIENTE es el que tenga menor varianza.

          
[ ] [ ]

[ ] [ ] 222
321

321
321

1

39,0
36
14

14
36
1

)x(V9)x(V4)x(V
36
1

x3x2xV
36
1

6

x3x2x
VˆV

σ=σ=σ=++=

=++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ++
=μ
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[ ] [ ] [ ]

[ ] 222

2121
21

2

89,1
9
17

17
9
1

)x(V16)x(V
9
1

x4xV
9
1

3

x4x
VˆV

σ=σ=σ=

=+=−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−
=μ

          
[ ] [ ]

[ ] [ ] 222
4321

4321
4321

3

25,0
16
4

4
16
1

)x(V)x(V)x(V)x(V
16
1

xxxxV
16
1

4

xxxx
VˆV

σ=σ=σ=+++=

=+++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +++
=μ

           El estimador 3μ̂  es el más eficiente.

c) Escogería el estimador que presentase menor Error Cuadrático Medio (ECM)

[ ]θ−θ=θ
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
θ−θ+θ=θ−θ=θ )(̂E)̂(bsesgo)(̂E)̂(V)(̂E)̂(ECM

2

sesgo

2
43421

Si )̂(V)̂(ECM)̂(E
insesgado

θ=θ⇒θ=θ 43421

          Como los tres estimadores son insesgados (centrados), me decido por el que
          menor varianza presenta, puesto que coincidirá con el que menor ECM tiene, es
          decir, escojo el estimador 3μ̂

          Adviértase que si el estimador θ̂  es insesgado: )̂(V)̂(ECM θ=θ
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ESTIMADORES SESGADOS: CÁLCULO SESGO Y ESTIMACIÓN PUNTUAL

11.- La variable aleatoria X representa los gastos mensuales de una empresa, cuya
función de densidad es 1x0y0conx)x,(f 1 <<>θθ=θ −θ . Se realiza una m.a.s. de
tamaño 3, y se proponen tres estimadores:

6

x4x2x
ˆ

6

x3x2x
ˆ

xˆ

213
3

2
3

2
2

2
1

2

1

+−
=θ

++
=θ

=θ

a) Calcule los sesgos
b) Si la muestra que se obtiene es (0,7 ; 0,1 ; 0,3), calcule las estimaciones

puntuales.
c) ¿Cuáles son las funciones estimadas para las estimaciones anteriores?

Solución:

Un estimador θ̂  es insesgado (centrado) cuando  θ=θ)̂(E .
Un estimador θ̂  es sesgado cuando { ⇒θ+θ=θ

sesgo

)̂(b)̂(E  θ−θ=θ )̂(E)̂(b

X = ”gastos mensuales de la empresa”
1x0y0conx)x,(f 1 <<>θθ=θ −θ     m.a.s. con n = 3

• Sesgo del estimador xˆ1 =θ

     [ ] μ=μ=++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ++
=θ⇒=θ )3(

3
1

xxxE
3
1

3

xxx
E)(̂Exˆ 321

321
11  (media poblacional)

  donde 
11

x
dxxdxxxdx),x(fxdx),x(fx

1

0

11
0

1
0

11
0 +θ

θ
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+θ

θ
=θ=θ=θ=θ=μ

+θ
θ−θ∞

∞− ∫∫∫∫

     El sesgo:  
11

)(̂E)(̂b
2

11 +θ
θ

−=θ−
+θ

θ
=θ−θ=θ

• Sesgo del estimador  
6

x3x2x
ˆ

2
3

2
2

2
1

2

++
=θ

)()6(
6
1

)x(E3)x(E2)x(E
6
1

6

x3x2x
E)(̂E 22

2

2
3

2

2
2

2

2
1

2
3

2
2

2
1

2 ∗α=α=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

α

+

α

+

α

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ++
=θ

321321321

donde 2α  es el momento de orden 2 respecto al origen.
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22

x

dxxdxxxdx),x(fxdx),x(fx)x(E

1

0

2

1
0

11
0

121
0
222

2

+θ

θ
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+θ

θ
=

=θ=θ=θ=θ==α

+θ

+θ−θ∞
∞− ∫∫∫∫

entonces,

2
)x(E3)x(E2)x(E

6
1

6

x3x2x
E)(̂E 2

2

2
3

2

2
2

2

2
1

2
3

2
2

2
1

2
+θ

θ
=α=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

α

+

α

+

α

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ++
=θ

321321321

El sesgo:  ( )
22

ˆE)(̂b
2

22 +θ
θ+θ

−=θ−
+θ

θ
=θ−θ=θ

• Sesgo del estimador  
6

x4x2x
ˆ 213
3

+−
=θ

[ ] μ=μ=+−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−
=θ

2
1

)3(
6
1

x4x2xE
6
1

6

x4x2x
E)(̂E 213

213
3

11

x
dxxdxxxdx),x(fxdx),x(fx

1

0

11
0

1
0

11
0 +θ

θ
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+θ

θ
=θ=θ=θ=θ=μ

+θ
θ−θ∞

∞− ∫∫∫∫

El sesgo:  
)1(2

2

12
1

)(̂E)(̂b
2

33 +θ
θ+θ

−=θ−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+θ

θ
=θ−θ=θ

b) Si la muestra que se obtiene es (0,7 ; 0,1 ; 0,3), calcule las estimaciones puntuales.

0ˆquepuesto,serpuedeno117,0
6

1,0.47,0.23,0ˆ

13,0
6

3,0.31,0.27,0ˆ

367,0
3

3,01,07,0ˆ

3

222

2

1

>θ−=
+−

=θ

=
++

=θ

=
++

=θ

a

c) ¿Cuáles son las funciones estimadas para las estimaciones anteriores?

87,0113,0
2

633,01367,0
1

x367,0x13,0)x,13,0(fˆ

x367,0x367,0)x,367,0(fˆ

−−

−−

==⇒θ

==⇒θ
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CÁLCULO EFICIENCIA RELATIVA Y ERROR CUÁDRATICO MEDIO

12.- Sea una población con media μ  de la que se extraen m.a.s. de tamaño n. Considere
los siguientes estimadores de la media:

∑
=+

=μ=μ
n

1i
i21 x

1n
1

ˆxˆ

a) Estudie la insesgadez, la eficiencia relativa y la consistencia de ambos
estimadores.

b) Elija uno de los dos en término del error cuadrático medio.

Solución:

a)     Insesgadez

Un estimador θ̂  es insesgado (o centrado) cuando se verifica  θ=θ)̂(E

Un estimador θ̂  es sesgado cuando { ⇒θ+θ=θ
sesgo

)̂(b)̂(E    { θ−θ=θ )̂(E)̂(b
sesgo

Un estimador θ̂  es asintóticamente insesgado si su posible sesgo tiende a cero al
aumentar el tamaño muestral que se calcula:  0)

~
(blim

n
=θ

∞→

0)ˆ(E)ˆ(b

)n(
n
1

)x(E
n
1

)x(E
n
1

)x
n
1
(E)x(E)ˆ(E

11

n

1i
i

n

1i
i

n

1i
i1

=μ−μ=μ−μ=μ

μ=μ=====μ ∑∑∑
===

44 844 76

43421

aumenta'n'cuando0

ticamentesintoa
sesgado

22

n

1i
i

n

1i
i

n

1i
i2

1n1n
nn

1n
n

)ˆ(E)ˆ(b

1n
n

)n(
1n
1

)x(E
1n
1

)x(E
1n
1

)x
1n
1

(E)ˆ(E

→

===

+
μ

−=
+

μ−μ−μ
=μ−

+
μ

=μ−μ=μ

+
μ

=μ
+

=
+

=
+

=
+

=μ ∑∑∑

• Eficiencia

Sean 1θ̂  y  2θ̂  dos estimadores insesgados de un parámetro desconocido θ .
Decimos que 1θ̂  es  más eficiente  que 2θ̂  si se verifica que )(̂Var)(̂Var 21 θ<θ

La eficiencia relativa  se mide por el ratio: 
)(̂Var

)(̂Var

2

1

θ

θ

n
)n(

n

1
)x(V

n

1
)x

n
1
(V)x(V)ˆ(V

2
2

2

n

1i
i2

n

1i
i1

σ
=σ====μ ∑∑

==

2
2

2
2

n

1i
i2

n

1i
i2

)1n(

n
)n(

)1n(

1
)x(V

)1n(

1
)x

1n
1

(V)ˆ(V σ
+

=σ
+

=
+

=
+

=μ ∑∑
==
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)ˆ(Var)ˆ(Var1
n

)1n(

)1n(n

n
)ˆ(Var

)ˆ(Var
relativaeficiencia 212

2

22

2

2

1 μ>μ>
+

=
+σ

σ
=

μ

μ
≡ a

El estimador 2μ̂  tiene menor varianza, por lo que es más eficiente que 1μ̂

• Consistencia

Un estimador θ̂  consistente es un estimador asintóticamente insesgado cuya varianza
tiende a cero al aumentar el tamaño muestral.

El estimador θ̂  es  consistente  cuando 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=θ

θ=θ

∞→

∞→

0)̂(Vlim

)̂(Elim

n

n

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
σ

=μ

μ==μ

≡μ

∞→∞→

∞→∞→

0
n

lim)ˆ(Vlim

)x(Elim)ˆ(Elim

ˆ 2

n
1

n

n
1

n

1    es consistente

  
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
σ

+
=μ

μ=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ μ
+

−μ=μ

≡μ

∞→∞→

∞→∞→

0
)1n(

n
lim)ˆ(Vlim

1n
1

lim)ˆ(Elim

ˆ
2

2n
2

n

n
2

n
2 es consistente

c) Elegir uno de los dos en término del error cuadrático medio.

El Error Cuadrático Medio (ECM) de un estimador θ̂  viene definido:

θ−θ=θ
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
θ−θ+θ=θ−θ=θ )(̂E)̂(bsesgo)(̂E)̂(V)(̂E)̂(ECM

2

sesgo

2
43421

   Si )̂(V)̂(ECM)̂(E
insesgado

θ=θ⇒θ=θ 43421

   [ ]
n

0
n

)ˆ(b)ˆ(V)ˆ(ECM
22

2
111

σ
=+

σ
=μ+μ=μ

   [ ]
2

222
2

2
2

222
)1n(

n
1n
1

)1n(

n
)ˆ(b)ˆ(V)ˆ(ECM

+

μ+σ
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
μ

+
+σ

+
=μ+μ=μ

El estimador 1μ̂  será el que presenta menor ECM cuando )ˆ(ECM)ˆ(ECM 21 μ≤μ

En esta línea,

⇒
+

μ
≤

+

σ
−

σ
⇒

+

μ
+

+

σ
=

+

μ+σ
≤

σ
2

2

2

22

2

2

2

2

2

222

)1n()1n(

n
n)1n()1n(

n

)1n(

n
n
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1n2
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n)1n(
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≤

+
⇒μ≤σ
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⇒μ≤σ
−+

⇒
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+
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⎧
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+
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+
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CÁLCULO INSESGADEZ E EFICIENCIA

13.- El peso en kilos de los jamones vendidos por una empresa sigue una distribución
normal con varianza 4 y peso medio desconocido. Se conoce que el peso medio de los
jamones vendidos es superior a 5 kg, y se toman m.a.s. de tamaño 4 para estimar θ .
¿Cuál de los dos estimadores sería el mejor respondiendo a la insesgadez y eficiencia?

2

XX
ˆ

4

XXX
ˆ 21

2
321

1
+

=θ
++

=θ

Solución:

- Un estimador es insesgado (centrado) si  θ=θ)̂(E

Un estimador es sesgado si  { θ−θ=θθ+θ=θ )̂(E)̂(b)̂(b)̂(E
sesgo

a

La v.a 'jamoneslosdekgenpeso'Xi =  sigue una distribución normal de varianza 4
Para estudiar la insesgadez de los estimadores hallamos sus esperanzas:

• [ ] θ=++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ++
=θ

4
3

)X(E)X(E)X(E
4
1

4

XXX
E)(̂E 221

321
1

El sesgo del estimador 1θ̂  será:  θ−=θ−θ=θ−θ=θ
4
1

4
3

)(̂E)(̂b 11

• [ ] θ=θ=+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=θ

2
2

)X(E)X(E
2
1

2

XX
E)(̂E 21

21
2

El estimador 2θ̂  es insesgado,  0)(̂b 2 =θ

Atendiendo al sesgo se elige 2θ̂

- Para analizar la eficiencia relativa de los dos estimadores se calculan las
respectivas varianzas

[ ]

}

4
3

16
12

12
16
1

)X(V)X(V)X(V
16
1

)XXX(V
16
1

4

XXX
V)(̂V

4)iX(V

221

ntesindependieson
nesobservaciolas

321
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1
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=++=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢
⎢
⎢
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⎣

⎡
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ++
=θ

=

444 3444 21

[ ] }
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4
1

)X(V)X(V
4
1

)XX(V
4
1
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V)(̂V

4)iX(V
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ntesindependieson
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⎥
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=θ

=

44 344 21

Respecto a la varianza se elige el estimador 1θ̂  por ser el de menor varianza.
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Tenemos propiedades contrapuestas, de modo que el estimador insesgado 2θ̂  es el de
mayor varianza. Elegiremos el estimador en base al error cuadrático medio (ECM):

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+=θ

+θ
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ θ
−+=θ

≡+=
202)(̂ECM

16
12

44
3

)(̂ECM

)sesgo(VarianzaECM

2

22

1

2

Se analiza cuando es mayor el ECM del primer estimador 1θ̂ : )(̂ECM)(̂ECM 21 θ>θ

47,420202
16
12 2

2
≈>θ⇒>θ⇒>

+θ

Si θ es en valor absoluto mayor que 4,47, el error cuadrático medio de 1θ̂  es mayor, con
lo que se elige el estimador 2θ̂ .
Como sabemos que el peso medio de los jamones es superior a 5 kg, no queda duda que
el estimador a elegir (con menor error cuadrático medio) es 2θ̂ .
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14.- La distribución del peso de las manzanas de una determinada cosecha sigue una
distribución normal, cuyo peso medio es desconocido y cuya desviación típica es 7
gramos. Se pide:

a) Analizar cuál de los estimadores 1μ̂ , 2μ̂  del peso medio es mejor respecto del
sesgo  y de la eficiencia, para una muestra aleatoria simple de tamaño cinco.

b) Si  
5

X

ˆ

5

1i
i

1

∑
==μ   y    543212 XX4X3X2Xˆ −−++=μ , obtener los pesos medios

estimados a partir de la siguiente muestra (125, 135, 130, 137, 142).

Solución.-

a) El peso de las manzanas sigue una distribución )7,(N μ

Calculamos las esperanzas de los estimadores para analizar el sesgo de los estimadores

[ ] }
μμ)5(

5
1

XE
5
1

XE
5
1

5XE)μ̂(E

μ)i(XE

i

5

1i

5

1i
i

5

1i
i1 ===

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

=
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∑∑∑

μμμ4μ3μ2μ

)X(E)X(E4)X(E3)X(E2)(XE)XX4X3X2(XE)μ̂(E 54321543212

=−−++=

=−−++=−−++=

Los estimadores 1μ̂ , 2μ̂  son insesgados (centrados).

b) Para analizar la eficiencia de los estimadores calculamos sus varianzas:

[ ] }

5
49

)49.5(
25
1

XV
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1

XV
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1

5XV)ˆ(V

27)iX(V

i
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1i
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1i
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⎥
⎥
⎦
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⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
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1519)49(31)49()49(16)49(9)49(4)49(

)X(V)X(V16)X(V9)X(V4)(XV)XX4X3X2(XV)μ̂(V 54321543212

==++++=

=++++=−−++=

Como los dos estimadores son insesgados y )ˆ(V)ˆ(V 21 μ<μ  se elige como mejor el
estimador 1μ̂ , que es el peso medio de la muestra de las cinco manzanas.
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15.- Supongamos que la distribución de ingresos de una cierta población es una variable
aleatoria con media μ desconocida y varianza σ2 también desconocida. Si queremos
estimar el ingreso medio de la población mediante una m.a.s. de tamaño n, respecto de la
insesgadez y de la eficiencia. ¿Cuál de los dos estimadores elegiríamos?

n

X

ˆ
1n

X

ˆ

n

1i
i

2

n

1i
i

1

∑∑
== =μ

−
=μ

Solución:

• Un estimador es insesgado (centrado) si  θ=θ)̂(E

Un estimador es sesgado si  { θ−θ=θθ+θ=θ )̂(E)̂(b)̂(b)̂(E
sesgo

a

La v.a ''poblaciónciertadeingresos'Xi =  sigue una distribución normal ),(N σμ

Para analizar el sesgo de los estimadores, hallamos la esperanza:

μ
−

=μ
−

=
−

=
−

=−=μ ∑∑∑
=== 1n

n
)n(

1n
1

)X(E
1n
1

)X(E
1n
1

)1nX(E)ˆ(E
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i

n

1i
i

n

1i
i1

El sesgo del estimador 1μ̂  será:  μ
−

=μ−μ
−

=μ−μ=μ
1n
1

1n
n

)ˆ(E)ˆ(b 11

μ=μ====μ ∑∑∑
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)n(
n
1

)X(E
n
1

)X(E
n
1

)nX(E)ˆ(E
n

1i
i

n

1i
i

n

1i
i2

El estimador 2μ̂ , que es la media muestral, es insesgado (centrado).

• La eficiencia de los estimadores se analiza a través de su varianza:

2

2
2

2

n

1i
i2

n

1i
i2

n

1i
i1

)1n(

n
)n(

)1n(

1
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1
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1
)1nX(V)ˆ(V

−

σ
=σ

−
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−
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n
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1
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1
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2
2

2

n

1i
i
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σ
=σ====μ ∑∑∑

===

El estimador más eficiente será el de menor varianza. Comparando las varianzas de los
estimadores:

22
12

22

2 n)1n(quepuesto)ˆ(V
)1n(

n
n

)ˆ(V <−μ=
−

σ
<

σ
=μ

El estimador 2μ̂ , que es la media muestral, es el mejor tanto al sesgo como a la
eficiencia.
COMPRENSIÓN DE LA VEROSIMILITUD



Muestreo aleatorio simple

Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                        59

CÁLCULO DE LOS ESTIMADORES MÁXIMO VERSOSÍMILES. PROPIEDADES

16.- Una urna contiene bolas blancas y negras. Sea p la probabilidad de extraer una
bola blanca cuando se realiza una extracción al azar. Asociado a este experimento
aleatorio tenemos la variable aleatoria X que puede tomar los valores:

 X = 1 si la bola extraída es blanca
X = 0 si la bola extraída es negra

La distribución de probabilidad será una B(1; p):  x1x )p1(p)xX(P −−==

Se selecciona una muestra aleatoria con reemplazamiento de tamaño 3 )x,x,x( 321 ,

siendo ix  la variable aleatoria a la extracción i-ésima, y suponemos que ha resultado la

siguiente relación (B, N, B). Como el parámetro p es desconocido pretendemos saber,
entre los valores, 65,0p =  y  73,0p =  qué valor hace más probable la aparición de dicha
extracción.

Solución.-

Si la muestra (B, N, B) es independiente, siendo 
⎩
⎨
⎧

−=
=

p1)N(P
p)B(P

)p1(.pp.)p1(.p)B(P.)N(P.)B(P)BNB(P)B,N,B(P 2 −=−==∩∩=

entonces 
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

===

===

1439,027,0.73,0)B,N,B(P:73,0p

1479,035,0.65,0)B,N,B(P:65,0p

2

2

Resulta más probable (p = 0,65), siendo más verosímil.

FUNCIÓN DE VEROSIMILITUD DE LA MUESTRA.- Sea )X,,X( n1 L  una muestra
aleatoria de una población X con función de masa (o función de densidad θf ) donde

).,,( n1 θθ=θ L El estimador de máxima verosimilitud de θ  es el formado por los
valores )ˆ,,(̂ n1 θθ L  que maximizan lo que llamaremos función de verosimilitud  de la
muestra )x,,x( n1 L  obtenida:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ θθ

=θ=θ
θθ continuocaso)x(f)x(f

discretocaso),x(P),x(P
);x,,x(L)(L

n1

n1
n1 L

L
L

Si consideramos la m.a.s. )x,x,x( 321 , siendo las variables aleatorias ix  independientes,

tomando los valores  0, 1, con distribución B(1, p), la distribución de probabilidad
asociada será:
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negraoblancabolasea0,1x

)p1(p)xX(P)p,x(P

)p1(p)xX(P)p,x(P

)p1(p)xX(P)p,x(P

i

3x13x
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2x12x
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1x11x
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⎪
⎪

⎬
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−===

−===

−===

−

−

−

La función de verosimilitud será:

)3x2x1x(33x2x1x

3x13x2x12x1x11x
3

1i
i

)p1(p

)p1(p.)p1(p.)p1(p)p,x(P)p(L

++−++

−−−

=

−=

=−−−== ∏

En la muestra (B, N, B) el valor que toma la función de verosimilitud será:

)p1(.p)p1(p)p(L 2)101(3101 −=−= ++−++



Muestreo aleatorio simple

Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                        61

17.- Un atleta olímpico de salto de altura se enfrenta a un listón de 2,3 metros. Su
entrenador desea estudiar el comportamiento del saltador. Sabe que el número de
saltos fallidos por hora es una variable aleatoria distribuida como una Poisson de
parámetro λ.

a) Calcular el estimador máximo verosímil del parámetro λ.
b) Analizar sus propiedades.

Solución.-

a) 

FUNCIÓN DE VEROSIMILITUD DE LA MUESTRA (EMV).- Sea )x,,x( n1 L  una
muestra aleatoria de una población X con función de masa θP  (o función de densidad θf )
donde ).,,( n1 θθ=θ L El estimador de máxima verosimilitud de θ  es el formado por los
valores )ˆ,,(̂ n1 θθ L  que maximizan lo que llamaremos función de verosimilitud  de la
muestra )x,,x( n1 L  obtenida:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ θθ

=θ=θ=θ
θθ continuocaso)x(f)x(f

discretocaso),x(P),x(P
);x,,x(L);X(L)(L

n1

n1
n1 L

L
L

En muchas ocasiones, la forma más cómoda de encontrar el estimador de máxima
verosimilitud es considerar [ ])(Lln θ  en vez de )(L θ , ya que es más fácil de manejar y
presenta los mismos máximos y mínimos, y despejamos ),,( n1 θθ=θ L  de la ecuación:

0
)(Lln

=
θϑ
θϑ

Sea la v.a. X = 'número de saltos fallidos por hora'

En la distribución de Poisson: 
⎩
⎨
⎧

λ=
λ=λ

== λ−
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)X(E

e
!x

)xX(P
x

En una muestra aleatoria simple de tamaño n, la función de verosimilitud ),X(L λ :
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= ∏
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x
n

x
ˆ0n

1
x

),X(Lln

n)!x(LnLnx),X(Lln
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1i
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1i
i

n

1i
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1i
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=
∑

=λ⇒=−
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∑=
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λϑ

λ−−λ∑=λ

=

=

==
∑

Lo que nos dice que el Estimador de Máxima Verosimilitud (EMV) del parámetro λ
vendría dado por la media muestral: x)(EMV =λ

b) Analizar las propiedades

• Insesgadez

El estimador sería insesgado (centrado) si λ=λ)ˆ(E

λ=λ==∑=

⎥
⎥
⎥
⎥
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⎤

⎢
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⎢
⎢
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⎡
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n

1i
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• Eficiencia

Para que un estimador sea eficiente tiene que ser centrado y de varianza mínima.
La varianza mínima se analiza en virtud de la acotación de Cramer-Rao:

Rao-Cramerdeacotación
),x(fln

En

1
)ˆ(V
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⎥
⎦
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⎢
⎣

⎡
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⎥
⎦
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⎢
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=⎥⎦
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⎣
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En consecuencia,   
n1

n

1
)ˆ(V

λ
=

λ

≥λ

El resultado nos dice que el menor valor de la varianza del estimador sería  nλ .

xˆ =λ  (calculado por el EMV).  Sabemos 
n

)x(V
λ

= , lo que muestra que el estimador

 empleado es eficiente.
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n
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=λ==
∑

= ∑
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• Consistencia

Un estimador λ̂  consistente es un estimador asintóticamente insesgado cuya varianza
tiende a cero al aumentar el tamaño muestral.

El estimador λ̂  es  consistente  cuando 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=λ

λ=λ

∞→

∞→

0)ˆ(Vlim

)ˆ(Elim

n

n

λ=λ=λ
∞→∞→ nn

lim)ˆ(Elim

0
n

lim)ˆ(Vlim
nn

=
λ

=λ
∞→∞→

El estimador λ̂   es consistente
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18.- En una gran piscifactoría hay una proporción desconocida de peces de una especie
A. Para obtener información sobre esta proporción, vamos a ir sacando peces al azar.

a) Si la proporción de peces de la especie A es p., ¿cuál es la probabilidad de que el
primer pez de la especie A sea el décimo que extraemos?.

b) Tres personas realizan, independientemente unas de otras, el proceso de sacar
peces al azar hasta encontrarse con el primero de tipo A:
- La primera persona obtiene el primer pez tipo A en la décima extracción.
- La segunda persona obtiene el primer pez tipo A en la decimoquinta extracción.
- La tercera persona obtiene el primer pez tipo A en la decimoctava extracción.

Escribir la función de verosimilitud y obtener la estimación de máxima verosimilitud de
la proporción p.

Solución.-

El objetivo fundamental del ejercicio es estimar, por máxima verosimilitud, el
parámetro p = "proporción de peces de la especie A".

a)  P(primer pez tipo A en la décima extracción) = p)p1( 9−

b)  La función de verosimilitud  L(p) = P(Resultados muestrales obtenidos)

L(p) = P(primer pez tipo A en la décima extracción y primer pez tipo A en la
decimoquinta extracción y primer pez tipo A en la decimoctava extracción)

( ) ( ) ( ) 34017149 p)p1(p)p1(p)p1(p)p1()p(L −=−−−=

[ ] ( ) plog3)p1(log40plog)p1(logp)p1(log)p(Llog 340340 +−=+−=−=

[ ]
43
3p̂0

p
3

p1
40

pd
)p(Llog

==+
−

−
= a
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19.- Las personas de un país se clasifican según dos características: color de los ojos
(claros u oscuros) y sexo (hombre o mujer). Las dos características son independientes.

a) Obtenemos una muestra al azar de la población con los siguientes resultados:
- 200 mujeres con ojos claros
- 150 hombres con ojos claros
- 350 mujeres con ojos oscuros
- 300 hombres con ojos oscuros

Obtener la estimación de máxima verosimilitud de p = P(hombres) y q = P(ojos
oscuros)

b) Si tomamos 8 personas al azar de ese país, ¿cuál es la probabilidad de encontrar
alguna mujer de ojos oscuros?. Y si la muestra que tomamos es de 200 personas,
¿cuál es la probabilidad de que haya más de 60 mujeres de ojos oscuros?

Solución.-

a)  Las probabilidades de los cuatro posibles resultados muestrales son:

-  P(mujer con ojos claros) = q)p1( −

-  P(hombre con ojos claros) = qp
-  P(mujer con ojos oscuros) = )q1()p1( −−

     -  P(hombre con ojos oscuros) = )q1(p −

La función de verosimilitud  L(p, q) = P(resultados muestrales obtenidos)

( ) ( ) ( ) ( ) 650350550450300350150200 )q1(q)p1(p)q1(p()q1()p1(qpq)p1()q,p(L −−=−−−−=

( ) )q1(log650qlog350)p1(log550plog450)q1(q)p1(plog)q,p(Llog 650350550450 −++−+=−−=

35,0q̂0
q1

650
q
350

q
)q,p(Llog

45,0p̂0
p1

550
p
450

p
)q,p(Llog

==
−

−=
ϑ

ϑ

==
−

−=
ϑ

ϑ

a

a

b)  Conocemos que P(mujer con ojos oscuros) = 24,0)q1()p1( =−−

 La variable aleatoria X = "número de mujeres con ojos oscuros, entre 8" sigue una
 distribución binomial )24,0p;8n(B ==

89,0)76,0()24,0(
0
8

1)0X(P1)1X(P 80 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==−=≥
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La variable Y = "número de mujeres con ojos oscuros, entre 200" sigue una
distribución binomial  )24,0p;20n(B == , que por ser el tamaño de la muestra grande
(n = 200) y p no próximo a cero (p = 0,24) aproximamos por la distribución normal

)04,6)76,0()24,0(200qpn;48pn(N)24,0p;20n(B ===σ==μ≈==

0233,0)99,1z(P
04,6
4860

04,6
48Y

P)60Y(P =>=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
>

−
=>
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20.- Calcular el estimador máximo verosímil del parámetro 'a' de las siguientes
funciones:
a) ax2 ea)a;x(f −=  siendo 0x ≥  en muestras aleatorias simples de tamaño n.
b) axea)a;x(f −=  para 0x ≥ , 0a >   en muestras aleatorias simples de tamaño 2.

Solución.-

a)  ax2 ea)a;x(f −=   donde  0x ≥  en m.a.s. de tamaño n

La función de verosimilitud

  
∑

=== =
−

−−−

n

1i
i

n21

xa
n2xa2xa2xa2

n21 ea)ea()ea(.)ea()a;x,,x,x(LL LL

aplicando logaritmos neperianos:   ∑−=
∑

=
=

−
=

n

1i
i

xa
n2 xaalogn2)ea(logLlog

n

1i
i

derivando respecto de 'a' e igualando a cero:

x
2

x

n2
â0x

a
n2

ad
)L(logd

n

1i
i

n

1i
i =

∑
=⇒=∑−=

=

=
               

x
2

â =

b) Sea axea)a;x(f −=   para 0x ≥ , 0a >   en m.a.s. de tamaño 2

La función de verosimilitud  )xx(a2xaxa
21

2121 ea)ea(.)ea()a;x,x(LL +−−− ===

 aplicando logaritmos neperianos:  )xx(aalog2)ea(logLlog 21
)xx(a2 21 +−== +−

 derivando respecto de 'a' e igualando a cero:

 
x
1

xx
2

â0)xx(
a
2

ad
)L(logd

21
21 =

+
=⇒=+−=
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21.- Sea la distribución  );(N σμ ,  con media μ  conocida  y varianza desconocida.
Calcular la estimación máximo-verosimíl de la varianza en muestras aleatorias simples
de tamaño n.

Solución.-

La función de verosimilitud es:

=
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⎥
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⎢
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⎥
⎥
⎥
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⎥
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⎢
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⎡
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tomando logaritmos neperianos, se tiene:
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y derivando respecto a 2σ  e igualando a cero:

[ ]
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como 02 >σ ,  el estimador máximo verosímil de 2σ  será:   
n

)x(
ˆ

n

1i

2
i

2
∑ μ−

=σ =

Conviene observar que el estimador no es la varianza muestral, dado que las
desviaciones de los valores muestrales lo son con respecto a la media poblacional μ  y no
respecto a la media muestral x .
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 22.- Sea la distribución  );(N σμ ,  con la media y varianza desconocidas.  Calcular los
estimadores máximo-verosímiles de μ  y 2σ .

Solución.-

La función de verosimilitud es:

=

⎥
⎥
⎥
⎥
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tomando logaritmos neperianos, se tiene:
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y derivando respecto a  μ  y 2σ ,  e igualando a cero:
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resolviendo el sistema resulta:   xˆ =μ   y   2
x
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ˆ σ=

∑ −
=σ =

Los estimadores máximo-verosímiles de μ  y 2σ  son la media y la varianza muestrales.



Muestreo aleatorio simple

Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                      70

CÁLCULO DE ESTIMADOR POR EL MÉTODO DE LOS MOMENTOS

23.- Sea una población definida por:

10
10

2
1

)1(P

2
)0(P

2
1

)1(P

<λ<
<θ<

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

λ−
==ξ

λ+θ
==ξ

θ−
=−=ξ

Estimar los parámetros θ  y λ  por el método de los momentos, estudiando si son
insesgados.

Solución.-

MÉTODO DE LOS MOMENTOS.- El procedimiento consiste en igualar momentos
poblacionales respecto al origen )( rα  a los correspondientes momentos muestrales
respecto al origen )a( r , formando así tantas ecuaciones como parámetros
poblacionales se pretenden estimar:
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Puesto que hay que estimar dos parámetros hay que calcular los dos primeros
momentos.

4444444444444444444444 84444444444444444444444 76 lespoblacionamomentos
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• Insesgadez

Un estimador θ̂  es insesgado (o centrado) cuando se verifica  θ=θ)̂(E
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⎠
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Los estimadores θ  y λ  son insesgados.
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CÁLCULO DE ESTADÍSTICOS. FUNCIÓN DE DENSIDAD

24.- Una muestra aleatoria )X,,X( n1 L  de la población tiene como función de

densidad 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∈=

−

restoelen0
)1,0(xsixθ(x)f

1θ

θ θ > 0

a) Hallar un estadístico suficiente
b) Estimador de máxima verosimilitud de θ
c) Estimador de θ  por el método de los momentos

Solución.-

a)

Un estimador θ̂  es suficiente cuando no da lugar a una pérdida de información. Es
decir, cuando la información basada en θ̂  es tan buena como la que hiciera uso de toda
la muestra.
Para identificar estadísticos suficientes se utiliza el teorema de factorización, que
dice que dada una muestra aleatoria )x,,x( n1 L  de una población X con función de

masa θP  (o función de densidad θf ) un estadístico θ̂  es suficiente para θ  si y sólo sí:
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⎧
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n1n1n1θ

LLL

LLL

Para encontrar un estadístico suficiente θ̂  hay que factorizar la función de
verosimilitud de la forma: )x,,(xh.)θ,θ̂(g)(L n1 L=θ

1θ)nx1(x
nθ)1θ

nx(θ)1θ
2x(θ)

1θ
1x(θ)n(xθf)2(xθf)1(xθf)(θL −=−−−== LLL

Por tanto, nx,,1xθ̂ L=   es un estadístico suficiente.

b)   1θ)nx1(x
nθ)(θL −= L
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c) Se plantea la ecuación  x)X(E =
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25.- Una muestra aleatoria )X,,X( n1 L  de la población tiene como función de

densidad 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >+−

=
restoelen0
0xsiθxe(x)fθ

a)  Hallar un estimador por el método de los momentos de θ
b)  Estudiar si el estimador encontrado en el apartado anterior es insesgado para
     estimar el parámetro θ

Solución.-

a)  Se plantea la ecuación: [ ] xXE =

      [ ] 1xˆ1dxexdx)x(fxXEx

partesporegraciónint

x −=θ⇒+θ==== ∫∫
∞
θ

θ+−∞
θ θ

444 8444 76

b) Un estimador es insesgado o centrado cuando su valor probable coincide con el
valor

     del parámetro a estimar. Es decir, θ=θ)̂(E
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26.- Una muestra aleatoria )X,,X( n1 L  de la población tiene como función de

densidad  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >=

−

restoelen0
0xsiexθ(x)f

xθ2

θ

Hallar el estimador de máxima verosimilitud de θ

Solución.-

La función de verosimilitud )(θL :
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27.- El coseno X del ángulo con el que se emiten los electrones en un proceso
radioactivo es una variable aleatoria con función de densidad

1θ1
restoelen0

1x12)xθ1(
(x)fθ ≤≤−

⎩
⎨
⎧ ≤≤−+

=

Consideremos una muestra aleatoria )X,,X( n1 L de esta variable aleatoria
a)  Obtener el estimador θ  por el método de los momentos
b)  Calcular la varianza de este estimador y demostrar que es consistente

Solución.-

a)  Se plantea la ecuación [ ] xXE =

[ ] x3ˆ
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Para probar que θ̂  es consistente para estimar θ  es suficiente probar 
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Por tanto, queda probado que θ̂  es consistente para estimar θ
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    Estadística Teórica II

INTERVALOS DE CONFIANZA
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CÁLCULO DE INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA MEDIA CON DESVIACIÓN TÍPICA
POBLACIONAL CONOCIDA Y DESCONOCIDA. CÁLCULO DEL TAMAÑO MUESTRAL PARA UN
INTERVALO DE CONFIANZA DADA LA AMPLITUD Y EL NIVEL DE SIGNIFICACIÓN.

1.- El peso (en gramos) de las cajas de cereales de una determinada marca sigue una
distribución ).5,(N μ  Se han tomado los pesos de 16 cajas seleccionadas
aleatoriamente, y los resultados obtenidos han sido:

506, 508, 499, 503, 504, 510, 497, 512, 514, 505, 493, 496, 506, 502, 509, 496.

a) Obtener los intervalos de confianza del 90%, 95% y 99% para la media poblacional.
b) Determinar cuál sería el tamaño muestral necesario para conseguir, con un 95% de
confianza, un intervalo de longitud igual a 2 gramos.
c) Suponiendo ahora que  σ es desconocida, calcular los intervalos de confianza para la
media al 90%, 95% y 99%.

Solución.-

a) Estamos situados en el caso de construir un intervalo de confianza para la media
poblacional μ de varianza conocida 252 =σ . Sabemos que el intervalo de confianza de
nivel α−1 , viene dado por:
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Los intervalos de confianza solicitados serán:
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Si calculamos la longitud de cada uno de los intervalos de confianza tenemos:

menor. es tambiénconfianza de nivel su que olvidemos
nopero preciso,más deparecer  podría tanto,por  y,

 longitud,menor de es confianza de intervaloprimer  El

44,653,50097,506)(L

9,430,50120,506)(L

12,469,50181,505)(L
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95,0

90,0

=−=μ
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b) La amplitud o longitud vendrá dado por la fórmula: ⎥⎦
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c) Nos encontramos en el caso de construir un intervalo de confianza para la media
poblacional μ de varianza poblacional desconocida, con muestras pequeñas (n ≤ 30).
El intervalo de confianza de nivel α−1 , viene dado por:
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Los intervalos de confianza solicitados serán:
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Señalar que a mayor nivel de confianza )1( α−  mayor es la amplitud del intervalo, y,  en
consecuencia, los intervalos de confianza son mayores.
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CÁLCULO DE INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA MEDIA CON DESVIACIÓN TÍPICA
POBLACIONAL CONOCIDA Y DESCONOCIDA.

2.- Una muestra aleatoria extraída de una población normal de varianza 100, presenta
una media muestral 160x = . Con una muestra de tamaño 144, se pide:

a) Calcular un intervalo de confianza del 95 por ciento para la media poblacional.
b) Calcular un intervalo de confianza del 90 por ciento para la media poblacional.
c) Comparar ambos intervalos, desde el punto de vista de la información que
generan.
d) Si se quiere tener una confianza del 95 por ciento de que su estimación se
encuentra a una distancia de 1,2 cm más o menos de la verdadera media poblacional,
¿cuántas observaciones adicionales deben tomarse?

Solución:

a) Estamos situados en el caso de construir un intervalo de confianza para la media
poblacional μ de varianza conocida 1002 =σ . Sabemos que el intervalo de confianza de
nivel α−1 , viene dado por:
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tenemos que:

96,1z025,0205,095,01 2 ==α=α=α− α

144n10100160x 2 ==σ=σ=

El intervalo de confianza es:

                 [ ]63,161;37,158
12
1096,1160;

12
1096,1160)(I 95,0 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−=μ

b) Es análogo su construcción; la única variación es el nivel de confianza:

                  645,1z05,0210,090,01 2 ==α=α=α− α

con lo cual,   [ ]37,161;63,158
12
10645,1160;

12
10645,1160)(I 90,0 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−=μ

c) Si calculamos la longitud de cada uno de los dos intervalos de confianza:

74,263,15837,161L26,337,15863,161L 90,095,0 =−==−=
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El segundo intervalo de confianza es de longitud menor, y, por tanto, podría parecer
más preciso, pero no olvidemos que su nivel de confianza es también menor (el 90 por
100 frente al 95 por ciento del primer intervalo).

d) El error absoluto que se quiere cometer es de 1,2, aplicando la fórmula para la
determinación de la muestra a un nivel de confianza del 95 por 100, se tiene:
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elementos ).123144267( =−
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CÁLCULO DE INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA MEDIA Y LA VARIANZA CON
PARÁMETROS POBLACIONALES DESCONOCIDOS.

3.- La afluencia de visitantes al parque de Monfragüe durante un mes, medida a través
de una muestra aleatoria durante 10 días elegidos aleatoriamente, han sido los
siguientes:

682, 553, 555, 666, 657, 649, 522, 568, 700, 552
Suponiendo que los niveles de afluencia siguen una distribución normal, y que la
desviación típica muestral es de 56,99.
a) Se podría afirmar, con un 95 por ciento de confianza, que la afluencia media al
parque es de 600 personas al mes.
b) Los adjudicatarios de la explotación al parque, en negociaciones con la Junta de
Extremadura, afirmaron que la afluencia media era constante y que la dispersión sería
de unas 15 personas. ¿Queda esta afirmación probada con los datos disponibles con un
95% de confianza?

Solución:

a) Nos encontramos ante un intervalo de confianza para la media μ de una distribución
normal de varianza poblacional desconocida σ2 ),,(N σμ  siendo la muestra pequeña
n ≤ 30
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Como 01,65360007,567 ≤≤  podemos afirmar que con un 95 por ciento de confianza
la afluencia media es de 600 personas al mes.

b) Intervalo de confianza para la varianza σ2 de una distribución normal:
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[ ].68,109;32,4115∉ El intervalo de la desviación típica no contiene el valor 15, con
lo cual no se puede afirmar con una confianza del 95% que la dispersión de afluencia
sea de 15 personas.
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CÁLCULO DE UN INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS CON
DESVIACIONES TÍPICAS POBLACIONALES CONOCIDAS.

4.- El gasto diario en llamadas telefónicas de dos departamentos X e Y de una misma
empresa sigue una distribución normal, con gasto medio desconocido en ambos. Sin
embargo, se conocen las desviaciones típicas, que son 100 y 110 céntimos de euro para X
e Y, respectivamente. La dirección ha observado que una muestra aleatoria de 20 días,
el gasto medio diario en llamadas realizadas por el departamento X ha sido de 1100
céntimos, y de 1400 en el departamento Y. Obtener un intervalo de confianza para la
diferencia de gastos medios entre ambos departamentos.

Solución:

La variables aleatorias siguen, respectivamente, las distribuciones normales )100,(N 1μ

y  )110,(N 2μ . El intervalo de confianza para la diferencia de medias )( 21 μ−μ  con
varianzas poblacionales conocidas viene dado por la expresión:
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El intervalo de confianza no cubre el 0 por 100, lo que indica que existe diferencia
significativa en el gasto de llamadas telefónicas. Como el intervalo de confianza es
negativo, se deduce que el gasto medio en llamadas telefónicas del departamento Y es
superior al del departamento X, con una confianza del 90 por ciento.

CASUÍSTICA

[ ] [ ] α1)0Bdato(μμ)0Adato(P0Bdato;0Adato)μ(μI 2121α1 −=<≤−≤<≡<<=−−

 El intervalo no cubre el cero y por tanto existe diferencia significativa entre las medias
poblacionales. Por otra parte, la característica en estudio de la variable aleatoria Y toma valores
superiores que en la variable aleatoria X, con una fiabilidad ).1( α−

[ ] [ ] α1)0Bdato(μμ)0Adato(P0Bdato;0Adato)μ(μI 2121α1 −=>≤−≤<≡><=−−

 El intervalo cubre el cero y por tanto no existe diferencia significativa entre las medias
poblacionales, con una fiabilidad ).1( α−

[ ] [ ] α1)0Bdato(μμ)0Adato(P0Bdato;0Adato)μ(μI 2121α1 −=<≤−≤>≡<>=−−

 El intervalo no cubre el cero y por tanto existe diferencia significativa entre las medias
poblacionales. Por otra parte, la característica en estudio de la variable aleatoria X toma valores
superiores que en la variable aleatoria Y, con una fiabilidad ).1( α−
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CÁLCULO DE UN INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA PROPORCIÓN CON APROXIMACIÓN A
UNA NORMAL, AL SER LA MUESTRA SUFICIENTEMENTE GRANDE.

5.- Se selecciona una muestra aleatoria de 600 familias, a las que se pregunta si tienen
o no ordenador en casa. Contestaron afirmativamente 240 familias. Obtener un
intervalo de confianza al nivel del 95% para la proporción real de familias que poseen
ordenador en casa.

Solución:

La característica en estudio es dicotómica, tenemos que construir un intervalo de
confianza para el parámetro p (proporción) de la variable aleatoria binomial asociada al
estudio de la característica. Como el tamaño de la muestra es suficientemente grande,
n = 600, se puede utilizar la aproximación normal.
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Con una confianza del 95% se puede afirmar que las familias poseen ordenador entre el
36% y el 44%.
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CÁLCULO DE UN INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA PROPORCIÓN Y PARA LA DIFERENCIA
DE PROPORCIONES. CÁLCULO DE LA AMPLITUD Y ANÁLISIS DEL ERROR DE ESTIMACIÓN.

6.- Según los dirigentes del partido A, la intención de voto del partido rival B, en
Andalucía, es la misma que la que tiene en Madrid. Se realiza una encuesta a 100
personas en Andalucía de los que 25 mostraron su apoyo al partido B, y a otras 100
personas en Madrid de las que 30 se inclinaron por el partido B.
a) Construir un intervalo de confianza del 90% para la proporción de personas que
votarían al partido B en Andalucía
b) ¿A cuántas personas habría que encuestar para obtener un margen de error o error
de estimación ± 2%, al nivel de confianza anterior?.
c) Construir un intervalo de confianza al 90% para la diferencia de proporciones en la
estimación del voto del partido B en las dos comunidades. ¿Podemos afirmar que los
dirigentes del partido A tienen razón?.

Solución:

a) La característica en estudio en ambas comunidades es dicotómica, tenemos que
construir un intervalo de confianza para el parámetro 1p (proporción) de la variable

aleatoria binomial asociada al estudio de la característica en la comunidad de Andalucía.
Como el tamaño de la muestra es suficientemente grande, n1 = 100, se puede utilizar la
aproximación normal.
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En Andalucía la intención de voto del partido B se encuentra entre el 17,9% y 32,1%,
con un nivel de confianza del 90%.

b) La amplitud o longitud vendrá dado por la fórmula:
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El caso más desfavorable será cuando 5,0q̂p̂ xx == .
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Siendo 1691
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c)  Nos encontramos ante un intervalo de confianza para la diferencia de parámetros
poblacionales )pp( 21 −  de dos distribuciones binomiales, con el tamaño de las muestras

suficientemente grandes, n1 = n2 = 100, para utilizar la aproximación normal.

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ −
+

−
±−=− αα−

2

22

1

11
)2(21211 n

)p̂1(p̂
n

)p̂1(p̂
z)p̂p̂()pp(I

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

===α=α=α−
==−===

==−===

α 645,1zz05,0210,090,01
100n70,0p̂1q̂3,010030p̂
100n75,0p̂1q̂25,010025p̂

05,02

2222

1111

  [ ]053,0;153,0
100

70,0.3,0
100

75,0.25,0)645,1()3,025,0()pp(I 2190,0 −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+±−=−

El intervalo de confianza cubre el cero, lo que indica que no existe diferencia
significativa entre la intención de voto del partido B en ambas comunidades, con lo cual
los dirigentes del partido A tienen razón con una fiabilidad del 90%.
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CÁLCULO DE UN INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS
POBLACIONALES CON DESVIACIONES TÍPICAS POBLACIONALES CONOCIDAS O NO.

7.- Un fabricante de televisores está desarrollando un nuevo modelo de televisor en
color, y para este fin se pueden utilizar dos tipos de esquemas transistorizados. El
fabricante selecciona una muestra de esquemas transistorizados del primer tipo de
tamaño 16, y otra del segundo tipo de tamaño 13. Los datos muestrales respecto a la
vida media de cada esquema son los siguientes:

13nhoras17shoras1500x

16nhoras30shoras1400x

222

111

===

===

Construir un intervalo de confianza del 90% para la diferencia de vida media de cada
tipo de esquema.

Solución:

Sea la variable aleatoria X1 = 'vida media del primer esquema', que sigue una
distribución normal ),(N 11 σμ . Análogamente, la variable aleatoria X2 = 'vida media del
segundo esquema', sigue una distribución normal ),(N 22 σμ .

Deseamos construir un intervalo de confianza para la diferencia de medias
poblacionales )( 21 μ−μ  con varianzas poblacionales desconocidas, y no sabemos si
distintas o no, siendo las muestras pequeñas 3029nn 21 <=+ .

Para dilucidar si las varianzas poblacionales desconocidas son o no distintas,
construimos primero un intervalo de confianza para el cociente de varianzas )( 2

2
2
1 σσ ,

de modo que si el intervalo cubre al punto 1 podremos partir de que las varianzas son
desconocidas pero iguales.

• Para construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas se emplea
la fórmula:
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El intervalo no cubre el punto uno, y concluimos que las varianzas poblacionales son
desconocidas y distintas, con una fiabilidad del 90%.

Nos situamos ante un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales
)( 21 μ−μ  con varianzas poblacionales desconocidas y distintas o no, con muestras

pequeñas 3029nn 21 <=+ .
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El intervalo no cubre el cero, concluyendo que existe diferencia significativa entre la
vida media de cada esquema, siendo mayor la vida media del segundo esquema con una
fiabilidad del 90%.
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CÁLCULO DE UN INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS
POBLACIONALES CON DESVIACIONES TÍPICAS POBLACIONALES CONOCIDAS O NO.

8.- Un instituto de investigaciones agronómicas siembra, en cinco parcelas diferentes,
dos tipos de maíz híbrido. Las producciones en quintales métricos por hectárea son:

1 2 3 4 5
Híbrido I 90 85 95 76 80
Híbrido II 84 87 90 92 90

a) Construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas con un error de
significación de 0,10.
b) Construir un intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre las
producciones medias.

Solución:

a) Sea la variable aleatoria X1 = 'producción de maíz del híbrido I', que sigue una
distribución normal ),(N 11 σμ . Análogamente, la variable aleatoria X2 = 'producción de
maíz del híbrido II', sigue una distribución normal ),(N 22 σμ .

Al construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas podremos
concluir si las varianzas poblacionales desconocidas son o no distintas.
De modo que,  si el intervalo de confianza para el cociente de varianzas )( 2

2
2
1 σσ  cubre

al punto 1 podremos partir de que las varianzas son desconocidas pero iguales.
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El intervalo cubre el uno, y concluimos que las varianzas poblacionales son desconocidas
e iguales, con una fiabilidad del 90%.
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b) Nos situamos ante un intervalo de confianza para la diferencia de medias
poblacionales )( 21 μ−μ  con varianzas poblacionales desconocidas pero iguales, con
muestras pequeñas 3010nn 21 <=+ .
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El intervalo de confianza cubre el cero, por lo que no existe diferencia significativa
entre las producciones medias, con una fiabilidad del 90%.



Intervalos de confianza

Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                      92

CÁLCULO DE UN INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE DATOS APAREADOS.

9.- Un equipo de investigación biológica está interesado en ver si una nueva droga
reduce el colesterol en la sangre. Con tal fin toma una muestra de diez pacientes y
determina el contenido de colesterol en la sangre antes y después del tratamiento. Los
datos muestrales expresados en miligramos por 100 mililitros son los siguientes:

Paciente 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Antes 217 252 229 200 209 213 215 260 232 216
Después 209 241 230 208 206 211 209 228 224 203

Construir un intervalo de confianza del 95 por 100 para la diferencia del contenido
medio de colesterol en la sangre antes y después del tratamiento.

Solución.-

Se trata de datos apareados, en los que no existe independencia entre las muestras.
En este caso, como la muestra es pequeña )3010n( <=  el intervalo de confianza es:
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El intervalo abarca el cero, por lo que no existe diferencia significativa en la diferencia
del contenido medio del colesterol antes y después del tratamiento, con una fiabilidad
del 95%.
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    Estadística Teórica II

CONTRASTE DE HIPÓTESIS
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RELACIÓN:  INTERVALOS CONFIANZA - CONTRASTE HIPÓTESIS

Intervalo de confianza para la media μ  de una distribución
normal ),(N σμ  de varianza conocida:
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Hipótesis sobre la media de una población con 2σ  conocida : REGIÓN DE RECHAZO
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Intervalo de confianza para la media μ  de una distribución normal
),(N σμ  de varianza desconocida con muestras pequeñas 30n ≤
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Hipótesis sobre la media de una población con 2σ  desconocida : REGIÓN DE RECHAZO
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias )( 21 μ−μ  de dos distribuciones
normales ),(N 11 σμ ,  ),(N 22 σμ  con varianzas poblacionales conocidas:
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Contraste de igualdad de medias de dos poblaciones normales con varianzas conocidas:
REGIÓN DE RECHAZO

  210 :H μ=μ             
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

>−−= α
2

2
2

1

2
1

2 nn
z0)yx(R    bilateral

  k:H 210 =μ−μ         
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

>−−= α
2

2
2

1

2
1

2/ nn
zkyxR    bilateral

  k:H 210 ≤μ−μ         
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

>−−= α
2

2
2

1

2
1

nn
zkyxR    unilateral

  k:H 210 ≥μ−μ         
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

<−−= α−
2

2
2

1

2
1

1 nn
zkyxR    unilateral

  210 :H μ≤μ              
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

>−= α
2

2
2

1

2
1

nn
zyxR     unilateral

  210 :H μ≥μ              
}

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

>−= α−

α−−=α

2

2
2

1

2
1

1

1zz

nn
zyxR     unilateral

CONTRASTE HIPÓTESIS

Contraste de la media de una población normal ),(N σμ  con varianza 2σ  conocida:

a)  CONTRASTE BILATERAL o DE DOS COLAS

        Hipótesis nula: 00 :H μ=μ                  Hipótesis alternativa: 01 :H μ≠μ

Como la hipótesis alternativa es 0μ≠μ  en la decisión que hayamos de tomar deberán
ser válidos los valores de μ  mayores o menores que 0μ , por lo cual el contraste debe
ser bilateral o de dos colas.

Regla de decisión 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
≤

)chazoRegión(ReHnulahipótesislarechazasekxSi
)Aceptacióngión(ReHnulahipótesislaaceptasekxSi

0

0

De otra parte, en la distribución del muestreo ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ σ
μ≈

n
,Nx , que bajo la hipótesis nula

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ σ
μ≈

n
,Nx 0 , con lo que la variable 

n

x 0

σ

μ−
 es N(0, 1).

El valor crítico k se calcula mediante el error de significación α :
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[ ] =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
>

σ

μ−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ σ
μ>==α K

n

x
P

n
,N/kxPciertaesH/HchazarReP 0

000

22
K

n

x
PK

n

x
PK

n

x
K

n

x
P

)1,0(Nsimetría

0000 α
+

α
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
>

σ

μ−
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−<

σ

μ−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
>

σ

μ−
∪⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−<

σ

μ−
=

876

La región crítica será   
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

>μ−=⇒>
σ

μ−
αα n

zxRz
n

x
202

0

En otras palabras,

    Se acepta 0H  si  2
0 z
n

x
α≤

σ

μ−

    Se rechaza 0H  si  2
0 z
n

x
α>

σ

μ−

b)  CONTRASTE UNILATERAL o DE UNA COLA

        Hipótesis nula: 00 :H μ=μ            Hipótesis alternativa: 011 :H μ>μ

Como la hipótesis alternativa es 01 μ>μ  en la decisión que hayamos de tomar solo son
válidos los valores de 1μ mayores  que 0μ , por lo cual el contraste debe ser unilateral o
de una cola.

Regla de decisión 
⎩
⎨
⎧

>
≤

)chazoRegión(ReHnulahipótesislarechazasekxSi
)Aceptacióngión(ReHnulahipótesislaaceptasekxSi

0

0

De otra parte, en la distribución del muestreo ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ σ
μ≈

n
,Nx

Bajo la hipótesis nula:

        ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ σ
μ≈

n
,Nx 0

Bajo la hipótesis alternativa:

         ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ σ
μ≈

n
,Nx 1

Para hallar el valor crítico K recurrimos al Error Tipo I:
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[ ] [ ]
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
>

σ

μ−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ σ
μ>===α K

n

x
P

n
,N/kxPciertaesH/HchazarRePIETP 0

000

La región crítica será   
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

>μ−=⇒>
σ

μ−
αα n

zxRz
n

x
0

0

En otras palabras,

    Se acepta 0H  si  α≤
σ

μ−
z

n

x 0

    Se rechaza 0H  si  α>
σ

μ−
z

n

x 0

Contraste de igualdad de medias de dos poblaciones normales con varianzas
conocidas

a)  CONTRASTE BILATERAL o DE DOS COLAS

        Hipótesis nula: 0:H 210 =μ−μ     Hipótesis alternativa: 0:H 211 ≠μ−μ

La regla de decisión será: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
≤−

)RC(HrechazasekyxSi
)RA(HrechazasenokyxSi

0

0

a

a

♦ La región crítica de dos colas kyx >−  es función de la diferencia de las medias
muestrales. En esta línea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:

    
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ σ
μ≈

1

1
1

n
,Nx , 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ σ
μ≈

2

2
2

n
,Ny , con lo cual, la diferencia de medias muestrales,

     bajo la hipótesis nula 0:H 210 =μ−μ , se distribuye:   
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ σ
+

σ
≈−

2

2
2

1

2
1

nn
,0Nyx

     El valor crítico k se determina mediante el error tipo I:

     [ ] ==μ−μ>−===α 0:H/kyxP)ciertaHHchazar(ReP)IET(P 21000
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  =
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
>

σ+σ

−−
= K

)n()n(

0)yx(
P

2
2
21

2
1

  =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
>

σ+σ

−
∪

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−<

σ+σ

−
= K

)n()n(

yx
K

)n()n(

yx
P

2
2
21

2
12

2
21

2
1

  
22

K
)n()n(

yx
PK

)n()n(

yx
P

2
2
21

2
12

2
21

2
1

α
+

α
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
>

σ+σ

−
+

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−<

σ+σ

−
=  (simetría)

La región crítica es

          2

2
2
21

2
1

z
)n()n(

yx
α>

σ+σ

−   a    
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

>−= α
2

2
2

1

2
1

2 nn
z)yx(R

En otras palabras, se acepta la hipótesis nula 0H  si: 
{

teórico
oestadístic

2

observado
oestadístic

2
2
21

2
1

z
)n()n(

yx
α≤

σ+σ

−

4444 34444 21

se rechaza la hipótesis nula 0H  si: 
{

teórico
oestadístic

2

observado
oestadístic

2
2
21

2
1

z
)n()n(

yx
α>

σ+σ

−

4444 34444 21

b)  CONTRASTE UNILATERAL o DE UNA COLA

Hipótesis nula: o210 K:H =μ−μ     Hipótesis alternativa: o211 K:H >μ−μ

La regla de decisión será: 
⎩
⎨
⎧

>−
≤−

)RC(Hrechazasek)yx(Si
)RA(Hrechazasenok)yx(Si

0

0

a

a

♦ La región crítica de una cola k)yx( >−  es función de la diferencia de las medias
muestrales. En esta línea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:

      
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ σ
μ≈

1

1
1

n
,Nx , 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ σ
μ≈

2

2
2

n
,Ny , con lo cual, la diferencia de medias muestrales,

       
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ σ
+

σ
μ−μ≈−

2

2
2

1

2
1

21 nn
,)(Nyx ,  bajo la hipótesis nula o210 K:H =μ−μ ,

                                   
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ σ
+

σ
≈−

2

2
2

1

2
1

o nn
,KNyx
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      El valor crítico K se determina mediante el nivel de significación :α

    [ ] ==μ−μ>−===α o21000 K:H/k)yx(P)ciertaHHchazar(ReP)IET(P

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

σ+σ

−
>=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

σ+σ

−
>

σ+σ

−−
=

)n()n(

Kk
zP

)n()n(

Kk

)n()n(

K)yx(
P

2
2
21

2
1

o

2
2
21

2
1

o

2
2
21

2
1

o

  con lo cual, el valor crítico se despeja α=
σ+σ

−
z

)n()n(

Kk

2
2
21

2
1

o .

  Comprobando después si se verifica o no la evidencia empírica k)yx( >−

  De otra parte, la región crítica  α>
σ+σ

−−
z

)n()n(

K)yx(

2
2
21

2
1

o

  por tanto, la región de rechazo:   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ σ+σ>−−= α )n()n(zK)yx(R 2

2
21

2
1o



Contraste de Hipótesis

Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                        101

CÁLCULO DEL ERROR TIPO I, DEL TIPO II Y POTENCIA, DADAS LAS HIPÓTESIS SIMPLES

)ContrastePotencia(falsasiendoHnulahipótesislarechazardeadprobabilid

)IITipoError(falsasiendoHnulahipótesislaaceptardeadprobabilid

)ITipoError(ciertasiendoHnulahipótesislarechazardeadprobabilid

0

0

0

1 ≡

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≡

≡

β−

β

α

 Los errores están relacionados, al disminuir el uno aumenta el otro:

        
1)ITipoError(HsiemprechazarRe0)IITipoError(

1)IITipoError(HsiemprechazarRe0)ITipoError(

PP

PP

0

1

==⇔==

==⇔==

αβ

βα

a

a

Un contraste debería buscar simultáneamente el nivel de significación αmás bajo
posible y la potencia β−1  más alta posible.
Fijado el nivel de significación, se determina la región de rechazo cuya potencia es
mayor entre todos los contrastes cuyo tamaño sea el fijado a priori.

La única posibilidad para conseguir que un contraste mejore su potencia β−1 , sin
aumentar el nivel de significación α , es incrementar el tamaño de la muestra.
Al aumentar el tamaño de la muestra, varía la ley de distribución del estadístico de
contraste, y generalmente disminuye la varianza. Generalmente, las propiedades del
contraste mejoran.

Antes de la universalización del ordenador se utilizaban como más representativos los
valores del 1%, 5%, y 10%. La metodología más razonable es tomar un nivel de
significación α  de acuerdo con la experiencia y después obtener el llamado p-valor.
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−

−<

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≡

≥α
α

α
−

0

0

0

HrechazaSevalorp

HaceptaSevalorp

.actualmuestralaconHnulahipótesislarechazaríasetodavíaqueel
para,escogerpuedesequeposiblepequeñomásiónsignificacdenivel

Si

Si

valorp

a

a

El  p-valor es el menor α  que permite aceptar la hipótesis alternativa 1H .

El p-valor tiene la ventaja de permitir que se decida que hipótesis se acepta, esto no es
posible cuando se indica sólo el resultado del contraste (si se acepta o se rechaza 0H

con un α  fijo.

En otras palabras, los CRITERIOS GENERALES para los CONTRASTES:

♦ Calcular una cantidad experimental expQ  a partir de los datos
♦ Calcular una cantidad teórica αQ   a partir de las tablas

Si  ⇒< αQQexp  Se acepta 0H Si  ⇒≥ αQQexp  Se rechaza 0H

EL NIVEL MÍNIMO DE SIGNIFICACIÓN (P-valor) es el error de la primera
región crítica de rechazo. Es decir, el área que deja a la derecha la cantidad
experimental expQ
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CÁLCULO DEL NIVEL DE SIGNIFICACIÓN. POTENCIA DEL CONTRASTE.

1. - La edición de un libro se considera buena si el número medio de erratas por página
no supera el 0,1 ( 0H ). Dadas las pruebas de imprenta, se eligen 10 páginas al azar, y se
rechazan las pruebas si se observan 2 ó más erratas. Se supone que el número de
erratas por página sigue una distribución de Poisson.
¿Qué nivel de significación tiene el contraste? ¿Con qué probabilidad se aceptara un
libro si realmente tiene una media de 0,2 erratas por página?

Solución:

Se tiene una muestra aleatoria )X,,X,X( n21 L , de tamaño 10, donde X = ‘número de

erratas por página’, con ).(PX λ∈

Nos interesa el número medio de erratas por página == )páginaporerratasNúmero(E
.)X(E λ==

La región de rechazo de la hipótesis nula:

{ } ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ≥=≥= ∑

=

10

1i
i 2X2páginasdiezenerratasdetotalNúmeroR

El nivel de significación: ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ≤λ≥=α ∑

=
1,0:H2XP 0

10

1i
i

Considerando que se verifica la hipótesis nula ( 1,0:H0 =λ ), tenemos que

)11,0.10(PX
10

1i
i ==λ≈∑

=
, con lo cual:

[ ] 2642,03679,03679,01

)1X(P)0X(P12XP112XP
10

1i

10

1i
i1i1

10

1i
i1

10

1i
i

=+−=

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ =+=−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ <−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ =λ≥=α ∑ ∑∑∑

= =
=λ=λ

=
=λ

=

Por otra parte, un libro que tiene generalmente una media de 0,2 erratas por página, es

un libro para el que 2,0=λ , con lo que )22,0.10(PX
10

1i
i ==λ≈∑

=
, por tanto la

probabilidad de aceptar un libro en estas condiciones es:

4060,02707,01353,0)1X(P)0X(P21XP
10

1i

10

1i
i2i2

10

1i
i =+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ =+==⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ =λ≤ ∑ ∑∑

= =
=λ=λ

=
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CÁLCULO DEL NIVEL DE SIGNIFICACIÓN. POTENCIA DEL CONTRASTE.

2.- En una piscifactoría se desea contrastar la hipótesis nula de que el porcentaje de
peces adultos que miden menos de 20 cm es, como máximo, del 10%. Para ello, se toma
una muestra de 7 peces, rechazando la hipótesis nula si se encuentra más de un pez con
longitud inferior a 20 cm. Se pide:

1. Nivel de significación del contraste.
2. Calcular la potencia del contraste si en realidad hay un 20% de peces que miden

menos de 20 cm.

Solución:

1) Sea el parámetro p = ‘Proporción de peces adultos que miden menos de 20 cm’, en
una muestra aleatoria )X,,X,X( 721 L , con )p,1(BX∈

La región de rechazo de la hipótesis nula:

{ }17entre,cm20aeriorinflongitudconpecesdeNúmeroR >=

Considerando que se verifica la hipótesis nula ( 1,0p:H0 = ), tenemos que la muestra

sigue una distribución binomial )1,0p,7n(B == , con que el nivel de significación:

[ ] [ ]
[ ] [ ]( ) [ ] 1497,03720,04783,011)1,0p,7n(BP0)1,0p,7n(BP1

1)1,0p,7n(BP11)1,0p,7n(BP
=+−====+===−=

=≤==−=>===α

2)  )ciertaHHchazar(ReP)falsaHHchazar(RePPotencia 1000 ≡=

La potencia del contraste, cuando 20,0p = , donde la muestra sigue una distribución
binomial )2,0p,7n(B == , viene dada por:

[ ] [ ]
[ ] [ ]( ) [ ] 4233,03670,02097,011)2,0p,7n(BP0)2,0p,7n(BP1

1)2,0p,7n(BP11)2,0p,7n(BPoP
=+−====+===−=

=≤==−=>===
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CÁLCULO DEL ERROR TIPO I, DEL TIPO II Y POTENCIA.

3.- Sea una variable aleatoria X procedente de una población con densidad de
probabilidad ).5,(N μ  Efectuadas dos hipótesis sobre el valor de μ

15:H12:H 1100 =μ=μ=μ=μ

mediante un muestreo aleatorio simple de tamaño 25, se contrasta la hipótesis 0H

respecto de la hipótesis 1H , estableciéndose que si la media muestral es menor que 14
se aceptaría la hipótesis nula. Determinar:

a) La probabilidad de cometer el error tipo I
b) La probabilidad de cometer el error tipo II
c) La potencia del contraste

Solución:

Sea la variable aleatoria X )5,(N μ≈

Las hipótesis sobre la media poblacional (contraste unilateral):

15:H
12:H

11

00

=μ
=μ

Regla de decisión 
⎩
⎨
⎧

≥
<

.)C.R(críticaregiónHaceptaseno14x
.)A.R(aceptaciónregiónHaceptase14x

0

0

La distribución de la media muestral x , de tamaño 25,  con la varianza poblacional
252 =σ  conocida:

)1,15(N)
25
5

,15(N)
n

,(Nx:H

)1,12(N)
25
5

,12(N)
n

,(Nx:H

11

00

==
σ

μ∈

==
σ

μ∈

a)  Error Tipo I:  )ciertaH/Hchazar(ReP)IET(P 00==α

0228,0)2z(P)
1

1214
z(P)12:H14x(P)IET(P 00 =≥=

−
≥==μ≥==α

0H  se rechaza cuando es cierta el 2,28% de los casos
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b)  Error Tipo II:  )falsaH/HAceptar(P)IIET(P 00==β

1587,0)1z(P)1z(P)
1

1514
z(P)15:H14x(P)IIET(P 11 =>=−<=

−
<==μ<==β

0H  se acepta cuando es falsa el 15,87% de los casos

c)  Potencia del Contraste:  β−== 1)falsaHHchazar(RePPotencia 00

8413,01587,01)falsaHHchazar(ReP1 00 =−==β−

0H  se rechaza cuando es falsa el 84,13% de los casos

Resaltar que es más grave cometer un Error Tipo I )(α  que un Error Tipo II )(β .
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4.- Las latas de mejillones de una determinada marca indican que el peso escurrido de
dicho producto es de 250 gr. No obstante, un consumidor está convencido de que el
peso escurrido medio de dicho producto es menor que el que indican las latas. Si el peso
escurrido sigue una ley normal con desviación típica 9 gr.

a) Determinar, si existe, la mejor región crítica para contrastar la mejor región
crítica, con un nivel de significación del 5% y muestras aleatorias simples de
tamaño 100.

b) Tomar una decisión acerca del rechazo o no de la hipótesis nula a partir de una
muestra aleatoria simple de tamaño 100 en la cual se ha observado un peso
escurrido promedio de 245 gr.

c) Determinar la función de potencia del contraste.

Solución:

a)  Sea la variable aleatoria X = "peso escurrido de las latas de mejillones"

Se trata de un contraste unilateral:

        250:H0 =μ     250:H1 <μ

 La regla de decisión del muestreo: 
⎩
⎨
⎧

≤
>

.)C.R(Hrechazasekx
.)A.R(Haceptasekx

0

0

La variable aleatoria X en el muestreo, bajo la hipótesis nula,  sigue una distribución

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

100
9

,250N

El valor crítico k, bajo la hipótesis nula,  se determina con el nivel de significación α :

[ ] 05,0
9,0
250k

zP
9,0
250k

9,0
250x

P)9,0;250(N/kxP

)ciertaH/kx(P)ciertaH/Hchazar(ReP)IET(P 000

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −
≤=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −
≤

−
=≤=

=≤===α

observando las tablas de la N(0,1), y considerando que α−α −= 1zz , se tiene:

52,248k96,1
9,0
250k

=−=
−

a

La región crítica más  potente, para muestras de tamaño 100,  es 52,248x ≤
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b)   Dado que 52,248245x <= , el peso
escurrido promedio se encuentra en la
región de rechazo de la hipótesis nula.

c)  La función potencia del contraste se establece como:

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ μ−
≤

μ−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
μ≤=≤=μ

9,0
52,248

9,0
x

P)
100
9

;(N/kxP)52,248x(P)(P

                                   
2509,0

52,248
zP

≤μ
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ μ−
≤=
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5.- Sea una variable aleatoria X procedente de una población con densidad de
probabilidad ).4,(N μ  Se quiere contrastar la hipótesis nula 10:H 00 =μ=μ  frente a
la hipótesis alternativa 12:H 11 =μ=μ , con un nivel de significación 05,0=α , con un
muestreo simple de tamaño 25.
Determinar:
a) La probabilidad de cometer el error tipo II
b) La potencia del contraste

Solución:

Sea la variable aleatoria X )4,(N μ≈

Las hipótesis sobre la media poblacional (contraste unilateral):

12:H
10:H

11

00

=μ
=μ

Regla de decisión 
⎩
⎨
⎧

>
≤

.)C.R(críticaregiónHaceptasenokx
.)A.R(aceptaciónregiónHaceptasekx

0

0

a

a

La distribución de la media muestral x , de tamaño 25,  con la varianza poblacional
162 =σ  conocida:

)8,0;12(N)
25
4

,12(N)
n

,(Nx:H

)8,0;10(N)
25
4

,10(N)
n

,(Nx:H

11

00

==
σ

μ∈

==
σ

μ∈

a)   Para hallar el valor crítico 'k' recurrimos al Error Tipo I:

05,0)ciertaH/Hchazar(ReP)IET(P 00 ===α

05,0)
8,0
10k

z(P

)10:Hkx(P)IET(P 00

=
−

>=

==μ>==α

316,11K645,1
8,0
10k

=⇒=
−
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Error Tipo II:  )falsaH/HAceptar(P)IIET(P 00==β

=−≤=
−

≤==μ≤==β )855,0z(P)
8,0

12316,11
z(P)12:H316,11x(P)IIET(P 11

                                                                      1963,0)855,0z(P =≥=

b)  Potencia del Contraste:  β−== 1)falsaHHchazar(RePPotencia 00

8037,01963,01)falsaHHchazar(ReP1 00 =−==β−
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6.- Un agricultor sabe que el peso en kg. de las patatas sigue una distribución )1,(N μ .
Una muestra de patatas dio un peso medio de 330 gramos. Con la muestra se realizó un
contraste, con un nivel de significación del 5%  y una potencia de 0,6406, en el que la
hipótesis nula era 4,0=μ Kg  y la alternativa 3,0=μ  Kg. Se pide:

a) ¿Cuál es el tamaño de la muestra utilizada por el agricultor?.
b) Qué hipótesis fue aceptada

Solución:

a)  Sea la variable aleatoria X = 'peso en kg. de las patatas". )1;(NX μ≈

         Hipótesis sobre :μ
⎩
⎨
⎧

=μ
=μ

3,0:H
4,0:H

11

00

   Regla de decisión:

⎩
⎨
⎧

≤
>

0

0

HchazoRe:C.RkxSi
HAcepto:A.RkxSi

a

a

La distribución de la media muestral, bajo la hipótesis nula, sigue una ley ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

n
1

;4,0N

• A partir del nivel de significación, se tiene:

==μ≤=≤==α )4,0kx(P)ciertaHkx(P)ciertaHHchazar(ReP 000

05,0
n1
4,0k

n1
4,0x

P =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
≤

−
= 64,1

n1
4,0k)1;0(N −=

−
⎯⎯⎯ →⎯

• Por otro lado, como la potencia del contraste es 0,6406:

)ciertaHHchazar(ReP)falsaHHchazar(RePPotencia 1000 ≡=

La media muestral, bajo la hipótesis alternativa, sigue una ley ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

n
1

;3,0N , con lo cual,

36,0
n1
3,0k

3594,0
n1
3,0k

zP
n1
3,0k

n1
3,0x

PPotencia )1;0(N =
−

⎯⎯⎯ →⎯=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
>=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
≤

−
=
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Resolviendo el sistema: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−

==

−=−

n
36,0

3,0k

400n1,02n
n

64,1
4,0k

a

Con el tamaño muestral 400n = , es decir, el tamaño de la muestra de patatas utilizada
por el agricultor es de 400 patatas.

Se determina el valor crítico k:   318,0k64,1
4001

4,0k
=⎯⎯→⎯−=

−

b)  La región crítica es de la forma 318,0x ≤ , lo que significa que se rechazará la
hipótesis nula cuando el peso medio de la muestra de patatas sea igual o inferior a 318
gramos. En consecuencia, se acepta la hipótesis nula de que el peso medio de las patatas
es de 400 gramos.
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CONTRASTE UNILATERAL DE LA PROPORCIÓN. HIPÓTESIS SIMPLES.

7.- Un laboratorio farmacéutico quiere lanzar un nuevo medicamento para la
hipertensión, llamado Hipotensil. El director de dicho laboratorio cree que la eficacia
del medicamento sería de un 95%, medida ésta como la proporción de pacientes a los
que se les suministra y que experimentan una mejoría. Sin embargo, el inspector de
sanidad del Ministerio no es tan optimista y opina que la eficacia es sólo del 85%. Para
analizar la eficacia del medicamento antes de su comercialización, se selecciona una
muestra aleatoria de 500 pacientes, a los que se les administra Hipotensil, de los cuales
mejoran 467. ¿Tiene razón el director del laboratorio?.
Suponga un nivel de significación del 5%.

Solución:

Sea la variable aleatoria X =’eficacia Hipotensil’ )p,1(B≈

Las hipótesis sobre la proporción (contraste unilateral):

85,0p:H
95,0p:H

11

00

=
=

Regla de decisión para el valor crítico k 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>

.)C.R(HrechazaSekp̂
.)A.R(HrechazaseNokp̂

0

0

La distribución en el muestreo del estadístico 
}

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≈=

∑
=

n
q.p,pN

n

x
p̂

.L.C.T
n

1i
i

, en

consecuencia:

Bajo la hipótesis )00974,0;95,0(N
500

05,0.95,0;95,0Np̂:H 00 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≈

Bajo la hipótesis )01597,0;85,0(N
500

15,0.85,0;85,0Np̂:H 11 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≈

Se determina el valor crítico k a partir del nivel de significación α :
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05,0)
00974,0

k95,0z(P

05,0)
00974,0

95,0kz(P)kp̂(P)ciertaHHchazar(ReP)IET(P 00

=
−

≥=

⇒=
−

≤=≤===α

Observando en las tablas de la normal ),1;0(N  resulta:

9339,0)645,1.00974,0(95,0k645,1
00974,0

k95,0
=−=⇒=

−

Comparando el valor crítico  9339,0k =  con el valor del estadístico muestral p̂

(evidencia empírica), 934,0
500
467p̂ == , se tiene:

9339,0934,0p̂ >= , por lo que no existe evidencia empírica suficiente para rechazar la
hipótesis 0H . Es decir, se acepta la hipótesis 0H  concluyendo que el Hipotensil es

eficaz en un 95% de los casos.
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8.- Se trata de determinar si en una ciudad el 20% o el 30% de las familias dispone de
lavavajillas; para dilucidarlo se toma al azar una muestra de 400 familias de la
mencionada ciudad y se adopta el criterio de si en la muestra hay menos de 100 familias
con lavavajillas, se rechaza que el 20% de las familias poseen el mencionado
electrodoméstico. Se pide:

a) Nivel de significación del test.
b) Potencia del test.

Solución:

a)  Sea el parámetro p = "proporción de familias con lavavajillas"

Al realizar un contraste sobre una proporción, partimos de una muestra aleatoria
)X,,X,X( n21 L  de tamaño 400n = , donde )p;1(BX ≈ .

Para calcular la probabilidad interesa conocer la distribución del parámetro muestral

n

x
p̂

n

1i
i∑

==  donde 
⎩
⎨
⎧

=
aslavavajilltienenofamilialasi0

aslavavajilltienefamilialasi1
x i

Al ser el tamaño suficientemente grande (N = 400) y estar definido p̂  como suma de
variables independientes según una distribución de Bernouilli )p;1(B , se puede
aproximar la distribución muestral de  p̂  como :

                                                
}

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
≈==

∑
=

n
q.p

,pN
n

x
p̂x

.L.C.T

n

1i
i

En el contraste:  La hipótesis nula 2,0p:H 0 =  y la hipótesis alternativa 3,0p:H1 ≠

Por el lema de Neyman-Pearson, la regla de decisión del muestreo ( 25,0
400
100

p̂ == ):

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
≤

.)C.R(Hrechazase25,0p̂
.)A.R(Haceptase25,0p̂

0

0

Con la hipótesis nula 2,0p:H 0 = : )02,0;2,0(N
400

8,0.2,0
,2,0Np̂ =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

El nivel de significación α , bajo la hipótesis nula,  se determina, mediante el valor
crítico k = 0,25:
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{ } [ ] 00621,05,2zP
02,0

2,025,0
02,0

2,0p̂
P)02,0;2,0(N/25,0p̂P

)ciertaH/25,0p̂(P)ciertaH/Hchazar(ReP)IET(P 000

=>=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
>

−
=>=

=>===α

b)   Potencia del Contraste:  β−== 1)falsaHHchazar(RePPotencia 00

Error Tipo II:  )falsaH/HAceptar(P)IIET(P 00==β

Con la hipótesis alternativa 3,0p:H1 = : )0229,0;3,0(N
400

7,0.3,0
,3,0Np̂ =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

[ ] [ ] =−≤=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
≤

−
=≤==β 1822,2zP

0229,0
3,025,0

0229,0
3,0p̂

P)0229,0;3,0(N/25,0p̂P)IIET(P

                     [ ] 0144,01822,2zP =≥=

En consecuencia,  9856,00144,01)falsaHHchazar(ReP1Pot 00 =−==β−=
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CONTRASTE UNILATERAL DE LA VARIANZA CON MEDIA POBLACIONAL CONOCIDA.

9.- Las especificaciones de un tipo de báscula aseguran que los errores de los pesajes
siguen una distribución ).,0(N σ  Se quiere contrastar la afirmación sobre la dispersión
que es igual a la unidad, frente a una hipótesis alternativa de que es el doble. Para ello
se realizan 5 pesajes en las que el error cometido resultó ser:

  1 0,9 - 0,2 1,4 - 0,7

Para un nivel de significación del 5% se pide enunciar una regla de decisión (obtener la
región crítica) e indicar que hipótesis resulta aceptada.

Solución:

Sea la variable aleatoria X = ‘Errores en el peso’   ),0(NX σ∈

Hipótesis sobre :2σ
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=σ

=σ

4:H

1:H
2
11

2
00

Regla de decisión: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤σ
>σ

0
2
x

0
2
x

HAcepto:A.RkSi

HchazoRe:C.RkSi

a

a

Por el Lema de Fisher:  2
1n2

2
x

2

2
x s)1n(n

−χ≈
σ

−
=

σ

σ
  con lo cual,   

}0H

2
4

2
1n

2
02

x 5n

. χ
=

χσ
≈σ −

La determinación del valor crítico k a partir de α (Error Tipo I):

==σ>σ=>σ==α )1k(P)ciertaHk(P)ciertaHHchazar(ReP 22
x0

2
x00

05,0)k5(Pk
5

P 2
4

2
4 =>χ=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
>

χ
=  898,1k488,9k5Pearson2Tablas =⇒=⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ χ

Comparamos el valor crítico )898,1k( = con la evidencia muestral, siendo:
ix   1 0,9 - 0,2 1,4 - 0,7 48,05xx i == ∑
2
ix   1 0,81 0,04 1,96 0,49 86,05x2

i =∑
          6296,0)5x()5x( 2

i
2
i

2
x =−=σ ∑∑
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Como 898,16296,O2
x <=σ  nos situamos en la región de

aceptación (R.A), no pudiendo rechazar la hipótesis de que la
dispersión sea 1, con un nivel de confianza del 95%.

II Método

Regla de decisión 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<μ−

≥μ−

∑

∑

=

=

.)A.R(Haceptasek)x(Si

.)C.R(Hrechazasek)x(Si

0

5

1i

2
i

0

5

1i

2
i

Para calcular el valor de la constante k, determinando la región crítica de forma óptima,
se parte del nivel de significación α :

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≥μ−==α ∑

=
ciertaH/k)x(P)ciertaH/HchazarRe(P 0

5

1i

2
i00

El estadístico ∑
=

μ−
5

1i

2
i )x(  en el muestreo, bajo la hipótesis nula, donde las variables

aleatorias independientes  ).,(Nx 0i σμ≈  En consecuencia, 
0

ix

σ
μ−

 sigue una )1,0(N

2
n

n

1i

2

0

ix
χ=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ
μ−

∑
=

Recuerda que 2
n
χ 2

n
2
2

2
1 XXX +++= L  variables aleatorias

N(0, 1) independientes entre si

A partir del nivel de significación α (Error Tipo I):

[ ] 05,0kPciertaH/
kx

P)ciertaH/HchazarRe(P 2
502

0

5

1i

2

2
0

i
00 =≥χ=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

σ
≥

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ

μ−
==α ∑

=

07,11k 2
5;05,0 =χ=

  El valor muestral del estadístico 3,4)0x(
5

1i

2
i =−∑

=
  verifica que

k07,113,4)0x(
5

1i

2
i =<=−∑

=
, lo que conduce a no rechazar la hipótesis nula de que la

población sigue una )1,0(N , advirtiendo que se halla en la región de aceptación.

CONTRASTE UNILATERAL DE LA VARIANZA CON LA MEDIA POBLACIONAL CONOCIDA.
POTENCIA DEL CONTRASTE.
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10.- En una población ),5(N σ  se quiere contrastar la hipótesis nula 2:H 2
0

2
0 =σ=σ

frente a la hipótesis alternativa 3:H 2
1

2
1 =σ=σ , con un nivel de significación

025,0=α , con una muestra aleatoria simple de tamaño 10:

5,1 6,2 4 2,8 2,9 5,6 3,7 3,4 2,5 5,2

Hallar la potencia del contraste.

Solución:

Hipótesis sobre :2σ
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=σ

=σ

3:H

2:H
2
11

2
00    2

0
2
1 σ>σ

Regla de decisión 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<μ−

≥μ−

∑

∑

=

=

.)A.R(Haceptasek)x(Si

.)C.R(Hrechazasek)x(Si

0

10

1i

2
i

0

10

1i

2
i

Para calcular el valor de la constante k, determinando la región crítica de forma óptima,
se parte del nivel de significación α :

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≥μ−==α ∑

=
ciertaH/k)x(P)ciertaH/HchazarRe(P 0

10

1i

2
i00

El estadístico ∑
=

μ−
10

1i

2
i )x(  en el muestreo, bajo la hipótesis nula, donde las variables

aleatorias independientes ix  siguen una ley )2,5(N .

En consecuencia, 
2

5xi −  sigue una )1,0(N .  Por tanto,  2
10

10

1i

2
i

2

5x
χ=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
∑
=

(Recuerda que 2
n
χ 2

n
2
2

2
1 XXX +++= L  variables aleatorias N(0, 1) independientes

entre si)

A partir del nivel de significación α (Error Tipo I), calculamos el valor crítico k:

025,0
2
k

P
2
k

2

5x
P)ciertaH/HchazarRe(P 2

10

10

1i

2
i

00 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ≥χ=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
≥∑

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
==α

=

966,40k483,20
2
k 2

10;025,0 =⇒=χ=
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 Por otra parte, el valor muestral del estadístico 6,22)5x(
10

1i

2
i =−∑

=

Siendo k966,406,22)5x(
10

1i

2
i =<=−∑

=
 no se rechaza la hipótesis nula de que la

población sigue una )2,5(N .

La potencia del contraste:

)ciertaHHchazar(ReP)falsaHHchazar(RePPotencia1 1000 ≡==β−

[ ] 267,0655,13P
3
966,40

PciertaH/
k

P1 2
10

2
1012

1

2
10 =≥χ=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ≥χ=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ
≥χ=β−

Abscisas Áreas

987,15665,13

987,15865,4

−

−

10,0x

10,090,0

−

−
267,0

122,11

80,0.322,2
10,0x =+=

II Método

Hipótesis sobre :2σ
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=σ

=σ

3:H

2:H
2
11

2
00       2

0
2
1 σ>σ

Regla de decisión: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤σ
>σ

0
2
x

0
2
x

HAcepto:A.RkSi

HchazoRe:C.RkSi

a

a

Por el Lema de Fisher:  2
1n2

2
x

2

2
x s)1n(n

−χ≈
σ

−
=

σ

σ
  con lo cual,   

n

. 2
1n

2
02

x
−χσ

≈σ

En el muestreo, bajo la hipótesis nula 22
0 =σ , con tamaño muestral ,10n = se tiene:

8760H

2
9

2
1n

2
02

x 10

.2

n

. χ
=

χσ
≈σ −

La determinación del valor crítico k a partir de α (Error Tipo I):

==σ>σ=>σ==α )2k(P)ciertaHk(P)ciertaHHchazar(ReP 22
x0

2
x00
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025,0)k5(Pk
10

.2
P 2

9

2
9 =>χ=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
>

χ
= 8046,3k023,19k5Pearson2Tablas ==⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ χ

a

Comparamos el valor crítico )8046,3k( =  con la evidencia muestral  5204,12
x =σ

Como 8046,35204,12
x <=σ  nos situamos en la región de aceptación (R.A), aceptando

la hipótesis de que la varianza es 2, con un nivel de confianza del 97,5%.

 De otra parte, la potencia del contraste será:

)ciertaHHchazar(ReP)falsaHHchazar(RePPotencia 1000 ≡=

En el muestreo, bajo la hipótesis alternativa 32
0 =σ , con tamaño muestral ,10n = se

tiene: 

8761H

2
9

2
1n

2
02

x 10

.3

n

. χ
=

χσ
≈σ −

[ ] 252,0682,12PciertaH/8046,3
10

.3
PPotencia 2

91

2
9 =≥χ=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
>

χ
=

Abscisas Áreas

684,14682,12

684,14168,4

−

−

10,0x

10,090,0

−

−
252,0

516,10

80,0.002,2
10,0x =+=

CONTRASTE UNILATERAL DE LA VARIANZA CON MEDIA POBLACIONAL DESCONOCIDA.
POTENCIA DEL CONTRASTE.
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11.- En una población con distribución ),(N σμ , con un nivel de significación del 1%,
para contrastar la hipótesis nula 25:H 2

00 =σ  frente a la hipótesis alternativa
36:H 2

11 =σ , se toma una muestra aleatoria de tamaño 16, con varianza igual a 27.
Hallar la potencia del contraste.

Solución:

Hipótesis simple sobre :2σ
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=σ

=σ

36:H

25:H
2
11

2
00    2

0
2
1 σ>σ

Regla de decisión 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<−

≥−

∑

∑

=

=

.)A.R(Haceptasek)xx(Si

.)C.R(Hrechazasek)xx(Si

0

16

1i

2
i

0

16

1i

2
i

Por el Lema de Fisher-Cochran:

                                2
1n2

2
i

2

2
i

2

2
x

2

2
x )xx(n

)xx(
nns.)1n(

−χ≈
σ

−
=

σ

−

=
σ

σ
=

σ

− ∑
∑

bajo la hipótesis nula, se tiene:  2
152

0

16

1i

2
i )xx(

χ≈
σ

−∑
=

Para calcular el valor de la constante k, determinando la región crítica de forma óptima,
se parte del nivel de significación α :

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≥−==α ∑

=
ciertaH/k)xx(P)ciertaH/HchazarRe(P 0

16

1i

2
i00

025,0
25
kPciertaH/k)xx(

P)ciertaH/HchazarRe(P 2
1502

0
2
0

16

1i

2
i

00 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ≥χ=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

σ
≥

σ

−
==α

∑
=

2,687k488,27
25
k 2

15;025,0 =⇒=χ=

  Por otra parte, el valor muestral 432)xx(27
16

)xx( 16

1i

2
i

16

1i

2
i

2
x =−⇒=

−
=σ ∑
∑

=

=

Siendo 2,687432 <  conduce a no rechazar la hipótesis nula de que la población sigue
una )5,(N μ , advirtiendo que se halla en la región de aceptación.
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La potencia del contraste:

)ciertaH/Hchazar(ReP)falsaH/Hchazar(RePPotencia1 1000 ≡==β−

[ ] 287,009,19P
36

2,687
PciertaH/k)xx(P1 2

15
2
151

16

1i

2
i =≥χ=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ≥χ=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≥−=β− ∑

=

Áreas Abscisas

10,0x

10,090,0

−

−

307,2209,19

307,22547,8

−

−
287,0

76,13

80,0.217,3
10,0x =+=

II Método

Hipótesis sobre :2σ
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=σ

=σ

36:H

25:H
2
11

2
00       2

0
2
1 σ>σ

Regla de decisión: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤σ
>σ

0
2
x

0
2
x

HAcepto:A.RkSi

HchazoRe:C.RkSi

a

a

Por el Lema de Fisher:  2
1n2

2
x

2

2
x s)1n(n

−χ≈
σ

−
=

σ

σ
  con lo cual,   

n

. 2
1n

2
02

x
−χσ

≈σ

En el muestreo, bajo la hipótesis nula 252
0 =σ , con tamaño muestral ,16n = se tiene:

48476 0H

2
15

2
1n

2
02

x 16

.25

n

. χ
=

χσ
≈σ −

La determinación del valor crítico k a partir de α (Error Tipo I):

==σ>σ=>σ==α )2k(P)ciertaHk(P)ciertaHHchazar(ReP 22
x0

2
x00

01,0)k
25
16

(Pk
16

.25
P 2

15

2
15 =>χ=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
>

χ
= 778,47k578,30k

25
16Pearson2

==⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ χ
a

Comparamos el valor crítico )778,47k( =  con la evidencia muestral  272
x =σ

Como 778,47272
x <=σ  nos situamos en la región de aceptación (R.A), aceptando la

hipótesis de que la varianza es 25, con un nivel de confianza del 99%.
 De otra parte, la potencia del contraste será:
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)ciertaHHchazar(ReP)falsaHHchazar(RePPotencia 1000 ≡=

En el muestreo, bajo la hipótesis alternativa 362
0 =σ , con tamaño muestral ,16n = se

tiene: 

48476 1H

2
15

2
1n

2
02

x 16

.36

n

. χ
=

χσ
≈σ −

[ ] 162,0235,21PciertaH/778,47
16

.36
PPotencia 2

151

2
15 =≥χ=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
>

χ
=

Abscisas Áreas

307,22235,21

307,22547,8

−

−

10,0x

10,090,0

−

−
162,0

76,13

80,0.072,1
10,0x =+=

CONTRASTE UNILATERAL DE LA VARIANZA DE UNA POBLACIÓN CON MEDIA POBLACIONAL
CONOCIDA Y DESCONOCIDA. POTENCIA DEL CONTRASTE.
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12.- El retraso de salidas de vuelos sigue un normal ),(N σμ . Los responsables de un
aeropuerto afirman que el retraso medio es de 30 minutos con una desviación típica de
5 minutos. A pesar de ello, una organización de consumidores manifiesta que se muestra
de acuerdo de que los retrasos sigue una ley normal con media 30 minutos, pero que la
desviación típica es de 15 minutos. Se pide:

1. Contrastar con un nivel de significación del 5%, la hipótesis nula
utosmin5:H0 =σ  frente  a  la alternativa utosmin15:H1 =σ , a partir de una

muestra aleatoria simple de vuelos cuyos retrasos se adjuntan:
32,3 36,4 35,2 38,9 39,3 38,4 51,5 36,4
29,3 39,2 43,4 30,2 37,4 42,6 40,1

2. Calcular la potencia del contraste anterior.
3. ¿Cambia la decisión tomada en el apartado (1) si el retraso medio hubiera sido

desconocido?

Solución:

1.                  Hipótesis sobre :2σ
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=σ

=σ

225:H

25:H
2
11

2
00    2

0
2
1 σ>σ

Las hipótesis nula y alternativa son simples, con media poblacional conocida. El lema de
Neyman-Pearson conduce a la regla de decisión:

Regla de decisión 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<μ−

≥μ−

∑

∑

=

=

.)A.R(Haceptasek)x(Si

.)C.R(Hrechazasek)x(Si

0

15

1i

2
i

0

15

1i

2
i

Para calcular el valor de la constante k, determinando la región crítica de forma óptima,
se parte del nivel de significación α :

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=σ≥μ−==α ∑

=
cierta25:H/k)x(P)ciertaH/HchazarRe(P 2

00

15

1i

2
i00

El estadístico ∑
=

μ−
15

1i

2
i )x(  en el muestreo, bajo la hipótesis nula, donde las variables

aleatorias independientes ix  siguen una ley )5,30(N .

En consecuencia, 
5

30xi −  sigue una )1,0(N .  Por tanto,  2
15

15

1i

2
i

25

x
χ=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ μ−
∑
=

A partir del nivel de significación α (Error Tipo I):
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05,0
25
k

PciertaH/
25
k

5

30x
P)ciertaH/HchazarRe(P 2

150

15

1i

2
i

00 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ≥χ=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
≥⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
==α ∑

=

9,624k996,24
25
k 2

15;05,0 =⇒=χ=

 Por otra parte, el valor muestral del estadístico 02,1393)30x(
15

1i

2
i =−∑

=

Siendo k9,62402,1393)30x(
15

1i

2
i =>=−∑

=
 se rechaza la hipótesis nula,  el retraso

medio de la salida de los vuelos no sigue una )5,30(N .

Adviértase que la región de rechazo de la hipótesis nula:  

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

χ≥
σ

μ−
= α

=
∑

2
n;2

0

2
n

1i
i )x(

R

en este caso, 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=χ≥=
−

=
∑
= 996,2472,55

25

)30x(
R 2

15;05,0

2
15

1i
i

 la región de rechazo se

verifica, con lo que no se acepta la hipótesis nula, esto es, el retraso medio de salida de
los vuelos no sigue una ley normal )5,30(N .

2.   La potencia del contraste:

β−==σ≡= 1)cierta225:HHchazar(ReP)falsaHHchazar(RePPotencia 2
11000

[ ] 1777,2P
225

9,624
PciertaH/

k
P1 2

15
2
1512

1

2
15 ≈≥χ=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ≥χ=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ
≥χ=β−

3.  Como se desconoce el valor de la media poblacional las hipótesis son compuestas, no
pudiéndose aplicar el lema de Neyman-Pearson.
En consecuencia, para obtener la región crítica es necesario utilizar el test de razón de
verosimilitud, que conduce a la regla de decisión:

Regla de decisión 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<−

≥−

∑

∑

=

=

.)A.R(Haceptasek)xx(Si

.)C.R(Hrechazasek)xx(Si

0

15

1i

2
i

0

15

1i

2
i



Contraste de Hipótesis

Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                        127

Por el Lema de Fisher-Cochran 2
1n2

2
xn

−χ≈
σ

σ
, bajo la hipótesis nula:  2

14

15

1i

2
i

25

)xx(
χ≈

−∑
=

Para calcular el valor de la constante k, determinando la región crítica de forma óptima,
se parte del nivel de significación α :

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=σ≥−==α ∑

=
25:H/k)xx(P)ciertaH/HchazarRe(P 2

00

15

1i

2
i00

125,592k685,23
25
k

05,0
25
k

P
25
k

25

)xx(
P 2

14

15

1i

2
i

=⇒=⇒=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ≥χ=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

≥
−

=α
∑
=

De otro lado, el valor muestral 396,423)xx(2264,28
15

)xx( 15

1i

2
i

15

1i

2
i

2
x =−⇒=

−
=σ ∑
∑

=

=

Siendo k125,592396,423)xx(
15

1i

2
i =<=−∑

=
 no se rechaza la hipótesis nula, por

tanto, se cambia la decisión que se tomó en el apartado (1).

Adviértase que la región de rechazo de la hipótesis nula:  

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

χ≥
σ

−
= −α

=
∑

2
)1n(;2

0

2
n

1i
i )xx(

R ,

en este caso, 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=χ≥=
−

=
∑
= 685,2394,16

25

)xx(
R 2

14;05,0

2
15

1i
i

 la región de rechazo no

se verifica, con lo que se acepta la hipótesis nula, esto es, el retraso medio de salida de
los vuelos sigue una ley normal )5,30(N .

CONTRASTE UNILATERAL DE LA MEDIA CON VARIANZA DESCONOCIDA. CALCULAR Y
REPRESENTAR LA FUNCIÓN DE POTENCIA.
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13.- El directorio de uno de los grandes operadores de Internet está considerando la
posibilidad de ofrecer tarifa plana a sus clientes. Según sus conocimientos sobre el
tema, sabe que está trabajando con una variable aleatoria que se distribuye como una
normal. Mantiene la hipótesis de que los hogares que tienen Internet se conectan con
una media de 5 horas mensuales. No obstante, existen otros estudios que sostienen que
el tiempo de conexión es más alto. Para evaluar, a un 10% de significación, dicha
hipótesis, el directorio decide encuestar a una muestra aleatoria de 30 hogares,
obteniendo una media de 5,34 horas de conexión, con una dispersión de 7,24 horas.

a) Formular el contraste a realizar.
b) Determinar la mejor región crítica del contraste.
c) ¿Se puede rechazar la hipótesis nula?
d) Calcular y representar la función de potencia. ¿Qué representa la función de
potencia?. Para facilitar los cálculos, suponer que el tamaño muestral es 300
hogares.

Solución:

Sea la variable aleatoria X = ’conexión a Internet por hogares’     ),5(NX σ≈

a) Las hipótesis sobre la media poblacional μ con 2σ  desconocida:

Hipótesis sobre :μ
⎩
⎨
⎧

>μ
=μ

5:H
5:H

11

00

Se trata de un contraste unilateral, siendo  1H  compuesta.

b)  Regla de decisión: 
⎩
⎨
⎧

≤
>

0

0

HAcepto:A.RkxSi
HchazoRe:C.RkxSi

a

a

En el muestreo de una población normal con varianza desconocida, y desviación típica

muestral xσ , la variable: 1n
x

t

1n

x
−=

−
σ

μ−     
1n

tx x
1n −

σ
+μ= −a

c) Determinación de k a partir del nivel de significación α:

==μ>=>==α )5kx(P)ciertaHkx(P)ciertaHHchazar(ReP 0000

10,0
24,7

29.)5k(
tPk

130
24,7

t5P5k
1n

tP 291300
x

1n0 =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
>=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
>

−
+=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
=μ>

−
σ

+μ −−

En las tablas de la t de Student:  311,1t 29;10,0 =  , con lo cual,
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76,6
29

24,7.311,1
5k311,1

24,7
29.)5k(

=+=⇒=
−

Comparando k con el valor del estadístico muestral 34,5x0 =

El valor 76,634,5x0 <= , no pudiendo rechazar 0H , por
lo que tiene razón el Directivo, el tiempo medio de
conexión es de 5 horas.

 Alternativamente, con el estadístico de contraste (valor experimental), la región
de rechazo R viene dada por la expresión:

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−

σ
>μ−≡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>μ−= −α−α
1n

tx
n

s
txR x

)1n(;0
x

)1n(;0

[ ]763,134,0
29
24,7

311,1534,5R

29;10,0t

>≡
⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
>−=

876
, no cumpliéndose la región de

rechazo, no existe evidencia significativa de rechazar la hipótesis 0H con un nivel de
confianza del 90%.

Una forma análoga de enfocar el problema consistiría en aceptar la hipótesis 0H  cuando

el estadístico experimental fuera menor o igual que el estadístico teórico, es decir:

Se acepta 0H  cuando se verifica: 
876

44 844 76 teóricooestadístic

1n;

erimentalexpoestadístic

x
1n t

1n

x
t −α− ≤

−
σ

μ−
=

En este caso, 29;10,029 t311,12537,0
2924,7

534,5
t =<=

−
= , se acepta la hipótesis 0H

d)  Potencia =  )falsaHHchazarRe(P)1( 00=β−

La hipótesis 1H  es compuesta (existen infinitos valores tal que μ > 5), se construye una

función, es decir:

5:H 11 >μ β β−1

Distintos valores

}
)Hkx(P)falsaHHAceptar(P)ciertaHHchazar(ReP)IIET(P 1

Decisión
giónRe

0011 <====β

En el muestreo de una población normal con varianza desconocida, y desviación típica

muestral xσ , la variable: 1n
x t

1n
)x( −=

−
σ

μ− , siendo la muestra 300n = , la

distribución se aproxima a una )1,0(N



Contraste de Hipótesis

Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                      130

{

}76,6k

30nx

1
1n1

x
1n11

1n.)k(
tPHk

1n
tP)Hkx(P

=

>
−− =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ

−μ−
<=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
<

−
σ

+μ=<=β

   
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ
−μ−

<=
x

1 1n.)76,6(
zP , en consecuencia:

 5,5:H 11 =μ

[ ] 9986,03zP
24,7

299.)5,576,6(
zP

1n.)76,6(
zP

x

1 =<=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
<=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ
−μ−

<=β

 6:H 11 =μ

[ ] 9656,082,1zP
24,7

299.)676,6(
zP =<=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
<=β

 7:H 11 =μ

[ ] 2843,057,0zP
24,7

299.)776,6(
zP =−<=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
<=β

 8:H 11 =μ

[ ] 00154,096,2zP
24,7

299.)876,6(
zP =−<=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
<=β

5:H 11 >μ β β−1

5,5 0,9986 0,0014
6 0,9656 0,0034
7 0,2843 0,7157
8 0,0015 0,9985

A medida que se alejan las hipótesis 0H  y  1H  aumenta la potencia del contraste. Es

decir, cuanto más alejadas se encuentren las hipótesis para contrastar, mayor será la
probabilidad de que se rechace 0H  cuando sea falsa, algo deseable (constante α y k).

14.- El propietario de un automóvil sospecha que su vehículo tiene un consumo medio de
combustible en carretera superior a los 5,6 litros /100 Km., que es lo que el fabricante
indica en su publicidad. Para apoyar empíricamente su sospecha observa el consumo
medio en 11 viajes seleccionados aleatoriamente entre todos los que realiza en el año,
obteniendo los siguientes resultados:
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6,1 6,5 5,1 6 5,9 5,2 5,8 5,3 6,2 5,9 6,3
Se pide:

a) ¿Están fundadas las sospechas del propietario a un nivel de significación del 1%?
b) ¿En cuántas ocasiones debería observarse el consumo medio para que con un nivel

de confianza del 99% se detectase un consumo medio de 5,9 litros/100 km.?

Solución:

a)  Suponemos que el consumo medio del automóvil sigue una distribución normal
     ),(N σμ , ambos parámetros desconocidos, y mientras el fabricante afirma que
     6,5:H 0 =μ  el propietario del vehículo cree que 6,5:H1 >μ .
     Se trata, pues, de un contraste unilateral, donde 1H es compuesta.

Regla de decisión: 
⎩
⎨
⎧

>
≤

0

0

HchazoRe:C.RkxSi
HAcepto:A.RkxSi

a

a

En el muestreo de una población normal con varianza desconocida, desviación típica

muestral ( xσ ), cuasidesviación típica ( xs ),  la variable: 1n
xx

t
1n

x
ns

x
−=

−σ
μ−

=
μ−

Bajo la hipótesis nula, con los datos muestrales ( 8454,5x = , 4612,0s x = ), el

muestreo sigue una distribución )1390,0;6,5(t
11

4612,0
;6,5t 1010 ≡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

El valor crítico k, bajo la hipótesis nula,  se calcula a partir del nivel de significación α:

     ==μ>=>==α )6,5kx(P)ciertaHkx(P)ciertaHHchazar(ReP 0000

        764,2
1390,0

6,5k
01,0

1390,0
6,5k

tP
1390,0

6,5k
1390,0

6,5x
P 10 =

−
⇒=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −
>=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −
>

−
=

de donde, 9842,5k = .  Siendo 9842,58454,5x <=  no se puede rechazar la hipótesis
nula 0H , con lo que se acepta las afirmaciones del fabricante sobre el consumo medio
del automóvil.
b)  En esta ocasión se plantea la cuestión )9,5/kx(P =μ>

Donde el tamaño muestral es desconocido, y donde el estadístico 10
x

t
ns
9,5x
≠

−  no sigue

un t-Student con 10 grados de libertad.

Por tanto, recurrimos a la siguiente estrategia:
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=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
>

+−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=μ>

−
==μ> 764,2

ns
3,09,5x

P9,5/764,2
ns
6,5x

P)9,5/kx(P
xx

              99,0
ns

3,0
764,2

ns
9,5x

P764,2
ns

3,0
ns
9,5x

P
xxxx

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−>

−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
>+

−
=

               o bien,  01,0
ns

3,0
764,2

ns
9,5x

P
xx

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−≤

−

Nos encontramos en un punto donde no se pueden utilizar las tablas de la t-Sudent
porque no conocemos el tamaño de la muestra. Para ello, suponemos que el tamaño es
suficientemente grande para que pueda ser aceptable la aproximación de la t mediante
la distribución normal.
Con la aproximación normal, y con la simetría de la N(0, 1):

327,2
ns

3,0
764,201,0

ns
3,0

764,2zP
xx

−=−⇒=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−≤

2
x

x 3,0

s.)091,5(
n091,5

ns
3,0

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== a

Otra vez en un callejón sin salida, aún es necesario conocer la cuasidesviación típica de
una muestra sin saber su tamaño. Podemos dar una salida, suponiendo que la
cuasidesviación típica de esta nueva muestra es igual a la obtenida en la muestra
anterior 4612,0s x = . En este caso,

255,61
3,0

)4612,0(.)091,5(
n

2

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
=

Para mayor seguridad en el logro de nuestro objetivo, redondeamos con el entero
inmediato superior, esto es, el tamaño de la muestra es 62.

CONTRASTE UNILATERAL DE LA MEDIA CON VARIANZA CONOCIDA.

15.- El número de averías de un determinado tipo de avión se considera una variable
aleatoria con distribución de Poisson de media 2 averías al mes. El equipo de
mantenimiento intenta reducir esta media incorporando algunas mejoras. Para



Contraste de Hipótesis

Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                        133

comprobar si con estas medidas se reduce el número medio de averías, se decide
observar el número medio de averías en los 25 meses siguientes a la introducción de las
mejoras. Si el número medio de averías en esos 25 meses fue de 1,5. ¿Qué decisión
debe adoptar el servicio técnico a un nivel de significación del 1%?. ¿Y si el servicio
técnico relaja su nivel de exigencia al 85% de confianza?. ¿Cambiaría su decisión?.

Solución:

Sea la variable aleatoria X = ‘Número de averías al mes’    
}

)2,2(N)2(PX
n ∞→

→=λ∈

En la muestra de tamaño 25n =  meses 5,1xˆ ==λ averías. La distribución en el

muestreo, bajo la hipótesis nula 0H , 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
≡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ σ
μ≈

25
2

,2N
n

,Nx

Es un contraste unilateral, donde se plantean las hipótesis:  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<μ
=μ

)compuesta(2:H
2:H

1

0 ,

donde la regla de decisión, existe 
⎩
⎨
⎧

≤
>

)RC(HrechazasekxSi
)RA(HrechazasenokxSi

k
0

0

a

a

Se determina el valor de k considerando el nivel de significación α :

34,1kz32,2
25/2
k2

01,0
25/2
k2

zP

01,0
25/2
2k

zP)2:H/kx(P)ciertaHHchazar(ReP

01,0

000

===
−

⇒=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
≥⇒

⇒=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
≤==μ≤==α

a

Se advierte que  ( 34,15,1 > ), cae en la región de aceptación, con lo cual se acepta la
hipótesis nula, esto es, con un nivel de significación del 1% se afirma que las averías
mensuales se mantienen siendo 2, y en consecuencia, las mejorías no son operativas.

Si 15,0=α  se replantean los cálculos: 71,1kz04,1
25/2
k2

15,0 ===
−

a

Como 34,171,1 < , cae en la región de rechazo, con lo que no se acepta la hipótesis nula,
y se concluye que las mejoras son operativas.

CONTRASTE UNILATERAL DE LA MEDIA CON VARIANZA POBLACIONAL DESCONOCIDA.

16.- La concentración media de dióxido de carbono en el aire en una determinada zona
no es habitualmente mayor que 355 p.p.m.v (partes por millón en volumen). Se sospecha
que esta concentración es mayor en la capa de aire más próxima a la superficie.
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Para contrastar esta hipótesis se analiza aire en 20 puntos elegidos aleatoriamente a
una misma altura del suelo. Los datos recogidos tienen una media muestral de 580
p.p.m.v y una cuasidesviación típica muestral de 180.
Suponiendo que las mediciones siguen una distribución normal, ¿podemos afirmar a un
nivel de 0,01, que los datos proporcionan suficiente evidencia estadística a favor de la
hipótesis de que la concentración es mayor cerca del suelo?.
Indicar razonadamente si el p-valor es mayor o menor que 0,01

Solución:

Tenemos  una muestra aleatoria )X,,X,X( n21 L  de tamaño 20n = , donde la
variable aleatoria X = "concentración de dióxido de carbono en puntos cercanos al
suelo" sigue una distribución normal );(NX σμ≈  con varianza poblacional desconocida.

Deseamos comprobar si hay suficiente evidencia estadística a favor de que
335>μ . Para ello, planteamos un contraste con la hipótesis nula 335:H0 ≤μ  frente a

la hipótesis alternativa 335:H1 >μ , con un nivel de significación 01,0=α

En esta línea, nos encontramos ante un contraste unilateral (una cola) para la media
poblacional con varianza poblacional desconocida.

Se rechaza la hipótesis nula si se verifica la región de rechazo:

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>μ−= −α n

s
txR x

)1n(;0

donde,  
                  225355580x 0 =−=μ−

                  19,102
20

180
539,2

n

s
tt x

19;01,0)1n(; ===−α

Como  { }19,102225R >=  SI se verifica la condición de rechazo, por tanto,
RECHAMOS la hipótesis nula 0H .
En consecuencia, existe suficiencia estadística (con un nivel de significación 0,01) para
concluir que la concentración media de dióxido de carbono es superior a 355 cerca del
suelo.

Por otra parte, el p-valor se interpreta como el apoyo que los datos proporcionan a la
hipótesis nula 0H .

En otras palabras,  Cuando el p-valor < α  ⇒  SE RECHAZA 0H

Como hemos rechazado 0H  con 01,0=α , el p-valor < 0,01
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CONTRASTE BILATERAL DE LA PROPORCIÓN.

17.- Un dentista afirma que el 40% de los niños de 10 años presentan indicios de caries
dental. Tomada una muestra de 100 niños, se observó que 36 presentaban indicios de
caries.
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Contrastar la hipótesis del dentista para un nivel de confianza del 90%.

Solución:

Sea el parámetro p = "proporción de niños que presentan indicios de caries dental".

Como siempre que queremos hacer un contraste sobre una proporción, partimos
de una muestra aleatoria )X,,X,X( n21 L  de tamaño 100n = , donde )p;1(BX ≈ .

La distribución en el muestreo del estadístico 
}

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
≈==

∑
=

n
q.p

,pN
n

x
p̂x

.L.C.T

n

1i
i

Recurrimos al contraste de la hipótesis nula 40,0p:H 0 =  frente a la hipótesis
alternativa 40,0p:H1 ≠ , con un nivel de significación 10,0=α

La Hipótesis nula se rechaza cuando se verifica la región de rechazo:

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −

>−= α n

)p1(p
zpxR 00

20

donde,  

         04,040,0
100
36

40,0p̂px 0 =−=−=−

         08,0)0489898,0(.)64,1(
100

)40,01(40,0
z

n

)p1(p
z 05,0

00
2 ==

−
=

−
α

por tanto, { }08,004,0R >=  NO se verifica la condición de rechazo y aceptamos la
hipótesis nula 0H . En consecuencia, con un nivel de significación de 0,10, se puede
afirmar que el 40% de los niños presenta indicios de caries dental.

18.- En los días previos a unas elecciones municipales, el candidato de un partido
político está convencido de obtener el 60% de los votos electorales. No obstante, su
partido encarga una encuesta entre 100 votantes potenciales, resultando que el 52% de
ellos dijeron tener intención de votar a dicho candidato. Con un nivel de significación
del 5%, se pide contrastar:

a) 60,0p:H 0 =  frente a  50,0p:H1 =
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b) 60,0p:H 0 =  frente a  60,0p:H1 ≠

c) Potencia del contraste efectuado en el apartado (a).

Solución:

a)  Sea la variable X ="% de votos al candidato"

Nos encontramos ante un contraste de hipótesis nula simple frente  a una hipótesis
alternativa simple: 60,0p:H 0 =  frente a  50,0p:H1 =

  Regla de decisión:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
>

.)C.R(HrechazaSekp̂
.)A.R(HaceptaSekp̂

0

0

La distribución en el muestreo de ∑
=

=
100

1i
ix

100
1

p̂ siendo  
⎩
⎨
⎧

=
Novota0
Sivota1

xi

donde se conoce p)p̂(E =  y que 
n

)p1(p
)p̂(V

−
= .

Al ser el tamaño suficientemente grande 100n =  y estar definido p̂  como suma de
variables aleatorias independientes, según una distribución de Bernouilli )p,1(B  se
puede aproximar la distribución exacta de [ ]n)p1(.p,pNp̂ −≈

Bajo la hipótesis nula: )049,0;60,0(N
100

)60,01(.60,0
,60,0Np̂ ≡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
≈

El valor crítico K se determina, bajo la hipótesis nula, por el nivel de significación:

05,0)ciertaH/Hchazar(ReP)IET(P 00 ===α

05,0
049,0

60,0k
zP

049,0
60,0k

049,0
60,0p̂

P)6,0p:Hkp̂(P)IET(P 0 =⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −
≤=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
≤

−
==≤==α

5186,0k645,1
049,0

60,0k
=−=

−
a

En consecuencia, como la proporción
muestral fue 52,010052xp̂ === ,
se encuentra dentro de la región de
aceptación de la hipótesis nula.
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b)  En este caso, se trata de un contraste bilateral con hipótesis nula simple frente a
     una hipótesis alternativa compuesta: 60,0p:H 0 =  frente a  60,0p:H1 ≠

Regla de decisión:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>

.)C.R(HrechazaSekp̂

.)A.R(HaceptaSekp̂

0

0

Bajo la hipótesis nula: )049,0;60,0(Np̂ ≈

Para determinar el crítico K, bajo la hipótesis nula, nos apoyamos en el  nivel de
significación:

05,0)ciertaH/Hchazar(ReP)IET(P 00 ===α

05,0
049,0

60,0K
049,0

60,0p̂
P)6,0p:HKp̂(P)IET(P 0 =⎥
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⎢
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⎡ −
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La región crítica: 
504,0)96,1()049,0(60,0p̂

696,0)96,1()049,0(60,0p̂
z96,1

049,0
60,0p̂

025,0 =−<−
=>−

=>
−

a

Como 52,010052xp̂ ===  se encuentra
en la región de aceptación, se acepta la
hipótesis nula.

c)   Potencia del Contraste:  β−== 1)falsaHHchazar(RePPotencia 00

Error Tipo II:  )falsaH/HAceptar(P)IIET(P 00==β

Con la hipótesis alternativa 50,0p:H1 = : )05,0;5,0(N
100

5,0.5,0
;5,0Np̂ =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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=

[ ]
35496,0)372,0z(P
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P)05,0;5,0(N/5186,0p̂P)IIET(P

=>=
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⎤
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−
=>==β

Abscisas Areas
0,37 - 0,38 0,3557 - 0,3520

0,372 - 0,38 x - 0,3520
35496,0

01,0
)0037,0()008,0(

3520,0x =+=

6450,035496,011Potencia =−=β−=
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♦ También se podía haber realizado por la definición de potencia de un contraste:

[ ]

6450,0)372,0z(P1)372,0z(P
05,0

5,05186,0
05,0

5,0p̂
P

)05,0;5,0(N/5186,0p̂P)falsaHHchazar(RePPotencia 00

=≥−=≤=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
≤

−
=

=≤==

19.- El dueño de los cines CINEFILÓN considera que, dado el aforo de la sala, una
afluencia diaria a la misma del 85% sería óptima, en el sentido de que los clientes se
sientan cómodos y para que a la vez no haya pérdidas económicas. Durante un período de
tiempo, se analiza la afluencia a los cines, observándose que, en media, se ocupan 171 de
las 200 butacas. ¿Con qué confianza podrá afirmar el dueño de CINEFILÓN que la
asistencia a sus cines es óptima? ¿Qué pasaría si el dueño quisiera estar más seguro de
su decisión, y ampliar el nivel de confianza al 99%?
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Nota: La regla de la decisión adoptada es que si hay una desviación inferior al 5% de la
cantidad óptima, se aceptaría la hipótesis de que la afluencia es, efectivamente, óptima.

Solución:

Sea la  variable aleatoria X = '% asistencia diaria a los cines CINEFILÓN' , )p,1(BX ≈ .

- En el contraste bilateral se establecen las hipótesis:

85,0p:H85,0p:H 1100 ≠=

-  En el muestreo, la proporción que acude a los cines (200 butacas) en un día (
n
Xp̂ = ),

bajo la hipótesis nula, por el TCL (Teorema Central Límite), sigue una distribución

)025,0;85,0(N
200
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n
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⎢
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⎡

-  Se determina )1( α−  a partir de los valores críticos, considerando que una desviación
inferior al 5% de la cantidad óptima significa que 90,0p̂80,0 <<

[ ] [ ] 0456,0028,0.22zPz2P
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El nivel de confianza:  9544,00456,011 =−=α−

• Si el nivel de confianza [ ] %1%991 =α⇒=α−  (mayor exigencia).

El valor crítico k se determina a partir del nivel de significación 01,0=α
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00 =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
<⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
>

−
==α ∪

786,0k
914,0k

z57,2
025,0

85,0k
2

1
005,0 =

=
⇒==

−
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Comparando los valores críticos k con el valor del estadístico muestral (evidencia

empírica) 855,0
200
171p̂ == , se observa que cae dentro de la región de aceptación (R.A.),

concluyendo que se acepta la hipótesis nula siendo óptima la afluencia a los cines
CINEFILÓN.

CONTRASTE BILATERAL DE LA VARIANZA CON MEDIA POBLACIONAL CONOCIDA.

20.- En una población ),10(N σ  se desea contrastar la hipótesis nula 3:H 2
0 =σ

frente a la hipótesis alternativa 3:H 2
1 ≠σ  con un nivel de significación del 5%. En una

muestra aleatoria simple de tamaño 4 se obtuvieron los resultados:

  10 8 12 14

Solución:
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Hipótesis compuesta sobre :2σ
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠σ
=σ

3:H

3:H
2

1

2
0

Como la hipótesis alternativa es 32 ≠σ  en la decisión que tomemos deberán ser válidos
valores de 2σ  tanto mayores o menores que 3, por lo que el contraste debe ser
bilateral o de dos colas.

Regla de decisión: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<μ−

≥μ−

∑

∑

=

=

0
2

4

1i
i

0
2

4

1i
i

HAcepto:A.Rk)x(Si

HchazoRe:C.Rk)x(Si

a

a

En la distribución en el muestreo del estadístico 2
4

1i
i )x( μ−∑

=
, las variables aleatorias

independientes ix  se distribuyen ),10(N σ ;  bajo la hipótesis nula )3,10(N :

∑∑
==

χ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

σ
μ− 4

1i

2
4

2
i

4

1i

2

0

i

3

10xx
 (suma de 4 variables aleatorias )1,0(N , independientes entre sí)

Fijado el nivel de significación α (Error Tipo I), se halla el valor de la constante k:

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] 05,0kPkP)k(kP

kPciertaH/k
3

10x
PciertaH/HchazarReP

212
2
41

2
42

2
41

2
4

2
40

4

1i

2
i

00

)( =α+α=≥χ+≤χ=≥χ≤χ=

=≥χ=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
≥⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
==α

∪

∑
=

[ ] [ ]
[ ] 143,11k025,0kP

484,0k975,01kP1kP
2

4;025,0222
2
4

2
4;975,0111

2
41

2
4

=χ=⇒=α=≥χ

=χ=⇒=α−=≥χ−=≤χ

Región de rechazo:
)143,11(484,0 2

4
2
4 )( >χ<χ ∪ ,

con lo que la región de aceptación es
el intervalo [ ]143,11;484,0 .

El estadístico muestral,  bajo la hipótesis nula,  8
3

)10x( 2
4

1i
i

=
−∑

= ,  pertenece a la

región de aceptación, concluyendo que la varianza de la distribución es 3.
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Análogamente,

Considerando la región de rechazo:    [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

χχ∉
σ

μ−
= αα−

=
∑

2
n;2/

2
n;2/12

0

2
n

1i
i

;
)x(

R

El valor del estadístico muestral 24)x( 2
4

1i
i =μ−∑

=
, bajo la hipótesis nula resulta:

 8
3

24
)x(

2
0

2
4

1i
i

==
σ

μ−∑
= . Los valores tabulares son 

143,11

484,0
2

4;025,0
2

n;2/

2
4;975,0

2
n;2/1

=χ=χ
=χ=χ

α

α−

La región de aceptación de la hipótesis nula es el intervalo [ ]143,11;484,0 .

Al pertenecer el valor muestral del estadístico 8
)x(

2
0

2
4

1i
i

=
σ

μ−∑
=   a la región de

aceptación, se concluye que la varianza de la distribución es 3.

CONTRASTE BILATERAL DE LA MEDIA CON VARIANZA POBLACIONAL CONOCIDA.

21.- En una población )5,(N μ  se quiere contrastar la hipótesis nula 18:H0 =μ  frente
a la hipótesis alternativa 18:H1 ≠μ , con un nivel de significación 01,0=α , con una
muestra de tamaño 10:

16 12 15 16 20 25 14 18 17 22

Solución:
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En el contraste se establecen las hipótesis:
⎩
⎨
⎧

≠μ
=μ

18:H
18:H

1

0    Como la hipótesis alternativa

es 18≠μ  en la decisión que hayamos de  tomar deberán ser válidos valores de μ  tanto
mayores o menores que 18, por lo cual el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

Regla de decisión 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
>

.)A.R(HaceptasekxSi
.)C.R(HrechazasekxSi

0

0

La muestra de tamaño 10, con media 5,17x 10

10

1i
ix

=
∑

= =  siendo la varianza poblacional

conocida 252 =σ , bajo la hipótesis nula  sigue una distribución )
10
5

,18(N , con lo que

la variable 

10

5
18x −   es )1,0(N .

El valor de k se calcula mediante el nivel de significación 01,0=α :

01,0K

10
5
18x

PK

10
5
18x

PK

10
5
18x

K

10
5
18x

P

K

10
5
18x

P)kx(P)ciertaHHchazar(ReP 00
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⎥
⎥
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⎜⎜
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>
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⎥
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⎡

⎟⎟
⎟
⎟
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⎜⎜
⎜
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⎝
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⎥
⎥
⎥
⎥
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⎡

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

>
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−<
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=

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

>
−

=>==

∪

α

La región crítica será:

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−<

=+>
⇒==

−
α>

93,13)575,2(
10
5

18x

07,22)575,2(
10
5

18x
zz575,2

10
5
18x

005,02/

En consecuencia, la región de aceptación: 07,22x93,13 <<

Como la media muestral 5,17x 10

10

1i
ix

=
∑

= =  está contenida en la región de aceptación, no
se rechaza la hipótesis nula 18=μ , con un nivel de significación de 0,01.
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Análogamente, la región de rechazo:  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ σ

>μ−= α
n

.zxR 20rechazo

{ }071,45,0
10
5

).575,2(185,17
10
5

.z185,17R 05,0rechazo >=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>−=

No se verifica la región de rechazo, en consecuencia se admite la hipótesis nula 18=μ ,
con un nivel de significación de 0,01.

CONTRASTE BILATERAL DE LA MEDIA CON VARIANZA POBLACIONAL DESCONOCIDA.

22.- En una población ),(N σμ  se quiere contrastar la hipótesis nula 2:H0 =μ  frente
a la hipótesis alternativa 2:H1 ≠μ , con un nivel de significación 01,0=α , con una
muestra aleatoria simple de tamaño 15:

2,1 2,25 3,01 2,92 2,98 3,08 3,8 3,95
2,75 2,74 3,16 2,56 3,15 2,65 3,12

Solución:
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En la muestra se obtiene:

  948,2
15

x
x

15

1i
i

==
∑
=       2264,0

15

)xx(
15

1i

2
i

2
x =

−
=σ
∑
=    2426,0

14

)xx(
s

15

1i

2
i

2
x =

−
=
∑
=

                      476,0x =σ            493,0sx =           15n =

Como la hipótesis alternativa es 2≠μ  en la decisión que hayamos de tomar deberán ser
válidos valores de μ  bien sean mayores o menores que 2, por lo cual el contraste debe
ser bilateral o de dos colas.

Regla de decisión:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
>

.)A.R(HaceptasekxSi
.)C.R(HrechazasekxSi

0

0

En el muestreo de una población normal con varianza desconocida, y desviación típica

muestral xσ , la variable 1n
xx

t

n

s
x

1n

x
−=

μ−
=

−

σ
μ−

Con el nivel de significación 01,0=α  se determina la región crítica:
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⎣

⎡
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⎢
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La región crítica es:   14;005,0)1n(;2/ tt977,2
14476,0

2x
==>

−
−α , con lo cual,

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−<
=+>

⇒>
−

622,1)14476,0(.977,22x
378,2)14476,0(.977,22x

977,2
14476,0

2x
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La región de aceptación será:   378,2x622,1 <<

Se observa que el valor del estadístico muestral 948,2x =  no se encuentra en la
región de aceptación,  por tanto, se rechaza la hipótesis nula y se acepta que la media
de la distribución poblacional es distinta de 2.

Adviértase que rechazamos la hipótesis nula si se verifica la región de rechazo:

{ }379,0948,0
15
493,0

977,22948,2
n

s
txR

14;005,0t

x
)1n(;2/0 >=

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
>−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>μ−= −α

876

verificándose la región de rechazo,  con lo cual no se acepta la hipótesis nula,
concluyendo que se acepta la hipótesis alternativa de que la media de la distribución
poblacional es distinta de 2.

Una forma análoga de enfocar la cuestión consiste en aceptar la hipótesis nula
2:H0 =μ  cuando el estadístico experimental fuera menor o igual que el estadístico

teórico, esto es:

48476
444 8444 76

teóricooestadístic

)1n(;2/

erimentalexpoestadístic

x

0
1n t

ns

x
t −α− ≤

μ−
=

El estadístico de contraste: 447,7
15/493,0

2948,2

ns

x
t

x

0
1n =

−
=

μ−
=−

El valor tabular del estadístico teórico: 977,2tt 14;005,0)1n(;2/ ==−α

Como 14;005,01n t977,2447,7t =>=−  se rechaza la hipótesis nula, concluyendo que la
media de la distribución poblacional es distinta de 2.

23.- Se recibe un envío de latas de conserva de las que se afirma que el peso medio son
1.000 gr. Examinada una muestra de 5 latas se obtiene un peso medio de 995 gr. con una
cuasivarianza 6,19s2

x = . Al nivel de confianza del 95%, ¿se puede aceptar que el peso
medio son 1.000 gr.?

Solución:

Tenemos  una muestra aleatoria )X,,X,X( n21 L  de tamaño 5n = , donde la variable
aleatoria X = "peso de una lata de conserva", suponemos que sigue una distribución
normal );(NX σμ≈  con varianza poblacional desconocida.
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Deseamos ver si resulta aceptable que 1000=μ . Para ello, planteamos un contraste
con la hipótesis nula 1000:H0 =μ  frente a la hipótesis alternativa 1000:H1 ≠μ , con
un nivel de significación 05,0=α

Adviértase que como la hipótesis alternativa 1000:H1 ≠μ , en la decisión que hayamos
de tomar deberán ser válidos valores de μ  tanto mayores o menores que 1000, por lo
que el contraste debe ser BILATERAL o de dos colas.
En esta línea, se rechaza la hipótesis nula si se verifica la región de rechazo:

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>μ−= −α n

s
txR x

)1n(;2/0

donde,  
                  51000995x 0 =−=μ−

                  50,5
5

6,19
776,2

n

s
t

n

s
t x

4;025,0
x

)1n(;2/ ===−α

Como  { }5,55R >≠  NO se verifica la condición de rechazo, ACEPTAMOS la hipótesis
nula 0H . En consecuencia, con un nivel de significación de 0,05, se puede afirmar que el
peso medio son 1000 gramos.

CONTRASTE BILATERAL DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS CON VARIANZAS POBLACIONALES
CONOCIDAS.

24.- El análisis laboral que la U.E  ha realizado para toda Europa, señala que en España,
el salario mensual de los varones, en algunos sectores económicos, supera en más de 100
euros el salario de las mujeres que desempeñan las mismas tareas.
El Ministerio de Trabajo español decide considerar el salario mensual como una variable
aleatoria normalmente distribuida con desviación típica de 39,6 euros para los
trabajadores masculinos y de 36 euros para las trabajadoras de dichos sectores, siendo
el salario de cada población independiente del de la otra. Para tratar de verificar lo
publicado, se elige una muestra aleatoria simple de 500 trabajadores y de 700
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trabajadoras, obteniéndose unos salarios medios mensuales de 1.500 y 1.370 euros
respectivamente.
¿Está fundamentada las conclusiones de la U.E al 1% de significación?

Solución:

Sean las  variables aleatorias, respectivamente,  X = ‘Salario mensual de los varones’ e
Y = ‘Salario mensual de las mujeres’, donde )6,39,(NX xμ≈  e  )36,(NY yμ≈ .

En las muestras se obtuvieron los resultados: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

==

700n€370.1y

500n€500.1x

y

x

- En el contraste se establecen las hipótesis:

)compuesta(100:H100:H yx1yx0 >μ−μ=μ−μ

La regla de decisión será: 
⎩
⎨
⎧

≤−
>−

)RA(Hrechazasenok)yx(Si
)RC(Hrechazasek)yx(Si

0

0

-  La diferencia de medias muestrales )yx( − , siendo las varianzas muestrales
conocidas, bajo la hipótesis nula, sigue una distribución:

)23,2;100(N
700
36

500
6,39

;100N
nn

;)(N
22

y

2
y

x

2
x

yx =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+≡

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ σ
+

σ
μ−μ

-  Se determina el valor de k mediante el nivel de significación α :

€2,105kz32,2
23,2
100k

01,0
23,2
100k

zP)100:H/kyx(P)ciertaHHchazar(ReP

01,0

yx000

===
−

⇒

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
>==μ−μ>−==α

a

La evidencia empírica  €130370.1500.1yx =−=− . Se advierte que  2,105130 > ,
cae en la región de rechazo, con lo cual no se acepta la hipótesis nula, esto es, con un
nivel de significación del 1%, se afirma que con el mismo trabajo las diferencias salarias
entre hombres y mujeres en algunos sectores económicos españoles son superiores a
100 euros mensuales.
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25.- Con un nivel de significación del 4,72%,  se desea contrastar la hipótesis nula de
igualdad de medias de dos poblaciones )4,(N 1μ y )5,4,(N 2μ .  Para ello, se han
tomado dos muestras aleatorias simples e independientes, respectivamente,
obteniéndose los siguientes valores:

ix 20,4 10,2 7,3 12,8 13,4 9,4
jy 19,8 9,7 14,6 15.7 8,4

Solución:

En el contraste bilateral se establecen las hipótesis 
⎩
⎨
⎧

≠μ−μ
=μ−μ

0:H
0:H

211

210
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Regla de decisión ≡  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤−
>−

0

0

HaceptasekyxSi
HrechazasekyxSi

Para analizar el contraste, se realizan los cálculos muestrales:

5n6n64,13
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y
y25,12
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x
x 21
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j
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1i
i

======
∑∑
==

La región crítica de dos colas kyx >−  es función de la diferencia de las medias
muestrales. En esta línea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡ σ
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⎥
⎦
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⎢
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2

2
2

n
,Ny , con lo cual, la diferencia de medias muestrales,

bajo la hipótesis nula 0:H 210 =μ−μ , se distribuye:
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Se determina el valor de k mediante el nivel de significación α :
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La región crítica es  
17,5yx

17,5yx
z995,1

59,2
yx

0236,0 −<−
>−

=>
−

a

En consecuencia, la región de aceptación: 17,5yx17,5 ≤−≤−

La evidencia empírica 39,164,1325,12yx =−=− , valor que no se encuentra en la
región de rechazo, por lo que se acepta la hipótesis nula de igualdad de medias, con un
nivel de significación del 4,72%.

Análogamente, la región de rechazo de la hipótesis nula 0H :
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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⎬
⎫
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2
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La región de rechazo de la hipótesis nula no se cumple, { }17,539,1R >= , se concluye
que existe igualdad entre las medias poblacionales.

Cálculo de 0236,0z :

Abscisas Áreas

99,1x

99,198,1

−

−

0233,00236,0

0233,00239,0

−

−
995,1

0006,0
0003,0.01,0

99,1x =+=

26.- Una empresa dedicada a la fabricación de artículos deportivos dispone de dos
máquinas para el inflado de balones. La presión en kg a la que son inflados los balones es
una variable aleatoria X con distribución )25,0;(N α .
Se desea contrastar con un nivel de significación del 5%, la hipótesis de que los balones
inflados con las dos máquinas tienen igual presión media. Para ello, se toman dos
muestras aleatorias simples de balones con las siguientes presiones de inflado:

Máquina 1 3 5 6 4 3 5
Máquina 2 5 4 3 7 6 5 4 7 4

¿Cuál es el resultado del contraste?
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Solución:

Sean las variables aleatorias X = ‘presión en kg que son inflados los balones en la
máquina 1’  e  Y = ‘presión en kg que son inflados los balones en la máquina 2’,
respectivamente, las variables aleatorias siguen distribuciones )25,0;(N 1α  e

)25,0;(N 2α .
La presión media con que son inflados los balones en las máquinas respectivas se

distribuyen con parámetros:  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
α≈

6
25,0

;Nx 1  e  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
α≈

9
25,0

;Ny 2

Se desea contrastar la hipótesis nula de que las presiones medias de inflado con ambas
máquinas son iguales: 210 :H α=α  frente a la hipótesis alternativa 211 :H α≠α

Como la hipótesis alternativa es  21 α≠α  en la decisión que tengamos que tomar deben
ser válidos valores mayores o menores que 2α , con lo que el contraste debe ser
bilateral o de dos colas.

La regla de decisión será: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤−
>−

)RA(HrechazasenokyxSi
)RC(HrechazasekyxSi

0

0

Para analizar el contraste se realizan los cálculos:

9n6n5
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y

y33,4
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x

x 21
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1j
j
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1i
i

======
∑∑
==

-  En las distribuciones del muestreo 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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,Nx 1 , 
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⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
α≈

9
25,0

,Ny 2 , con lo cual,

la diferencia de medias muestrales, bajo la hipótesis nula  210 :H α=α , se distribuye:

)13,0;0(N
9
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6
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;0N
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,0Nyx
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2
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1

2
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⎥
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⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+≡

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ σ
+

σ
≈−

   -  Se determina el valor de k mediante el nivel de significación α :

   [ ] ==μ−μ>−==α 0:H/kyxP)ciertaHHchazar(ReP yx000
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La región crítica es 
255,0yx

255,0yx
z96,1

13,0
yx

025,0 −<−
>−

=>
−

a

En consecuencia, la región de aceptación: 255,0yx255,0 ≤−≤−

La evidencia empírica 67,0533,4yx =−=− , valor que se encuentra en la región de
rechazo, por lo que no se acepta la hipótesis de que los balones inflados con las dos
máquinas tienen igual presión media.

 Análogamente,  la región de rechazo de la hipótesis nula 0H :

⎪⎭
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⎪⎩
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Se verifica la región de rechazo de la hipótesis nula, { }255,067,0R >= , concluyendo
que los balones inflados con las dos máquinas no tienen igual presión media.

CONTRASTE BILATERAL – UNILATERAL  DE DIFERENCIA DE MEDIAS CON VARIANZAS
POBLACIONALES CONOCIDAS.

27.- Una empresa ubicada en Madrid tiene dos conductores para trasladar a los
empleados a Segovia. Los conductores deben anotar la duración de cada trayecto. En
una muestra aleatoria simple de 50 partes de incidencias por conductor, el conductor A
registra un tiempo medio de trayecto de 62,30 minutos con una desviación típica de
10,325 minutos, mientras que el conductor B tiene un tiempo medio de trayecto de
60,02 minutos con una desviación típica de 8,625 minutos.
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El tiempo medio empleado por el conductor A en el trayecto sigue una ley normal
)9,(N 1μ  y el empleado por el conductor B se distribuye según una ley )8,(N 2μ . Con un

nivel de significación del 5%, se pide contrastar:
1. 210:H μ=μ  frente  a  211:H μ≠μ

2. 2:H 210 ≥μ−μ   frente a  2:H 210 <μ−μ

Solución:

1.  Para realizar el contraste bilateral planteado ( 210:H μ=μ ) se recurre al test razón
de verosimilitud, ya que, en este caso el lema de Neyman-Pearson no proporciona una
región crítica óptima.

La regla de decisión que proporciona el test de razón de verosimilitud es:

Regla de decisión ≡  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤−
>−

0

0

HaceptasekyxSi
HrechazasekyxSi

La región crítica de dos colas kyx >−  es función de la diferencia de las medias
muestrales. En esta línea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:

⎥
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⎡ σ
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⎥
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⎢
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⎡ σ
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2

2
2

n
,Ny , con lo cual, la diferencia de medias muestrales,

bajo la hipótesis nula, se distribuye:
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El valor de k se determina a partir del nivel de significación 05,0=α

[ ] ==μ−μ>−==α 0:H/kyxP)ciertaHHchazar(ReP 21000
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y por consiguiente: α−==⎥
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por simetría )1,0(N

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=−=−=
−

===

α

α

025,02/

025,02/

zz96,1
7,1
k

zz96,1
7,1

k

    es decir,   3377,3k =

La región crítica es  3377,3yx >− .
En consecuencia, la región de aceptación: 3377,3yx3377,3 ≤−≤−

La evidencia empírica 28,202,6030,62yx =−=− , valor que no se encuentra en la
región de rechazo, por lo que se acepta la hipótesis nula de igualdad de medias, con lo
que los dos conductores emplean en promedio el mismo tiempo en el trayecto Madrid-
Segovia, con una fiabilidad del 95%.

Señalar que la región de rechazo de la hipótesis nula: 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

>−= α
2

2
2

1

2
1

2 nn
zyxR

2.  La hipótesis nula planteada es 2:H 210 ≥μ−μ , en este caso, la región crítica que se

desprende de la razón de verosimilitud es 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ
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2

2
2
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nn
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en este caso, 645,1z 05,0 =

{ }8013,228,0
50
8

50
9

645,1202,6030,62R
22

−<=
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⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−<−−=

Como la región de rechazo no se verifica, se acepta la hipótesis nula formulada.

CONTRASTE BILATERAL DE LA DIFERENCIA DE PROPORCIONES.

28.- Muebles Quintana realiza un estudio sobre la satisfacción de sus empleados en
distintas secciones. En una muestra aleatoria simple de 100 trabajadores de barnizado
60 se encuentran satisfechos y de otra de 200 trabajadores de cortado se
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manifestaron satisfechos 125. ¿Existen diferencias en los porcentajes de trabajadores
satisfechos de ambas secciones, con un nivel de significación del 5%?

Solución:

Sean las variables aleatorias X = ‘trabajador de la sección de barnizado’  e  Y =
‘trabajador de la sección de cortado’, respectivamente, las variables aleatorias toman el
valor uno si el trabajador está satisfecho, y el valor cero en caso contrario.
Las dos variables aleatorias siguen una distribución de Bernouilli de parámetro p
desconocido.

Las proporciones muestrales obtenidas son: 625,0
200
125p̂6,0

100
60p̂ yx ====

Se contrasta la hipótesis nula de que no existen diferencias entre las proporciones de
trabajadores satisfechos en ambas secciones, es decir, yx0 pp:H = ; frente a la

hipótesis alternativa de que si existen diferencias, esto es, yx1 pp:H ≠ . El contraste

debe ser bilateral o de dos colas.

La regla de decisión será: 
⎪⎩

⎪
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⎧
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)RA(HrechazasenokppSi
)RC(HrechazasekppSi

0yx
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La diferencia de las proporciones muestrales )p̂p̂( yx − , teniendo en cuenta el tamaño de
las muestras (TCL), bajo la hipótesis nula, podemos considerar que siguen una

distribución [ ]06,0;0N
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Se determina el valor de k mediante el nivel de significación α :
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La región crítica es  
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yx
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Región de aceptación de la hipótesis nula:  1176,0p̂p̂1176,0 yx <−<−
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La evidencia empírica (estadístico observado)
025,0625,06,0p̂p̂ yx =−=−  se encuentra en la

región de aceptación, por lo que se admite la
hipótesis nula, es decir, no aparecen diferencias
significativas en los porcentajes de trabajadores
satisfechos en las secciones de Muebles Quintana, con una fiabilidad del 95%.

Análogamente, analizando la región de rechazo:

025,0625,06,0p̂p̂ yx =−=−     96,1z 025,0 =

1176,0
200

375,0.625,0
100

4,0.6,0.96,1 =+ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>−= α
y

yy

x

xx
2yx n

q̂.p̂
n

q̂.p̂
zp̂p̂R

1176,0025,0 < , por lo que no se cumple la región de rechazo, aceptándose la hipótesis
nula con un nivel de significación del 5%.

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE VARIANZAS CON MEDIAS POBLACIONALES
DESCONOCIDAS.
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29.- Una empresa productora de cemento ensaya productos químicos para mejorar la
resistencia de las piezas de hormigón. Para ello, desea contrastar con un nivel de
significación del 5%  la resistencia de dos muestras aleatorias simples, la muestra A no
es tratada con productos químicos mientras que la muestra B se encuentra tratada.
En la tabla adjunta se muestra la resistencia de las piezas ensayadas en kg/cm2:

Muestra A 350 370 340 355 365 347
Muestra B 348 363 372 360 359 365 361

Suponiendo que las dos muestras siguen una distribución normal, indicar si el
tratamiento con productos químicos consiguió una mejora en la resistencia de las piezas
de hormigón.

Solución:

Sea la variable aleatoria X que representa la resistencia de las piezas de hormigón sin
tratar con productos químicos, suponemos que X es una variable aleatoria normal de
media poblacional 1μ  desconocida y desviación típica poblacional 1σ  también
desconocida. Análogamente, la variable aleatoria Y representa la resistencia de las
piezas de hormigón tratadas con media poblacional 2μ  y desviación típica poblacional

2σ , ambas desconocidas.

Deseamos contrastar la hipótesis nula de que las resistencias esperadas son iguales,
210 :H μ=μ , frente a la hipótesis alternativa de que las resistencias esperadas de las

piezas sin tratar es menor que las tratadas, es decir, 211 :H μ<μ .

Como se trata de muestras pequeñas necesitamos comprobar estadísticamente si las
varianzas poblacionales 2

1σ  y 2
2σ  son iguales, planteando primero el siguiente contraste:

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE VARIANZAS POBLACIONALES CON MEDIAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS:

2
2

2
11

2
2

2
10 :H:H σ≠σσ=σ

Región de rechazo de la hipótesis nula:  [ ]
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ó el equivalente,
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región aceptación 0H :  )12n(),11n(;2m
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En nuestro caso, con los datos muestrales:
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Se observa que el estadístico experimental
de contraste 43,2F 6,5 =  se encuentra en la

región de aceptación de la hipótesis nula,
6,5;025,06,5;975,0 F99,543,21432,0F =≤≤= ,

con lo que concluimos que, con un nivel de
significación del 5%, no hay evidencias de
que la resistencia de las piezas tratadas con
productos químicos presente una varianza distinta de aquellas piezas que no fueron
tratadas.

CONTRASTE UNILATERAL DE IGUALDAD DE MEDIAS POBLACIONALES CON VARIANZAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS PERO IGUALES:

Planteamos la hipótesis nula 210 :H μ=μ   frente a la hipótesis alternativa 211 :H μ<μ

Región de rechazo de la hipótesis nula: 
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En nuestro caso,
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El estadístico empírico (contraste) es menor que el estadístico teórico,
11;05,0t796,12832,1t =<−= , con un nivel de significación del 5% se acepta la

hipótesis nula, concluyendo que no se aprecia en la primera muestra una resistencia
media significativa menor que en la segunda muestra tratada. Esto es, el tratamiento
químico no presenta mayor resistencia en las piezas de hormigón.
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CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE MEDIAS POBLACIONALES CON VARIANZAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS.

30.- Un instituto de alimentación animal quiere comparar estadísticamente dos tipos
de dietas. Selecciona al azar una muestra de quince animales de una población de
animales comparables. A nueve de ellos se les suministra la dieta primera y a los seis
restantes la dieta segunda. Los resultados del aumento de peso en kg en una semana son
los siguientes:

Dieta primera 3,75 4,2 4,6 3,95 4,1 3,9 4,3 3,9 4
Dieta segunda 3,6 4,5 4,4 3,2 4 3

Con un nivel de significación del 10%, ¿puede afirmarse que la dieta primera es mejor
que la segunda?

Solución:

Suponiendo que la variable de respuesta (X, Y) para cada una de las dietas (aumento
semanal de peso en kg) es una variable que, respectivamente, se distribuye normal

),(N 11 σμ  y ),(N 22 σμ , donde 1σ  y  2σ  son desconocidas, al tratarse de muestras
pequeñas antes de realizar el contraste para la igualdad de medias poblacionales
necesitamos comprobar estadísticamente si las varianzas poblacionales desconocidas

2
1σ  y 2

2σ  son iguales o distintas.
Por ello, primeramente se plantea:

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE VARIANZAS POBLACIONALES CON MEDIAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS:

 2
2

2
11

2
2

2
10 :H:H σ≠σσ=σ

Región Rechazo de Hipótesis nula:  [ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉= −−α−−α− )1n(),1n(;2)1n(),1n(;212
2

2
1

2121
F;F

s

s
R

Análogamente, la Región de Aceptación:  )1n(),1n(;2)1n(),1n(;21 212
2

2
1

21
F

s

s
F −−α−−α− ≤≤

Para hallar el estadístico de contraste, según los datos muestrales:

2711,0

8183,4F
6875,3
1

F
1F

1735,0ssF

386,0
5

)yy(
s78,3y6n

067,0
8

)xx(
s08,4x9n

5,8;05,0

8,5;05,0
5,8;95,0

2
2

2
15,8

6

1j

2
j

2
22

9

1i

2
i

2
11

=

=

==

==

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
−

===

=
−

===

∑

∑

=

=

Región de rechazo: [ ]{ }8183,4;2711,01735,0R ∉=
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Se observa que el estadístico experimental
de contraste 1735,0F 5,8 =  verifica la
región de rechazo de la hipótesis nula, con
lo que concluimos que, con un nivel de
significación del 10%,  hay evidencias de
que las varianzas poblacionales son
desconocidas y distintas.

CONTRASTE UNILATERAL DE IGUALDAD DE MEDIAS POBLACIONALES CON VARIANZAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS Y DISTINTAS:

Basándonos en la comprobación estadística que hemos realizado, planteamos la hipótesis
nula 210 :H μ≤μ   frente a la hipótesis alternativa 211 :H μ>μ

Región de rechazo de la hipótesis nula: 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>−= α
2

2
2

1

2
1

f; n

s

n

s
t)yx(R , o lo que es

igual, se acepta 0H  si

         
{

teórico
oestadístic

f;

contrasteoestadístic

2

2
2

1

2
1

t

n

s

n

s

)yx(
t α≤

+

−
=

4434421

             

44444444 344444444 21
Welchdeónaproximaci

2

2
2

2
2

1

2
1

2
1

2

2

2
2

1

2
1

2

1n

)n/s(

1n

)n/s(

n

s

n

s

f −

+
+

+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

=

En nuestro caso,   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

===

===

386,0s78,3y6n

067,0s08,4x9n

2
22

2
11

266,0
6
386,0

9
067,0

n

s

n

s
128,1

6
386,0

9
067,0

)78,308,4(
t

2

2
2

1

2
1 =+=+=

+

−
=

886,1tt2125,22

7
)6/386,0(

10
)9/067,0(

9
386,0

9
067,0

f 2;01,0f;22

2

==≈=−
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= α

En consecuencia, la región de rechazo de la hipótesis nula no se verifica:

{ } { }5,03,0266,0.886,13,0
n

s

n

s
t)yx(R

2

2
2

1

2
1

f; >=>=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>−= α
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Análogamente, el estadístico empírico (contraste) es menor que el estadístico teórico,
2;10,0t886,1128,1t =<= , por tanto, con un nivel de significación del 10%, se acepta

la hipótesis nula, concluyendo que no existe evidencia estadística de que la primera
dieta sea mejor que la segunda.

31.- Una empresa que se dedica a fabricar zapatillas de deporte dispone de dos
proveedores de suelas de goma. Para analizar el desgaste de las suelas se ha tomado
una muestra al azar de cada proveedor, obteniéndose los siguientes resultados:
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Proveedor Tamaño muestral Desgaste medio Cuasivarianza desgaste
1 n = 10 6,0x = 068,0s2

x =

2 m = 14 62,0y = 054,0s2
y =

Suponiendo que el desgaste de las suelas sigue una distribución normal, ¿se puede decir,
para un nivel de confianza del 95%, que ambos proveedores proporcionan un producto
de semejante resistencia media al desgaste?.

Solución:

Se tiene que realizar un contraste bilateral de igualdad de medias:  
⎩
⎨
⎧

μ≠μ
μ=μ

211

210

:H
:H

con varianzas poblacionales desconocidas, con muestras pequeñas 30mn <+

Dependiendo de que se suponga que las varianzas son iguales o no el contraste variará.
Por ello, es necesario realizar primero un contraste relativo a la igualdad de varianzas.

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE VARIANZAS POBLACIONALES CON MEDIAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS:

 2
2

2
11

2
2

2
10 :H:H σ≠σσ=σ

Como la hipótesis alternativa es 2
2

2
1 σ≠σ  en la decisión que se elija deberán ser válidos

valores de 2
2

2
1 σ>σ  ó  2

2
2
1 σ<σ , por lo cual el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

Una distribución F de Fisher-Snedecor,
con dos variables 2

nχ  y 2
mχ , independientes

entre si, es una variable 
m
n

F 2
m

2
n

m,n χ

χ
= .

Estadístico de contraste: )1m(,)1n(2
2

2
1 F

s

s
−−=

La regla de decisión será: kF0 13,9 ≤≤

El valor crítico de k se determina mediante el nivel de significación 05,0=α :

[ ]
[ ] [ ] [ ] 05,0FkPkFP 13,92113,933

3

=≥+≤=∞≤≤≤≤=

=≤≤==α

∪ )Fk()kF0(P
H/kF0)ciertaH/HchazarRe(P

1,9211,9

01,900
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[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]( ) [ ]213,9213,9213,9

213,913,913,92

113,913,9113,9113,9

kFPkFP11kFP1

kFPFPFkP

kFP0FPkFPkF0P

≥=≥−−=≤−=

=≤−∞≤=∞≤≤

≤=≤−≤=≤≤

  se tiene:

[ ]

[ ]⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

==⇒=≥

====⇒=≤ −

31,3Fk025,0FkP

2611,0
83,3
1

F
1

Fk025,0kFP

13,9;025,0213,92

9,13;025,0
13,9;025,011113,9

  La región crítica es:

  )31,3F()2611,0F0( 13,913,9 ≥≤≤ ∪

Se observa que el estadístico muestral 259,1
054,0
068,0

s

s
F 2

2

2
1

13,9 ===  no se encuentra en

la región de rechazo. En consecuencia, con un nivel de confianza del 95%, se acepta que
las varianzas son desconocidas pero iguales.

♦ Otra forma rápida de contrastar la hipótesis es haber utilizado la Región de
Rechazo de la Hipótesis nula:

[ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉= −−α−−α− )1m(),1n(;2)1m(),1n(;212
2

2
1 F;F

s

s
R

[ ])F31,3;F2611,0(259,1R 13,9;025,013,9;975,0 ==∉=

CONTRASTE BILATERAL DE IGUALDAD DE MEDIAS POBLACIONALES CON VARIANZAS
POBLACIONALES DESCONOCIDAS PERO IGUALES:

La hipótesis nula  210 :H μ=μ   frente a la hipótesis alternativa 211 :H μ≠μ

Como la hipótesis alternativa es  21 μ≠μ  en la decisión que tengamos que tomar deben
ser válidos valores mayores o menores que 2μ , con lo que el contraste debe ser
bilateral o de dos colas.
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La regla de decisión será: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
≤−

)RA(HrechazasekyxSi
)RA(HaceptasekyxSi

0

0

En el muestreo de las dos poblaciones normales con varianzas desconocidas pero iguales,

las variables X e Y, respectivamente: 110
1

1 t
ns

x
−=

μ−
   e    114

2

2 t
ms

y
−=

μ−

Bajo la hipótesis nula )( 21 μ=μ :  )
m

s

n

s
;0(t)yx(

2
p

2
p

139 +≈− + , donde:

 0597,0
21410

)054,0()114()068,0()110(
s

2mn

2
2s

1m
2
1s

1n

2
p =

−+
−+−

=

−+

−−

4434421

48476484764847648476

 (cuasivarianza muestral ponderada)

es decir, )101,0;0(t)
14
0597,0

10
0597,0

;0(t)yx( 22139 ≡+≈− +

El valor crítico k, bajo la hipótesis nula,  )101,0;0(t)yx( 22≈− , se calcula a partir del
nivel de significación α:

     =>−==α )ciertaHkyx(P)ciertaHHchazar(ReP 000

        05,0
101,0
k

101,0
yx

P =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
>

−
=

 La región crítica:  209,0yxt074,2
101,0

yx
22;025,0 >−=>

−
a

La región de rechazo de la hipótesis nula es: ( )209,0yxR >−= . La evidencia
empírica muestra que  02,062,06,0yx =−=− , valor que no se encuentra en la
región de rechazo, por lo que se acepta la hipótesis nula.
Así pues,  no existe diferencia entre las resistencias medias al desgaste de los
productos proporcionados por los dos proveedores, con una confianza del 95%.

♦ Otra forma rápida de contrastar la hipótesis es haber utilizado la Región de
Rechazo de la Hipótesis nula:

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>−= −+α m
1
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1

styxR p)2mn(;2

2443,00597,0s p == ,  074,2t 22;025,0 =
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⎪
⎬
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>−=
14
1

10
1

)2443,0()074,2(62,06,0R { }209,002,0R >=a
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La evidencia muestra que no se verifica la región de rechazo, por lo que se acepta la
hipótesis nula, con un nivel de confianza del 95%. Esto es,  no existe diferencia entre
las resistencias medias al desgaste de los productos proporcionados por los dos
proveedores.
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32.- En un informa presentado por un reportero a una revista feminista se afirma que
el número medio de horas semanales de conexión a Internet es el mismo para hombres
que para mujeres. Sin embargo no parece prudente publicar estos datos sin
contrastarlos estadísticamente. Se selecciona para ello una muestra de 75 hombres y
50 mujeres. Los resultados muestrales se recogen en la siguiente tabla:

Hombres Mujeres
Tamaño muestral 75 50
Número medio de horas/semana 7,42 5,34
Dispersión en la conexión 9,08 7,24

a) Formular el contraste a realizar y señalar los supuestos que se deben realizar para
resolver el ejercicio.

b) Determinar la región crítica del contraste.
c) Calcular el estadístico del contraste.
d) ¿Existe evidencia para rechazar la hipótesis nula a un nivel de significación del 5%?

Solución:

a)  Sean las  variables aleatorias, respectivamente,  X = 'Tiempo conexión a Internet de
los hombres' e  Y = 'Tiempo conexión a Internet de las mujeres', donde ),(NX 11 σμ≈

e  ),(NY 22 σμ≈ .

En las muestras se obtuvieron los resultados: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

===

===

50m24,7s34,5y

75n08,9s42,7x

2

1

NOTA.- En el supuesto que la dispersión muestral se refiriese a la desviación típica,
tendríamos que considerar la relación  [ 22 s)1n(n −=σ ], en este caso, se tendría

14,9s1 =  y  31,7s2 =

b)   En el contraste se establecen las hipótesis:  
⎩
⎨
⎧

≠μ−μ
=μ−μ

0:H
0:H

211

210

Como la hipótesis alternativa es 021 ≠μ−μ  en la decisión que se elija deberán ser
válidos valores de 21 μ>μ  ó 21 μ<μ , por lo cual el contraste debe ser bilateral o de
dos colas.

La regla de decisión será: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
≤−

.)C.R(HrechazasekyxSi
.)A.R(HaceptasekyxSi

0

0

Los supuestos son: 
muestralselecciónladeciaIndependen

grandesmuestrasconasdesconocidlespoblacionaVarianzas
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c)    En el muestreo de las dos poblaciones normales con varianzas desconocidas, las

variables X e Y, respectivamente, siguen distribuciones: ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
μ

n

s
,N 1

1  y ⎟
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⎜
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⎛
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s
,N 2

2 ,

con lo que la diferencia de medias muestrales 
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⎡
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s
,)(N)yx(

2
2

2
1

21

Con lo cual, la diferencia de medias muestrales, bajo la hipótesis nula 0:H 210 =μ−μ ,
se distribuye:

)465,1;0(N
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El  valor crítico  k se determina mediante el nivel de significación α :
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La región crítica: 025,0z96,1
465,1

yx
=>

−

8714,2yx >−

En consecuencia, la región de aceptación: 8714,2yx8714,2 ≤−≤−

d)  La evidencia empírica 08,234,542,7yx =−=− , valor que no se encuentra en la
región de rechazo, por lo que se acepta la hipótesis nula de igualdad de medias. Esto es,
con un nivel de significación del 5%, el número medio de horas conectados a internet es
el mismo para hombres que para mujeres.
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33.- En dos poblaciones ),2(N 1σ  y ),3(N 2σ , con un nivel de significación del 10%, se

quiere contrastar la hipótesis de igualdad de varianzas, habiendo tomado,
respectivamente, dos muestras independientes, con los datos que se reflejan en la tabla
adjunta:

ix 2 7 5 9
jy 4 10 7 8 5 9

Solución:

Las variables aleatorias X e Y siguen, respectivamente, distribuciones ),2(N 1σ  e

),3(N 2σ .

En el contraste bilateral se establecen las hipótesis:  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

σ≠σ

σ=σ
2
2

2
1

2
2

2
1
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:H

1

0

Sabemos que la variable 2
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n
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=   por ser la suma de n variables aleatorias

)1,0(N , independientes entre sí. Por otro lado, la variable 
m
n

F 2
m

2
n

m,n χ

χ
=  se distribuye

como una F de Fisher-Snedecor con n y m grados de libertad.

Bajo la hipótesis nula 22
2

2
1 σ=σ=σ , las variables  2

42
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Como la hipótesis alternativa es 2
2

2
1 σ≠σ  en la

decisión que se elija deberán ser válidos valores
de 2

2
2
1 σ>σ  ó  2

2
2
1 σ<σ , por lo cual el contraste

debe ser bilateral o de dos colas.

La regla de decisión será: kF0 6,4 ≤≤

El valor de k se determina mediante el nivel de significación 10,0=α :
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[ ] [ ] 100,)Fk()kF0(PH/kF0)ciertaH/HchazarRe(P 6,4216,406,400 =∞≤≤≤≤=≤≤==α ∪

[ ] [ ] 100,FkPkFP 6,4216,4 =≥+≤=
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La región crítica es:   )53,4F()162,0F0( 6,46,4 ≥≤≤ ∪

De otra parte, para conocer el valor muestral del estadístico F, es necesario calcular:
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       95,0
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Se observa que el estadístico muestral 95,0F 6,4 =  no pertenece a ninguno de los dos

intervalos, encontrándose en la región de aceptación, en consecuencia, aceptamos la
hipótesis nula de igualdad de varianzas, a un nivel de significación del 10%.

Análogamente, la región de rechazo: [ ]
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1FF 5,3;05,0)12n(),11n(;2/
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5,3;95,0)12n(),11n(;2/1 ====== −−α−−α−

El estadístico muestral [ ]4095,5;11,066,1)s/s( 2
y

2
x ∈= , por lo que aceptamos la

hipótesis nula de igualdad de varianzas, con un nivel de significación del 10%.
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CONTRASTE DE HIPÓTESIS. TEOREMA DE NEYMAN-PEARSON.

34.- Un experto cree que el número medio de errores por página que comete es dos.
Por otra parte, el editor defiende que el número medio es de cuatro. Para una muestra
aleatoria simple de 100 páginas, con un nivel de significación del 5%, se pide:

1. Obtener la región crítica.
2. Hallar la potencia del contraste.
3. Si en la muestra aleatoria de 100 páginas se encontraron 250 errores, ¿qué

hipótesis se acepta?
Nota.- Se supone que el número de errores por página sigue una distribución de Poisson.

Solución:

1)  La variable aleatoria  X = ’número de errores por página’  sigue una distribución de
Poisson de parámetro λ  (número medio de errores por página).

Sobre el parámetro λ  se establecen las hipótesis nula y alternativa: 
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=λ
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La función de verosimilitud para una muestra aleatoria simple de tamaño n:
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Para obtener la mejor región crítica se aplica el teorema de Neyman-Pearson:
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. La mejor región crítica es de la forma kx
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1i
i ≥∑

=

El valor de k se obtiene considerando que el nivel de significación es del 5%, y teniendo
en cuenta que ∑

=

100

1i
ix , bajo la hipótesis nula, sigue una distribución de Poisson de
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parámetro 2002.100 ==λ , es decir, )200(Px
100

1i
i =λ∈∑

=
. Por otra parte, ∑

=

100

1i
ix se puede

aproximar mediante la distribución normal )200,200(N . En consecuencia:
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La mejor región crítica es 3,223x
100

1i
i ≥∑

=
. En otras palabras, si la suma de observaciones

muestrales es mayor que 223,3 se rechaza la hipótesis nula.

2)  )ciertaHHchazar(ReP)falsaHHchazar(RePPotencia1 1000 ≡==β−

Considerando, de una parte, que bajo la hipótesis alternativa 4:H1 =λ , el ∑
=

100

1i
ix  sigue

una distribución de Poisson de parámetro 4004.100 ==λ , es decir, )400(Px
100

1i
i =λ∈∑

=
.

Teniendo en cuenta su aproximación a la distribución normal )400,400(N , resulta:
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La potencia del contraste es prácticamente la unidad.

3)  En la muestra aleatoria simple de 100 páginas se encontraron 250 errores, como la
región crítica es 3,223x

100

1i
i ≥∑

=
, con un nivel de significación del 5% se rechaza la

hipótesis nula del experto que aseguraba que el número medio de errores por página era
de dos.
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35.- En una distribución de Poisson se establece sobre el parámetro la hipótesis nula,
1,0:H0 =λ , y la alternativa, 4,0:H1 =λ . En muestras aleatorias simples de tamaño

100, siendo el nivel de significación 0,1, se desea conocer:
a) La mejor región crítica.
b) La potencia del contraste.

Solución.-

a)  Una variable aleatoria X sigue una distribución de Poisson de parámetro λ  cuando:
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== e

!k
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Aplicando el lema de Neyman-Pearson, el cociente de las funciones de verosimilitud:
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de donde,
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a .  La mejor región crítica es  kx
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-  Bajo la hipótesis nula, ∑
=

100

1i
ix  es una variable aleatoria, suma de cien variables

aleatorias independientes,  que sigue una distribución de Poisson de parámetro
)10(P)1,0.100(P ==λ .

Por otra parte, como el tamaño muestral es lo suficientemente grande se puede utilizar

la aproximación normal (teorema central del límite):  )10,10(Nx
100

1i
i ≈∑

=

El valor crítico k se determina mediante el nivel de significación 1,0=α
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Como los valores que toma una variable de Poisson son enteros, la mejor región crítica

es 15x
100

1i
i ≥∑

=
. Es decir, cuando la suma de los valores muestrales sea mayor que 15,

rechazaremos la hipótesis nula.

b)         )ciertaHHchazar(ReP)falsaHHchazar(RePPotencia 1000 ≡=

Considerando, de una parte, que bajo la hipótesis alternativa 4,0:H1 =λ , el ∑
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ix  sigue

una distribución de Poisson de parámetro 404,0.100 ==λ :  )40(Px
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Teniendo en cuenta su aproximación a la distribución normal )40,40(N , resulta:
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La potencia del contraste es prácticamente la unidad.
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36.- Las patatas cultivadas en la parcela A siguen una distribución )144,(N 1α ;

mientras que las cultivadas en la parcela B siguen una distribución )225,(N 2α . Un
agricultor quiere contrastar que el peso medio de las patatas cultivadas en ambas
parcelas es el mismo, 0:H 210 =α−α , frente a la hipótesis alternativa de que el peso
medio de las patatas cultivadas en la parcela A es de 80 gramos mayor que el de las
cultivadas en la parcela B, 80:H 211 =α−α . Para ello, selecciona una muestra aleatoria

de 100 patatas de la primera parcela con un peso medio de 400 gramos; y otra de 81
patatas de la segunda parcela con un peso medio de 324 gramos. Se pide:

1. Hallar la mejor región crítica.
2. Calcular la potencia del contraste.
3. ¿Se acepta la hipótesis de que las patatas cultivadas en ambas parcelas tienen el

mismo peso medio?

Solución:

Sean la variable aleatoria X = ’peso medio de las patatas en la parcela A’, que sigue una
distribución )144,(N 1α . Análogamente, sea la variable aleatoria Y = ’peso medio de las

patatas en la parcela B’, con una distribución )225,(N 2α . Sean, respectivamente, xv  e
y , las dos medias muestrales de las dos muestras aleatorias simples de patatas
correspondientes a las dos parcelas.

x  se distribuye según una 
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La diferencia de las medias muestrales )yx( −  se distribuye según una normal:
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Para hallar la mejor región crítica se aplica el teorema de Neyman-Pearson:
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Para hallar el valor de k se considera que el nivel de significación es 0,05, se
verifica la hipótesis nula  0:H 210 =α−α , y por tanto )85,28;0(N)yx( ∈− , entonces:
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Si la diferencia entre las medias de las dos muestras es superior a 47,46 gramos se
rechaza la hipótesis nula de igualdad de medias poblacionales.

2)  )ciertaHHchazar(ReP)falsaHHchazar(RePPotencia 1000 ≡=

Si se verifica la hipótesis alternativa 80:H 211 =α−α , se tiene )85,28;80(N)yx( ∈−

Con lo cual,
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2)  La diferencia entre el peso medio de las muestras tomadas en ambas parcelas es:

gramos76324400 =−

Como la diferencia es mayor que 47,46 gramos, se rechaza la hipótesis nula de que
ambas parcelas producen patatas con igual peso medio.
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37.- El gasto diario, en miles de euros, en electricidad de una empresa es una variable
aleatoria con distribución ).1;(N α  Se desea contrastar con un nivel de significación del
5%, la hipótesis nula de que el gasto medio diario es de 30 euros frente a la hipótesis
alternativa de que dicho gasto es menor que la citada cifra.
Para ello se toma una muestra aleatoria simple de diez días en los que el gasto en
electricidad en euros fue:

29,50 29,30 30,50 31,50 29,10 29,90 30,10 31 31,50 30

Se pide:

1. ¿Cuál es la hipótesis aceptada?
2. ¿Cuál habría sido la probabilidad de aceptar que el gasto diario medio es de 30

euros, si el gasto medio diario fuese un 2% superior a la cifra supuesta en la
hipótesis nula?

Solución:

1)  La variable aleatoria X = ‘gasto diario en facturas de electricidad’  ).1;(NX α∈

La hipótesis nula 30:H0 =α  frente a la hipótesis alternativa 30:H1 <α

Para una muestra aleatoria simple de tamaño n, de una población ),1;(N α la función de
verosimilitud es:
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Para obtener la región crítica, aplicando el teorema de Neyman-Pearson:
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con lo que la forma de la región crítica es kx ≤ .

Siendo el nivel de significación del 5%:  [ ] 05,030:HkxP 0 ==α≤

Si la hipótesis nula es cierta, considerando que la muestra es de tamaño 10, la media
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La región crítica es: 48,29x ≤
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Siendo 48,2942,30x >=  se acepta la hipótesis nula, siendo el gasto medio diario en
electricidad de 30 euros, con una fiabilidad del 95%.

2)  Si el gasto medio diario fuera un 2% superior a 30 euros, sería de 30,6 euros, es
decir .6,30=α  En este caso, la media muestral se distribuye según una normal

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

10
1;6,30Nx , por tanto, la probabilidad pedida sería:

[ ] [ ] 9998,054,3zP
101

6,3048,29
101

6,30xP6,30siendoHAceptarP 0 =−>=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
>

−
==α



Contraste de Hipótesis

Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                        181

38.- Las especificaciones de un tipo de báscula aseguran que los errores en las pesadas
siguen una distribución normal con esperanza nula y varianza unidad. Se desea
contrastar la afirmación sobre la varianza frente a la hipótesis alternativa de que la
varianza es 4. En este sentido, se realizan cinco pesadas en las que el error cometido
resultó ser

1 0,9 - 0,2 1,4 - 0,7

Para un nivel de significación del 5%, se pide:
1. Obtener la mejor región crítica.
2. Obtener la potencia del contraste.
3. Indicar qué hipótesis resultada aceptada.

Solución:

1)  Sea la variable aleatoria X = ‘error cometido en la báscula’  ).;0(NX σ∈

Se tiene la hipótesis nula 1:H 2
0 =σ  frente a la hipótesis alternativa 4:H 2

1 =σ

La función de verosimilitud para una muestra aleatoria simple de tamaño 5 es:
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La región crítica óptima se obtiene aplicando el teorema de Neyman-Pearson:
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La forma de la mejor región crítica es  kx
5

1i

2
i ≥∑

=

El valor de k se obtiene apoyándonos en que el nivel de significación es del 5%:
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05,01:HkxP 2
0

5

1i

2
i =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ =σ≥∑

=

Si la hipótesis nula es cierta, la variable aleatoria se distribuye según una normal
)1;0(N , siendo ∑

=

5

1i

2
ix una variable aleatoria suma de cinco variables aleatorias

independientes y con distribución )1;0(N . En consecuencia, ∑
=

5

1i

2
ix  se distribuye como

una 2
5χ (ji-cuadrado con cinco grados de libertad).

En este sentido, observando en las tablas:  07,11K05,0kxP
5

1i

2
i =⇒=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ≥∑

=

La región crítica es: 07,11x
5

1i

2
i ≥∑

=

En otras palabras, se aceptará la hipótesis nula cuando  la suma de los cuadrados de las
observaciones muestrales sea menor que 11,07

2)  La potencia del contraste es la probabilidad de rechazar la hipótesis nula cuando es
cierta la hipótesis alternativa, esto es:

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ =σ≥∑=

=
4:H07,11xPPotencia 2

1

5

1i

2
i

Observemos que si la hipótesis alternativa es cierta, la variable aleatoria X se
distribuye según una normal )2;0(N , con lo que dividiendo cada ix por la desviación

típica 2=σ , se tiene que ∑
=

5

1i

2
i )2x( se distribuye según una 2

5χ , en consecuencia:

75,07675,2)2x(P4:H07,11xPPotencia 25
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3) El contraste se realiza hallando el ∑
=

5

1i

2
ix  de la muestra aleatoria simple, siendo:

07,113,4)7,0(4,1)2,0(9,01x 222225

1i

2
i <=−++−++=∑

=

por lo que se acepta la hipótesis nula.
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39.- El precio de los productos vendidos por una empresa es una variable aleatoria con
función de densidad  1x)x(f −θθ= , donde 0,1x0 >θ<< , que depende del parámetro
desconocido θ . Se quiere contrastar sobre el valor de dicho parámetro la hipótesis nula

1:H0 =θ  frente a la alternativa 2:H1 =θ . Para ello, se toma una muestra aleatoria

simple de tamaño dos.
Determinar el nivel de significación y la potencia del contraste, si se toma como región
crítica 6,0xx 21 ≤

Solución:
El nivel de significación α  es la probabilidad de rechazar la
hipótesis nula siendo cierta: )ciertaHHchazar(ReP 00=α .

En la región crítica 6,0xx 21 ≤ , para  1=θ  se tiene: 1)x(f = ,
con lo cual:
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La probabilidad de rechazar la hipótesis nula siendo cierta es alta, lo que indica que el
contraste es malo.

 )ciertaHHchazar(ReP)falsaHHchazar(RePPotencia1 1000 ≡==β− .

En la región crítica 6,0xx 21 ≤ , para  2=θ  se tiene x2)x(f = , la potencia será:
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La potencia del contraste no resulta excesivamente alta, el contraste no es bueno.
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40.- El volumen diario de ventas de una empresa, en cien mil euros, es una variable
aleatoria X sobre cuya función de densidad se establece la hipótesis nula

2x0,2x)x(f:H0 <<= , frente a la hipótesis alternativa .2x0,21)x(f:H1 <<=

Para realizar el contraste se toma una muestra aleatoria simple de dos días en los que
los volúmenes de venta fueron de 50.000 euros y 100.000 euros. Con un nivel de
significación del 5 por ciento, se pide:

1. Hallar la mejor región crítica.
2. Calcular la potencia del contraste.
3. Qué hipótesis se acepta.

Solución:

1) Para una muestra aleatoria simple de tamaño dos, la
mejor región crítica aplicando el teorema de Neyman-
Pearson, el cociente de las funciones de verosimilitud es:

kx.x
21.21

x.x
)21)x(f,x,x(L
)2x)x(f,x,x(L

21
21

21

21 ≤==
=

=

Si la hipótesis nula es cierta )2x)x(f = , con un nivel de
significación del 5%, se tiene:
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La regla de decisión es 3733,0x.x 21 ≤ .

Es decir, se rechaza la hipótesis nula si durante los días el producto de los dos
volúmenes de ventas de la muestra es inferior a 37.330 euros.

2) )ciertaHHchazar(ReP)falsaHHchazar(RePPotencia1 1000 ≡==β− .

En la región crítica 3733,0xx 21 ≤ , con la función de densidad 21)x(f = , la potencia:
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3) En la muestra aleatoria simple, los volúmenes de ventas fueron de 50.000 y 100.000
euros, en consecuencia 5,0x1 =  y 1x2 = , por tanto, 5,0x.x 21 =

Como la región crítica es 3733,0xx 21 ≤ , se acepta la hipótesis nula.
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41.- Se sabe que las peras siguen una distribución )1,(N θ . En una muestra de peras,
con peso medio de 300 gramos, se realizó un contraste con un nivel de significación del
5% y una potencia de 0,6443, en donde la hipótesis nula era de 4,0:H0 =θ kg frente a

la hipótesis alternativa de 3,0:H1 =θ kg. Se desea saber:

1. Cuál es el tamaño de la muestra.
2. Hallar la hipótesis aceptada.

Solución:

1)  En una distribución )1,(N θ ,  en una muestra de tamaño n, la función de verosimilitud
vendrá dada por la expresión:
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Con las hipótesis del contraste, 4,0:H0 =θ  y 3,0:H1 =θ . La región crítica óptima se

obtiene aplicando el teorema de Neyman-Pearson:

1

n

1i
ix2,0n7,0

2
1n

1i

n

1i

n

1i
ix6,0n09,02

ix
n

1i
ix8,0n16,02

ix
2
1

n

1i

n

1i

2)3,0ix(2)4,0ix(
2
1

n

1i

2)3,0ix(
2
1n

n

1i

2)4,0ix(
2
1n

n21

n21

kee

e

e
2
1

e
2
1

)3,0,x,,x,x(L
)4,0,x,,x,x(L

≤
∑

=
∑ ∑ ∑∑

=

=
∑ ∑

=
∑

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

π

∑
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

π=
=θ

=θ

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

=
−−

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

= = =
+−−

=
−+−

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

= =
−−−−

=
−−

=
−−

L

L

tomando logaritmos neperianos, resulta,
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La forma de la mejor región crítica es:  kx ≤

Ahora bien,  la hipótesis nula 4,0:H0 =θ  es cierta si )n1;4,0(Nx ∈ . Con un nivel de

significación del 5%, se tiene:
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De otra parte, sabemos que la potencia del contraste es 0,6443.

)ciertaHHchazar(ReP)falsaHHchazar(RePPotencia1 1000 ≡==β− .

Si se verifica la hipótesis alternativa 3,0:H1 =θ  se tiene que )n1;3,0(Nx ∈
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Resolviendo el sistema: 
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El tamaño de la muestra es de 406 peras.

2)  La mejor región crítica será  3184,0kx =≤ , rechazándose la hipótesis nula cuando
el peso medio de la muestra de peras sea inferior a 318,4 gramos.
Como en la muestra se obtuvo un peso medio de 300 gramos ( 4,318300 ≤ ), se rechaza
la hipótesis nula de que el peso medio de las peras es de 0,4 kg.
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    Estadística Teórica II

TABLAS DE CONTINGENCIA
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CONTRASTE NO PARAMÉTRICO DE BONDAD DE AJUSTE

1.- Para comprobar si los operarios encontraban dificultades con una prensa manual de
imprimir, se hizo una prueba a cuatro operarios anotando el número de atascos sufridos
al introducir el mismo número de hojas, dando lugar a la siguiente tabla:

Operario A B C D Total
Obstrucciones 6 7 9 18 40

Con un nivel de significación del 5%, ¿existe diferencia entre los operarios?

Solución.-

Estableciendo la hipótesis nula  :H0  'no existe diferencia entre los operarios'

La probabilidad de que se atascase una hoja sería 4/1  para todos los operarios.
De este modo, el número de atascos esperados para cada uno de ellos sería

4,,1ii )10e( L== .

Tenemos, la tabla de contingencia 1 x 4:

Operario A B C D Total

Obstrucciones 6
(10)

7
(10)

9
(10)

18
(10)

40
(40)

Se acepta la hipótesis nula, a un nivel de significación α  si
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o bien, la región de rechazo de la hipótesis nula: 
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con lo cual, 940
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e
n 22224
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3 =−+++=−=χ ∑
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Con el nivel de significación ( 05,0=α ),  el estadístico teórico: 815,72
3;05,0 =χ

siendo 2
3;05,0

2
3 815,79 χ=>=χ  se verifica la región de rechazo, en consecuencia,

rechazamos la hipótesis nula y se concluye que existe diferencia significativa entre los
operarios respecto al número de atascos en la prensa de imprimir.
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CONTRASTE NO PARAMÉTRICO DE BONDAD DE AJUSTE A UNA POISSON CON PARÁMETRO
DESCONOCIDO.

2.- En un laboratorio se observó el número de partículas α  que llegan a una
determinada zona procedentes de una sustancia radiactiva en un corto espacio de
tiempo siempre igual, obteniéndose los siguientes resultados:

Número partículas 0 1 2 3 4 5
Número períodos de tiempo 120 200 140 20 10 2

¿Se pueden ajustar los datos obtenidos a una distribución de Poisson, con un nivel de
significación del 5%?

Solución.-

Se establece la hipótesis nula 'PoissonlaaajustaseempíricaóndistribuciLa':H0

La hipótesis nula se acepta, a un nivel de significación α  si
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La distribución de Poisson se caracteriza porque sólo depende del parámetro λ  que
coincide con la media.

Sea la variable aleatoria X = ‘número de partículas’ y in = ‘número de períodos de tiempo’

ix in ii nx ii p)kx(P ==

0 120 0 0,3012
1 200 200 0,3614
2 140 280 0,2169
3 20 60 0,0867
4 10 40 0,0260
5 2 10 0,0062

2,1
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n

nx
x ii ===λ= ∑

2,1=λ
en consecuencia,
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i e
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)kx(P −==  5,,0k L=

n = 492 590

Las probabilidades con que llegan las partículas 5,,1,0k L=  se obtienen sustituyendo

los valores de k en la fórmula 2.1
k

i e
!k

2,1
)kx(P −== , o bien en las tablas con 2,1=λ
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Para verificar si el ajuste de los datos a una distribución de Poisson se acepta o no,
mediante una 2χ , tenemos que calcular las frecuencias esperadas )pne( ii =

ix 0 1 2 3 4 5

frecuencias
120

)2,148e( 1 =
200

)8,177e( 2 =
140

)7,106e( 3 =
20

)7,42e( 4 =
10

)8,12e( 5 =
2

)05,3e( 6 =

2,1483012,0.492e1 ==       8,1773614,0.492e2 ==         7,1062169,0.492e3 ==

7,420867,0.492e4 ==       8,120260,0.492e5 ==          05,30062,0.492e6 ==

dando lugar a una tabla de contingencia 1 x 6, en donde hay que agrupar las dos últimas
columnas por tener la última columna frecuencias esperadas menores que cinco.
Por tanto, se tiene la tabla de contingencia 1 x 5:

ix 0 1 2 3 4  y  5
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120

)2,148e( 1 =
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)8,177e( 2 =
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Así, los grados de libertad son tres )31151pk( =−−=−−

♦ El estadístico de contraste:
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♦ El estadístico teórico: 815,72
3;05,0 =χ

El estadístico de contraste (bondad de ajuste) es mayor que el estadístico teórico
)815,7( ,  rechazándose la hipótesis nula, es decir, la distribución NO se puede ajustar

a una distribución de Poisson a un nivel de significación del 5%.

Se verifica la región de rechazo: { }815,731,32
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En el test de la 2χ  hay que tener en cuenta las siguientes consideraciones:

 Hay que tener en cuenta el número de modalidades que admite el carácter, ya que al haber
más modalidades la 2χ  va siendo cada vez más grande.

 Para emplearlo correctamente es necesario que las frecuencias esperadas de las distintas
modalidades no sea inferior a cinco.
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 Si existe alguna modalidad que tenga una frecuencia esperada menor que cinco se agrupan
dos o más modalidades contiguas en una sola hasta lograr que la nueva frecuencia sea mayor
que cinco.

 Si para obtener las frecuencias esperadas se necesitan hallar p parámetros entonces los
grados de libertad de la 2χ  son (k - p) si son independientes, y (k – p - 1) si son excluyentes
las modalidades.

 Se puede aplicar el test de la 2χ  en situaciones en las que se quiere decidir si una serie de
observaciones se ajusta o no a una función teórica previamente determinada (binomial,
Poisson, normal, o hipotética).
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CONTRASTE NO PARAMÉTRICO DE BONDAD DE AJUSTE A UNA NORMAL CON PARÁMETROS
DESCONOCIDOS.

3.- Para una muestra aleatoria simple de 350 días, el número de urgencias tratadas
diariamente en un hospital A queda reflejado en la siguiente tabla:

Nº urgencias 0 – 5 5 – 10 10 – 15 15 – 20 20 – 25 25 - 30 Total días
Nº días 20 65 100 95 60 10 350

Contrastar, con un nivel de significación del 5%, si la distribución del número de
urgencias tratadas diariamente en el hospital A se ajusta a una distribución normal.

Solución.-

Para ajustar los datos obtenidos a una distribución normal ),(N σμ  de parámetros
desconocidos, se necesitan estimar los dos parámetros recurriendo a los estimadores
máximo-verosímiles: )ˆ,xˆ( 2

x
2 σ=σ=μ , donde la variable aleatoria X = ‘ número de

urgencias diarias’.

Se establece la hipótesis nula 'normallaaajustaseempíricaóndistribuciLa':H0

Se acepta la hipótesis nula, a un nivel de significación α  si

43421
4434421 teóricooestadístic

2
1pk;

k

1i i

2
i

contrasteoestadístic

k

1i i

2
ii2

1pk n
e
n

e
)en(

−−α
==

−− χ<−=
−

=χ ∑∑  donde  
estimaraparámetrosnúmero

ervalosintnúmero

p
k
≡
≡

1)  Se obtiene la media y la desviación típica:

Intervalos ix in ii nx i
2
i nx

0 - 5 2,5 20 50 125
5 - 10 7,5 65 487,5 3656,25
10 - 15 12,5 100 1250 15625
15 - 20 17,5 95 1662,5 29093,75
20 - 25 22,5 60 1350 30375
25 - 30 27,5 10 275 7562,5

350nn
6

1i
i == ∑

=
5075nx

6

1i
ii =∑

=
5,86437nx

6

1i
i

2
i =∑

=
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5,14
350

nx
x

6

1i
ii
==

∑
=      71,36)x(

350

nx

350

n)xx(
2

6

1i
i

2
i

6

1i
i

2
i

2
x =−=

−
=σ

∑∑
==      06,6x =σ

2)  Se procede al ajuste de una distribución normal )06,6;5,14(N  hallando las
probabilidades de cada uno de los intervalos:

Intervalos in ip npe ii =
2

ii )en( − i
2

ii e/)en( −

0 - 5 20 0,0498 17,43 6,6 0,38
5 - 10 65 0,1714 59,99 25,1 0,42
10 - 15 100 0,3023 105,81 33,76 0,32
15 - 20 95 0,2867 100,35 28,62 0,29
20 - 25 60 0,1396 48,86 124,1 2,54
25 - 30 10 0,0366 12,81 7,9 0,62

350n = 57,4e/)en(
6

1i
i

2
ii =−∑

=

04978,000842,00582,0)39,2z(P)57,1z(P)39,2z57,1(P

)57,1z39,2(P
06,6

5,145
06,6

5,14x
06,6

5,140P)5x0(P

=−=>−>=<<=

=−<<−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
<

−
<

−
=<<

1714,00582,02296,0)57,1z(P)74,0z(P)57,1z74,0(P

)74,0z57,1(P
06,6

5,1410
06,6

5,14x
06,6

5,145P)10x5(P

=−=>−>=<<=

=−<<−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
<

−
<

−
=<<

3023,02296,04681,01)08,0z(P)74,0z(P1)74,0z08,0(P

)08,0z74,0(P
06,6

5,1415
06,6

5,14x
06,6

5,1410P)15x10(P

=−−=>−>−=<<=

=<<−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
<

−
<

−
=<<

2867,01814,04681,0)91,0z(P)08,0z(P

)91,0z08,0(P
06,6

5,1420
06,6

5,14x
06,6

5,1415P)20x15(P

=−=>−>=

=<<=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
<

−
<

−
=<<

1396,00418,01814,0)73,1z(P)91,0z(P

)73,1z91,0(P
06,6

5,1425
06,6

5,14x
06,6

5,1420P)25x20(P
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
<

−
<

−
=<<

0366,00052,00418,0)56,2z(P)73,1z(P

)56,2z73,1(P
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5,1430
06,6

5,14x
06,6

5,1425P)30x25(P

=−=>−>=

=<<=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
<

−
<

−
=<<

3)  Se calculan las frecuencias esperadas, multiplicando las probabilidades por el
número total n.pe ii =
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4)  Se calcula el estadístico de contraste 2χ , donde el número de grados de libertad es
31261)estimaraparámetrosºn()ervalosintºn(1pk =−−=−−=−− , con lo cual,

57,4
e

)en(6

1i i

2
ii2

3 =
−

=χ ∑
=

Por otra parte, el estadístico teórico 815,72
3;05,0 =χ

Como 815,757,4 2
3;05,0

2
3 =χ<=χ , se acepta la hipótesis nula a un nivel de significación

del 5%. En consecuencia, la variable aleatoria número de urgencias en el hospital A sigue
una distribución )06,6;5,14(N .
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CONTRASTE DE HOMOGENEIDAD.

4.- Para conocer la opinión de los ciudadanos sobre la actuación del alcalde de una
determinada ciudad, se realiza una encuesta a 404 personas, cuyos resultados se
recogen en la siguiente tabla:

Desacuerdo De acuerdo No contestan
Mujeres 84 78 37
Varones 118 62 25

Contrastar, con un nivel de significación del 5%, que no existen diferencias de opinión
entre hombres y mujeres ante la actuación del alcalde.

Solución.-

Se trata de un contraste de homogeneidad en el que se desea comprobar si las
muestras proceden de poblaciones distintas.

Tenemos dos muestras clasificadas en tres niveles, donde se desea conocer si los
hombres y mujeres proceden de la misma población, es decir, si se comportan de
manera semejante respecto a la opinión de la actuación del alcalde.

La hipótesis nula: :H0 'No existe diferencia entre hombres y mujeres respecto a la opinión'

Región de rechazo de la hipótesis nula: { }2
)1m(.)1k(;

2
)1m(.)1k(R −−α−− χ≥χ=

Se forma una tabla de contingencia 2 x 3 de la siguiente forma:  en cada frecuencia
observada m,,1j;k,,1iij)n( LL == en la tabla de contingencia tenemos una frecuencia teórica o

esperada ije  que se calcula mediante la expresión: 
n
nn

npe jyix
ijij ==  , donde ijp  son las

probabilidades de que un elemento tomado de la muestra presente las modalidades ix

de X  e  jy  de Y.

Desacuerdo De acuerdo No contestan Total (
ixn )

Mujeres
84

)5,99e( 11 =
78

)96,68e( 12 =
37

)53,30e( 13 =
199

Varones
118

)5,102e( 21 =
62

)03,71e( 22 =
25

)46,31e( 23 =
205
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Total ( jyn ) 202 140 62  404n =

5,99404
202.199

11e ==          96,68404
140.199

12e ==          53,30404
62.199

13e ==

   5,102404
202.205

21e ==       03,71404
140.205

22e ==          46,31404
62.205

23e ==

El estadístico de contraste: 2
2

2
)13(.)12(

2

1i

3

1j ij

2
ijij

e
)en(

χ=χ=
−

−−
= =
∑ ∑ , con lo que,

76,9
46,31

)46,3125(

03,71
)03,7162(

5,102
)5,102118(

53,30
)53,3037(

96,68
)96,6878(

5,99
)5,9984(

e
)en(

2

222222

1i

3

1j ij

2
ijij2

2

=
−

+

+
−

+
−

+
−

+
−

+
−

=
−

=χ ∑∑
= =

sigue una 2χ  con  dos grados de libertad si es cierta la hipótesis nula con 5eij >  j,i∀ ;

en caso contrario sería necesario agrupar filas o columnas contiguas.

♦ El estadístico de contraste: n
e
n

e
)en( k

1i

m

1j ji

2
ji2

)1m(.)1k(

k

1i

m

1j ji

2
jiji −=χ=

−
∑∑∑∑
= =

−−
= =

 (manera útil)

                  76,9404
46,31

25
03,71

62
5,102

118
53,30

37
96,68

78
5,99

84n
e
n 2222222

1i

3

1j ji

2
ji =−+++++=−∑∑

= =

El estadístico teórico 991,52
2;05,0 =χ

Como 991,576,9 2
2;05,0

2
2 =χ>=χ  se cumple la región de rechazo, concluyendo que las

muestras no son homogéneas, esto es, no proceden de la misma población, hombres y
mujeres no opinan lo mismo.
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CONTRASTE DE INDEPENDENCIA.

5.- Novecientos cincuenta escolares se clasificaron de acuerdo a sus hábitos
alimenticios y a su coeficiente intelectual:

Coeficiente Intelectual Total
< 80 80 - 90 90 - 99 ≥  100

Nutrición buena 245 228 177 219 869
Nutrición pobre 31 27 13 10 81
Total 276 255 190 229 950

A un nivel de significación del 10%, ¿hay relación entre las dos variables tabuladas?

Solución.-

Se trata de un contraste de independencia entre el coeficiente intelectual y los hábitos
alimenticios.

Se establecen las hipótesis: variables' dos las entre adependenci Existe':H
ntes'independie son estudiadas variables dos Las':H 

1

0

El estadístico de contraste: n
e
n

e
)en( k

1i

m

1j ji

2
ji2

)1m(.)1k(

k

1i

m

1j ji

2
jiji −=χ=

−
∑∑∑∑
= =

−−
= =

 (manera útil)

Siendo la región de rechazo de la hipótesis nula: { }2
)1m(.)1k(;

2
)1m(.)1k(R −−−− αχ≥χ=

En la tabla de contingencia 2 x 4  para cada frecuencia observada m,,1j;k,,1iij)n( LL ==

se tiene una frecuencia teórica o esperada ije  que se calcula mediante la expresión:

n
nn

npe jyix
ijij ==

Coeficiente  Intelectual Total (
ixn )

< 80 80 - 90 90 - 99 ≥  100
Nutrición
buena

245
)46,252e( 11 =

228
)25,233e( 12 =

177
)8,173e( 13 =

219
)47,20914e( = 869

Nutrición
pobre

31
)53,2321e( =

27
)74,2122e( =

13
)2,1623e( =

10
)52,1924e( = 81
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Total ( jyn ) 276 255 190 229 950

46,252
950

276.869e11 ==   25,233
950

255.869e12 ==   8,173
950

190.869e13 ==    47,209
950

229.869e14 ==

  53,23
950

276.81e21 ==       74,21
950

255.81e22 ==       2,16
950

190.81e23 ==       52,19
950

229.81e24 ==

El estadístico de contraste:

75,9950
52,19

10
2,16

13
74,21

27
53,23

31
47,209

219
8,173

177
25,233

228
46,252

245
n

e

n 222222222

1i

4

1j ji

2
ji2

3 =−+++++++=−=χ ∑∑
= =

ó bien,

75,9
52,19

)52,1910(
2,16

)2,1613(
74,21

)74,2127(
53,23

)53,2331(

47,209
)47,209219(

8,173
)8,173177(

25,233
)25,233228(

46,252
)46,252245(

e

)en(

2222

22222

1i
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1j ij
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ijij2
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=
−

+
−
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−

+
−

+

+
−

+
−

+
−

+
−

=
−

=χ ∑∑
= =

sigue una 2χ  con  tres grados de libertad si es cierta la hipótesis nula con 5eij >  j,i∀ ;

en caso contrario sería necesario agrupar filas o columnas contiguas.

El estadístico teórico 251,62
3;10,0 =χ

Como 251,675,9 2
3;10,0

2
3 =χ>=χ  se cumple la región de rechazo, concluyendo que se

rechaza la independencia, habiendo por tanto dependencia estadística entre el
coeficiente intelectual y la alimentación.
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6.- Tres métodos de empaquetado de tomates fueron probados durante un período de
cuatro meses; se hizo un recuento del número de kilos por 1000 que llegaron
estropeados, obteniéndose los siguientes datos:

Meses A B C Total
1 6 10 10 26
2 8 12 12 32
3 8 8 14 30
4 9 14 16 39

Total 31 44 52 127

a) Observando simplemente los datos, ¿qué se puede inferir sobre el experimento?
b) Con un nivel de significación de 0,05, comprobar que los tres métodos tienen la
    misma eficacia.

Solución.-

a)  Con la simple observación de los datos, el empaquetado A parece ser el mejor, ya que
es el que menos kilos de tomates estropeados tuvo; si bien, esta situación puede ser
engañosa, ya que hay que tener en cuenta el número de kilos que se empaquetaron.

Para tomar una decisión sobre si hay diferencia entre los diferentes métodos de
empaquetado, se contrasta la hipótesis nula 0H ='No existe diferencia entre los
métodos de empaquetado'.

b)  Sea la  hipótesis nula 0H ='No existe diferencia entre los métodos de empaquetado'.

Se acepta 0H  si:  2
)1m(.)1k(;

k

1i

m

1j ji

2
ji2

)1m(.)1k( n
e

n
−−α

= =
−− χ<−=χ ∑∑

      Formamos la tabla de contingencia 3 x 4 , donde 
n

n.n
e jyix

ij =

Empaquetado
Meses A B C Total

1 6
)35,6e( 11 =

10
)01,9e( 12 =

10
)62,10e( 13 =

26
)26(

2 8
)81,7e( 21 =

12
)09,11e( 22 =

12
)10,13e( 23 =

32
)32(

3 8
)32,7e( 31 =

8
)39,10e( 32 =

14
)28,12e( 33 =

30
)30(
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4 9
)52,9e( 41 =

14
)51,13e( 42 =

16
)97,15e( 43 =

39
)39(

Total 31 44 52 127

35,6
127

31.26
e11 ==     81,7

127
31.32

e21 ==     32,7
127

31.30
e31 ==     52,9

127
31.39

e41 ==

01,9
127

44.26
e12 ==     09,11

127
44.32

e22 ==     39,10
127

44.30
e32 ==     51,13

127
44.39

e 42 ==

65,10
127

52.26
e13 ==     10,13

127
52.32

e23 ==     28,12
127

52.30
e33 ==     97,15

127
52.39

e 43 ==

Estadístico de contraste:  24,112724,128n
e

n3

1i

4

1j ji

2
ji2

6
2

)14()13( =−=−=χ=χ ∑∑
= =

−−

El estadístico teórico o esperado  592,122
6;05,0 =χ

Como 592,1224,1 2
6;05,0

2
6 =χ<=χ , el estadístico observado es menor que el

estadístico teórico o esperado, NO se cumple la región de rechazo, concluyendo que los
tres métodos de empaquetado tienen la misma eficiencia.
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7.- Una empresa multinacional desea conocer si existen diferencias significativas entre
sus trabajadores en distintos países en el grado de satisfacción en el trabajo- Para ello
se toman muestran aleatorias simples de trabajadores, obteniendo los siguientes
resultados:

Satisfacción en el trabajo
Muy satisfecho Satisfecho Insatisfecho Muy insatisfecho

España 200 300 300 100
Francia 300 400 350 150
Italia 350 300 250 150

¿Puede admitirse con un nivel de significación del 5% que la satisfacción en el trabajo
es similar en los tres países?

Solución.-

La hipótesis nula :H0 'Las proporciones de los trabajadores con los distintos grados de
                                  satisfacción son iguales en los tres países'

Se acepta :H0

2
)1m(.)1k(;

k

1i

m

1j ji

2
ji2

)1m(.)1k(

k

1i

m

1j ji

2
jiji2

)1m(.)1k( n
e

n

e

)en(
−−α

= =
−−

= =
−− χ<−=χ=

−
=χ ∑∑∑∑

Región de rechazo de la hipótesis nula: { }2
)1m(.)1k(;

2
)1m(.)1k(R −−α−− χ≥χ=

Se forma la tabla de contingencia 3 x 4  donde cada frecuencia observada

m,,1j;k,,1iij)n( LL == tiene una frecuencia teórica o esperada 
n
nn

npe jyix
ijij ==

Satisfacción en el trabajo
Muy satisfecho Satisfecho Insatisfecho Muy insatisfecho Total

España 200
)86,242e( 11 =

300
)71,285e( 12 =

300
)14,257e( 13 =

100
)29,114e( 14 =

900
)900(

Francia 300
)81,323e( 21 =

400
)95,380e( 22 =

350
)86,342e( 23 =

150
)38,152e( 24 =

1200
)1200(

Italia 350
)33,283e( 31 =

300
)33,333e( 32 =

250
)300e( 33 =

150
)33,133e( 34 =

1050
)1050(
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Total 850 1000 900 400 3150

Estadístico observado:   =−=
−

=χ ∑∑∑∑
= == =

−− n
e

n

e

)en( 3

1i

4

1j ji

2
ji

3

1i

4

1j ji

2
jiji2

)14(.)13(

    
55,493150

33,133
150

300
250

33,333
300

33,283
350

38,152
150

86,342
350

95,380
400

81,323
300

29,114
100

14,257
300

71,285
300

86,242
200

2222

22222222

=−++++

++++++++=

   Estadístico teórico: 592,122
6;05,0

2
)14(.)13(;05,0 =χ=χ −−

Como 2
6;05,0

2
6 592,1255,49 χ=>=χ  se rechaza la hipótesis nula de homogeneidad de

las tres muestras; es decir, la satisfacción en el trabajo de los empleados de los tres
países es significativamente distinta en los tras países.
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8.- Las compañías de seguros de automóviles suelen penalizar en sus primas a los
conductores más jóvenes, con el criterio que éstos son más propensos a tener un mayor
número de accidentes. En base a la tabla adjunta, con un nivel de significación del 5%,
contrastar si el número de accidentes es independiente de la edad del conductor.

Número de accidentes al añoEdad del
conductor 0 1 2 3 4
25 o menos 10 10 20 40 70
26 - 35 20 10 15 20 30
más de 36 60 50 30 10 5

Solución.-

La hipótesis nula :H0 'El número de accidentes sufridos por los conductores no depende
                                  de la edad del conductor'

Se acepta :H0

2
)1m(.)1k(;

k

1i

m

1j ji

2
ji2

)1m(.)1k(

k

1i

m

1j ji

2
jiji2

)1m(.)1k( n
e

n

e

)en(
−−α

= =
−−

= =
−− χ<−=χ=

−
=χ ∑∑∑∑

Región de rechazo de la hipótesis nula: { }2
)1m(.)1k(;

2
)1m(.)1k(R −−α−− χ≥χ=

Se forma la tabla de contingencia 3 x 5  donde cada frecuencia observada
m,,1j;k,,1iij)n( LL == tiene una frecuencia teórica o esperada en caso de independencia

n
nn

npe jyix
ijij ==

Número de accidentes por año
Edad del
conductor 0 1 2 3 4 ixn

25 o
menos

10
75,33e11 =

10
25,26e12 =

20
37,24e13 =

40
25,26e14 =

70
37,39e15 =

150
)150(

26 - 35 20
37,21e21 =

10
62,16e22 =

15
44,15e23 =

20
62,16e24 =

30
94,24e25 =

95
)95(

más de 36 60
87,34e31 =

50
12,27e32 =

30
19,25e33 =

10
12,27e34 =

5
69,40e35 =

155
)155(

jyn 90 70 65 70 105 400

donde,
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75,33
90.150

e
40011 ==        37,21

90.95
e

40021
==        87,34

90.155
e

40031
==

25,26
70.150

e
40012 ==        62,16

70.95
e

40022
==        12,27

70.155
e

40032
==

37,24
65.150

e
40013 ==        44,15

65.95
e

40023
==        19,25

65.155
e

40033
==

25,26
70.150

e
40014 ==        62,16

70.95
e

40024
==        12,27

70.155
e

40034
==

37,39
105.150

e
40015 ==        94,24

105.95
e

40025
==        69,40

105.155
e

40035
==

Estadístico observado:   =−=
−

=χ=χ ∑∑∑∑
= == =

−− n
e

n

e

)en( 3

1i

5

1j ji

2
ji

3

1i

5

1j ji

2
jiji2

8
2

)15(.)13(

    

51,143400
69,40

5
12,27

10
19,25

30
12,27

50
87,34

60

94,24
30

62,16
20

44,15
15

62,16
10

37,21
20

37,39
70

25,26
40

37,24
20

25,26
10

75,33
10

22222

2222222222

=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++=

   Estadístico teórico: 507,152
8;05,0

2
)15(.)13(;05,0 =χ=χ −−

Como 2
8;05,0

2
8 507,1551,143 χ=>=χ  se rechaza la hipótesis nula de independencia

entre la edad del conductor y el número de accidentes; es decir, la edad influye
significativamente en el número de accidentes al año.
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COEFICIENTE DE CONTINGENCIA

9.- En dos ciudades, A y B, se observó el color del pelo y de los ojos de sus habitantes,
encontrándose las siguientes tablas:

Ciudad A Ciudad B
Pelo

Ojos Rubio No Rubio
Pelo

Ojos Rubio No Rubio

 Azul 47 23  Azul 54 30
 No azul 31 93  No azul 42 80

Se pide:
a) Hallar los coeficientes de contingencia de las dos ciudades.
b) ¿En cuál de las dos ciudades podemos afirmar que hay mayor dependencia entre el

color del pelo y de los ojos?

Solución.-

a)   El COEFICIENTE DE CONTINGENCIA es una medida de grado de relación o dependencia
      entre dos caracteres en una tabla de contingencia, dada por:

n
C 2

2

+χ
χ

=     donde 1C ≤

Cuánto mayor sea el valor de C más alto es el grado de dependencia entre dos
caracteres (X, Y).

Tenemos que hallar primero los valores de la 2χ  correspondientes a las dos

observaciones 
n

n.n
e jyix

ij = . Para la población A, la tabla de contingencia 2 x 2:

                 Ciudad A
Pelo

Ojos Rubio No Rubio Total

 Azul 47
)14,28e( 11 =

23
)85,41e( 12 =

70
)70(

 No azul 31
)85,49e( 21 =

93
)14,74e( 22 =

124
)124(

Total 78 116 194
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14,28
78.70

e
19411 ==    85,41

116.70
e

19412 ==     85,49
78.124

e
19421 ==    14,74

116.124
e

19422 ==

Estadístico de contraste:

07,33194
14,74

93
85,49

31
85,41

23
14,28

47
n

e

n 22222

1i

2

1j ji

2
ji2

1
2

)12()12( =−+++=−=χ=χ ∑∑
= =

−−

El coeficiente de contingencia:  3816,0
19407,33

07,33
CA =

+
=

Para la población B, la tabla de contingencia 2 x 2:

                 Ciudad B
Pelo

Ojos Rubio No Rubio Total

 Azul 54
)15,39e( 11 =

30
)85,44e( 12 =

84
)84(

 No azul 42
)85,56e( 21 =

80
)15,65e( 22 =

122
)122(

Total 96 110 206

15,39
96.84

e
20611 ==    85,44

110.84
e

20612 ==     85,56
122.96

e
20621 ==    15,65

122.110
e

20622 ==

Estadístico de contraste:

82,17206
15,65

80
85,56

42
85,44

30
15,39

54
n

e

n 22222

1i

2

1j ji

2
ji2

1
2

)12()12( =−+++=−=χ=χ ∑∑
= =

−−

El coeficiente de contingencia:  282,0
20682,17

82,17
CB =

+
=

a)   Como el coeficiente de contingencia mide el grado de relación o dependencia entre
las variables, afirmamos que en la población A hay mayor dependencia entre el color de
los ojos y del pelo.
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    Estadística Teórica II

INTERVALOS Y CONTRASTES
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INTERVALOS DE CONFIANZA

a)  Intervalo de confianza para la media μ  de una distribución normal
),(N σμ  de varianza conocida 2σ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ σ
±=μ αα− n

zx)(I 21

b)  Intervalo de confianza para la media μ  de una distribución normal
),(N σμ  de varianza desconocida 2σ

• Muestras superiores a 30, 30n >     a    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
±=μ αα− n

ŝzx)(I 21

• Muestras pequeñas  30n ≤     a    ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
±=μ −αα− n

ŝtx)(I 1n;21

c)  Intervalo de confianza para la varianza 2σ  de una distribución
normal

( ) ( ) ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

χ

−

χ

−
=σ

−α−−α
α− 2

1n;21

2

2
1n;2

2
2

1
ŝ)1n(;ŝ)1n()(I

d) Intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos
   distribuciones normales

• Las varianzas poblaciones 2
1σ  y 2

2σ  son conocidas

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ σ
+

σ
±−=μ−μ αα−

2

2
2

1

2
1

nnz)yx()(I 2211

NOTA.- En todos los intervalos de confianza  
1n

)xx(
ŝ

n

1i

2
i

2
−

−

=
∑
=   es la cuasivarianza muestral.
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• Las varianzas poblaciones 2
1σ  y 2

2σ  son desconocidas:

-  Caso en que la suma 30)nn( 21 >+   con 21 nn ≈

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+±−=μ−μ αα−

2

2
2

1

2
1

n
ŝ

n
ŝ

z)yx()(I 2211

-   Caso en que los tamaños muestrales son pequeños  30)nn( 21 ≤+  y las varianzas

son  desconocidas, pero iguales ( 22
1 2σσ = ):

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +±−=μ−μ −+αα− 21 n

1
n
1ŝ.t)yx()(I p22n1n;2211

2nn
ŝ)1n(ŝ)1n(

ŝ
21

2
22

2
112

p −+

−+−
=   donde 2

pŝ  es la media ponderada de las cuasivarianzas

muestrales.

-  Caso en que los tamaños muestrales son pequeños  30)nn( 21 ≤+   y las varianzas

son desconocidas  y  distintas ( 22
1 2σσ ≠ ):

  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+±−=μ−μ αα−

2

2
2

1

2
1

n
ŝ

n
ŝ

t)yx()(I f;2211

2

1n
)nŝ(

1n
)nŝ(

n
ŝ

n
ŝ

f

2

2
2

2
2

1

2
1

2
1

2

2

2
2

1

2
1

−

+
+

+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

=      donde f es la aproximación de Welch

  NOTA.-  Cuando el intervalo cubre el 0 no hay diferencia significativa entre las medias poblacionales.

e)  Intervalo de confianza para la razón de varianzas de dos
poblaciones normales
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=σσ

−−α−−−α
α−

)12n(,)11n(;21

2
2

2
1

)12n(,)11n(;2

2
2

2
12

1
2
11 F

ŝŝ;
F

ŝŝ)(I

Cuando el intervalo cubre el 1 no hay diferencia significativa entre las varianzas poblacionales.

NOTA.-   
12

21
n,n;1

n,n; F
1F

α−
α =

f)  Intervalo de confianza para el parámetro p de una distribución
    binomial de parámetros n, p, B(n, p)

   
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ −
±= αα− n

)p̂1(p̂
zp̂)p(I 00

0 21

g)  Intervalo de confianza para la diferencia de parámetros )pp( 21 −

de
 dos distribuciones binomiales

  
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ −
+

−
±−=− αα−

2

22

1

11
221211 n

)p̂1(p̂
n

)p̂1(p̂
z)p̂p̂()pp(I

h)  Intervalo de confianza para el parámetro λ  de una distribución de
 Poisson

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ λ
±λ=λ αα− n

ˆ
zˆ)(I 21

i)  Intervalo de confianza para la diferencia de datos apareados

• Para muestras grandes 30n >

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
±= α n

ŝ
zdI d

2      ∑
=

=
n

1i
id

n
1d      iiid η−ξ=

∑
=

−
−

=
n

1i

2
i

2
d )dd(

1n
1ŝ
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• Para muestras pequeñas 30n ≤     
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
±= −α n

ŝ
tdI d

)1n(,2

HIPÓTESIS SOBRE LA MEDIA DE UNA POBLACIÓN: REGIÓN DE RECHAZO

),(NX σμ≈     2σ  conocida     α−α −= 1zz

00 :H μ=μ     011 :H μ>μ  
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

>μ−= α n
zxR 0  unilateral (simple)

00 :H μ=μ     011 :H μ<μ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

<μ−= α−
n

zxR 10  unilateral (simple)

00 :H μ=μ     01 :H μ>μ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

>μ−= α
n

zxR 0   unilateral (compuesta)

00 :H μ=μ     01 :H μ<μ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

<μ−= α−
n

zxR 10   unilateral (compuesta)

00 :H μ=μ     01 :H μ≠μ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

>μ−= α
n

zxR 2/0   bilateral (compuesta)

00 :H μ≤μ     01 :H μ>μ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

>μ−= α
n

zxR 0   unilateral (compuesta)

00 :H μ≥μ     01 :H μ<μ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

<μ−= α−
n

zxR 10   unilateral (compuesta)

),(NX σμ≈    2σ  desconocida   
1nn

s
s)1n(n xx2

x
2
x −

σ
=−=σ a    n;1n; tt α−α −=

00 :H μ=μ     011 :H μ>μ        
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>μ−= −α n
s

txR x
)1n(;0  unilateral (simple)

00 :H μ=μ     011 :H μ<μ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<μ−= −α− n
s

txR x
)1n(;10  unilateral (simple)

00 :H μ=μ     01 :H μ>μ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>μ−= −α n
s

txR x
)1n(;0   unilateral (compuesta)
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00 :H μ=μ     01 :H μ≠μ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>μ−= −α n
s

txR x
)1n(;2/0  bilateral (compuesta)

00 :H μ≤μ     01 :H μ>μ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>μ−= −α n
s

txR x
)1n(;0   unilateral (compuesta)

00 :H μ≤μ     01 :H μ<μ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<μ−= −α− n
s

txR x
)1n(;10   unilateral (compuesta)

HIPÓTESIS SOBRE LA VARIANZA DE UNA POBLACIÓN: REGIÓN DE RECHAZO

   Media poblacional conocida    Región de rechazo hipótesis nula

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2
11 :H σ>σ     

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≥⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ σμ−= α

=
∑ 2

n;
2
0

2
n

1i
i /)x(R

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2
11 :H σ<σ

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ σμ−= α−

=
∑ 2

n;1
2
0

2
n

1i
i /)x(R

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2

1 :H σ>σ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≥⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σμ−= α

=
∑ 2

n;
2
0

2
n

1i
i /)x(R

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2

1 :H σ<σ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≤⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σμ−= α−

=
∑ 2

n;1
2
0

2
n

1i
i /)x(R

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2

1 :H σ≠σ

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

χ≥⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σμ−

χ≤⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σμ−

=

α
=

α−
=

∑

∑

2
n;2/

2
0

2
n

1i
i

2
n;2/1

2
0

2
n

1i
i

/)x(

/)x(

R

2
0

2
0 :H σ≤σ   2

0
2

1 :H σ>σ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≥⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σμ−= α

=
∑ 2

n;
2
0

2
n

1i
i /)x(R

2
0

2
0 :H σ≤σ  2

0
2

1 :H σ<σ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≤⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σμ−= α−

=
∑ 2

n;1
2
0

2
n

1i
i /)x(R

    Media poblacional desconocida   Región de rechazo hipótesis nula

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2
11 :H σ>σ     

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≥⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σ−= −α

=
∑ 2

)1n(;
2
0

2
n

1i
i /)xx(R

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2
11 :H σ<σ

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≤⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σ−= −α−

=
∑ 2

)1n(;1
2
0

2
n

1i
i /)xx(R

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2

1 :H σ>σ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≥⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σ−= −α

=
∑ 2

)1n(;
2
0

2
n

1i
i /)xx(R
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2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2

1 :H σ<σ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≤⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σ−= −α−

=
∑ 2

)1n(;1
2
0

2
n

1i
i /)xx(R

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2

1 :H σ≠σ

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

χ≥⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σ−

χ≤⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σ−

=

−α
=

−α−
=

∑

∑

2
)1n(;2/

2
0

2
n

1i
i

2
)1n(;2/1

2
0

2
n

1i
i

/)xx(

/)xx(

R

2
0

2
0 :H σ≤σ    2

0
2

1 :H σ>σ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≥⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σ−= −α

=
∑ 2

)1n(;2/
2
0

2
n

1i
i /)xx(R

2
0

2
0 :H σ≤σ    2

0
2

1 :H σ<σ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≤⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σ−= −α−

=
∑ 2

)1n(;1
2
0

2
n

1i
i /)xx(R

Igualdad de medias:   ),(NY,),(NX 2211 σμ≈σμ≈

210 :H μ=μ  ( 21 ,σσ  conocidas)              
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

>−= α
2

2
2

1

2
1

2 nn
zyxR

k:H 210 =μ−μ   ( 21 ,σσ  conocidas)
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

>−−= α
2

2
2

1

2
1

2/ nn
zkyxR

210 :H μ=μ  
igualespero

asdesconocid21 ,σσ

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>−= −+α
21

p)22n1n(;2 n
1

n
1

styxR

210 :H μ=μ  
asintdisty

asdesconocid21 ,σσ

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>−= α
2

2
2

1

2
1

pf;2 n

s

n

s
styxR

210 :H μ≤μ    ( 21 ,σσ  conocidas)
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

>−= α
2

2
2

1

2
1

nn
zyxR

k:H 210 ≤μ−μ    ( 21 ,σσ  conocidas)
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

>−−= α
2

2
2

1

2
1

nn
zkyxR

210 :H μ≤μ     )( 21 σ=σ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>−= −+α
21

p)22n1n(; n
1

n
1

styxR

210 :H μ≤μ     )( 21 σ≠σ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>−= α
2

2
2

1

2
1

f; n

s

n

s
tyxR

210 :H μ≥μ    ( 21 ,σσ  conocidas)
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

>−= α−
2

2
2

1

2
1

1 nn
zyxR

k:H 210 ≥μ−μ   ( 21 ,σσ  conocidas)
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

+
σ

−<−−= α
2

2
2

1

2
1

nn
zkyxR
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210 :H μ≥μ     )( 21 σ=σ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>−= −+α−
21

p)22n1n(;1 n
1

n
1

styxR

210 :H μ≥μ     )( 21 σ≠σ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>−= α−
2

2
2

1

2
1

pf;1 n

s

n

s
styxR

210 :H σ=σ [ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉= −−α−−α− )12n(),11n(;2/)12n(),11n(;2/12
2

2
1 F;F

s

s
R

210 :H σ≤σ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>= −−α )12n(),11n(;2
2

2
1 F

s

s
R

210 :H σ≥σ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<= −−α− )12n(),11n(;12
2

2
1 F

s

s
R

)p,1(BX ≈ (muestras grandes) Región de rechazo hipótesis nula

   00 pp:H =                               
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −

>−= α n

)p1(p
zpxR 00

20

   00 pp:H ≤
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −

>−= α n
)p1(p

zpxR 00
0

   00 pp:H ≥
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −

<−= α− n

)p1(p
zpxR 00

10

)(PoissonX λ≈    (muestras grandes) Región de rechazo hipótesis nula

   00 :H λ=λ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ λ

>λ−= α n
zxR 0

2/0

   00 :H λ≤λ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ λ

>λ−= α n
zxR 0

0

   00 :H λ≥λ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ λ

<λ−= α− n
zxR 0

10

)p,1(BY)p,1(BX 21 ≈≈ Región de rechazo hipótesis nula

210 pp:H =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>−= α
2

22

1

11
221 n

q̂.p̂

n

q̂.p̂
zp̂p̂R

210 pp:H ≤
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>−= α
2

22

1

11
21 n

q̂.p̂

n

q̂.p̂
zp̂p̂R
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210 pp:H ≥
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+<−= α−
2

22

1

11
121 n

q̂.p̂

n

q̂.p̂
zp̂p̂R

21

21

21

ii

21

2
22

2
112

p

nn

ynxn

nn

yx
p

2nn

s)1n(s)1n(
s

+
+

=
+
+

=

−+

−+−
=

∑ ∑
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−
+

−

+
=

1n

)ns(

1n

)ns(

)nsns(
próximomásenterof

2

2
2

2
2

1

2
1

2
1

2
2

2
21

2
1

CONTRASTE  DE HIPÓTESIS

a)  Contraste de la media de una población normal con varianza
conocida

• Contraste bilateral

Hipótesis nula 00:H μ=μ Hipótesis alternativa 0a :H μ≠μ

Se acepta 0H  si el estadístico 2
0 z

n
x

z α≤
σ

μ−
=

Se rechaza 0H  si el estadístico 2
0 z

n
x

z α>
σ

μ−
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

>μ−= α n
.zxR 20rechazo

• Contraste unilateral

Hipótesis nula 00 :H μ≤μ Hipótesis alternativa 0a :H μ>μ

Se acepta 0H  si el estadístico  α≤
σ

μ−
= z

n
x

z 0

Se rechaza 0H  si el estadístico  α>
σ

μ−
= z

n
x

z 0
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

>μ−= α n
.zxR 0rechazo

b)  Contraste de la media de una población normal con varianza
    desconocida

• Contraste bilateral
 

   Muestras grandes 30n >
 

 Hipótesis nula 00:H μ=μ  Hipótesis alternativa 0a :H μ≠μ

 

 Se acepta 0H  si el estadístico  2
0 z

ns
x

z α≤
μ−

=

 Se rechaza 0H  si el estadístico  2
0 z

ns
x

z α>
μ−

=

 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>μ−= α n
s.zxR 20rechazo

 

  Muestras pequeñas 30n ≤
 

 Hipótesis nula 00 :H μ=μ  Hipótesis alternativa 0a :H μ≠μ

 

 Se acepta 0H  si el estadístico  ( )1n;2
0 t

ns
x

t −α≤
μ−

=

 

 Se rechaza 0H  si el estadístico ( )1n;2
0 t

ns
x

t −α>
μ−

=

 

 ( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>μ−= −α n
s.txR 1n;20rechazo

 

 

• Contraste unilateral
 

   Muestras grandes 30n >
 

 Hipótesis nula 00 :H μ≤μ  Hipótesis alternativa 0a :H μ>μ
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 Se acepta 0H  si el estadístico  α≤
μ−

= z
ns

x
z 0

 

 Se rechaza 0H  si el estadístico  α>
μ−

= z
ns

x
z 0

 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>μ−= α n
s.zxR 0rechazo

 

   Muestras pequeñas  30n ≤
 

 Hipótesis nula 00 :H μ≤μ  Hipótesis alternativa 0a :H μ>μ

 Se acepta 0H  si el estadístico  ( )1n;
0 t

ns
x

t −α≤
μ−

=

 

 Se rechaza 0H  si el estadístico  ( )1n;
0 t

ns
x

t −α>
μ−

=

 

 ( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>μ−= −α n
s.txR 1n;0rechazo

 

 

 c)  Contraste para la varianza de una población normal
 

• Contraste bilateral
 

 Hipótesis nula 22
0 0

:H σ=σ  Hipótesis alternativa 22
a 0

:H σ≠σ

 

 Se acepta 0H  si el estadístico  ( ) [ ]2
)1n(,2

2
)1n(,212

0

2
2 ;s1n

−α−α− χχ∈
σ
−

=χ

 

 Se rechaza 0H  si el estadístico  ( ) [ ]2
)1n(,2

2
)1n(,212

0

2
2 ;s1n

−α−α− χχ∉
σ
−

=χ

 

• Contraste unilateral
 

 Hipótesis nula 22
0 0

:H σ≤σ  Hipótesis alternativa 22
a 0

:H σ>σ
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 Se acepta 0H  si el estadístico  ( ) 2
)1n(,2

0

2
2 s1n

−αχ<
σ
−

=χ

 

 Se rechaza 0H  si el estadístico  ( ) 2
)1n(,2

0

2
2 s1n

−αχ≥
σ
−

=χ

 

 d)  Contraste de igualdad de medias de dos poblaciones normales de
     varianzas conocidas
 

• Contraste bilateral

Hipótesis nula 210 :H μ=μ Hipótesis alternativa 21a :H μ≠μ

Se acepta 0H  si  2

2

2
2

1

2
1

z

nn

yx
z α≤

σ
+

σ

−
= Se rechaza 0H  si  2

2

2
2

1

2
1

z

nn

yx
z α>

σ
+

σ

−
=

• Contraste unilateral

Hipótesis nula 210 :H μ≤μ Hipótesis alternativa 21a :H μ>μ

Se acepta 0H  si  α≤
σ

+
σ

−
= z

nn

yxz

2

2
2

1

2
1

Se rechaza 0H  si  α>
σ

+
σ

−
= z

nn

yxz

2

2
2

1

2
1

e)  Contraste de igualdad de medias de dos poblaciones normales de
     varianzas desconocidas

• Contraste bilateral
 

 Hipótesis nula 210 :H μ=μ  Hipótesis alternativa 21a :H μ≠μ

 

           Muestras grandes 30)nn( 21 >+   con 21 nn ≈

 

 Se acepta 0H  si el estadístico  2z

n
s

n
s

yx
z

2

2
2

1

2
1

α≤
−

=

+
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 Se rechaza 0H  si el estadístico 2z

n
s

n
s

yx
z

2

2
2

1

2
1

α>

+

−
=

 

           Muestras pequeñas 30)nn( 21 ≤+ , varianzas desconocidas pero iguales 2
2

2
1 σ=σ

 

           Se acepta 0H  si  )2nn(,2

p
21

t
n
1

n
1s

yx
t

21

−+α≤
+

−
=    

2nn
s)1n(s)1n(

s
21

2
22

2
112

p −+

−+−
=

 

     Se rechaza 0H  si el estadístico ( )2nn,2

p
21

t
n
1

n
1s

yx
t

21

−+α>
+

−
=

   Muestras pequeñas 30)nn( 21 ≤+ , varianzas desconocidas y distintas 2
2

2
1 σ≠σ

 Se acepta 0H  si   f,2t

n
s

n
s

yx
t

2

2
2

1

2
1

α≤

+

−
=     2

1n
)ns(

1n
)ns(

n
s

n
s

f

2

2
2

2
2

1

2
1

2
1

2

2

2
2

1

2
1

−

+
+

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

 

    Se rechaza 0H  si el estadístico  f,2t

n
s

n
s

yx
t

2

2
2

1

2
1

α>

+

−
=

 

 

• Contraste unilateral
 

 Hipótesis nula 210 :H μ≤μ  Hipótesis alternativa 21a :H μ>μ

 

           Muestras grandes 30)nn( 21 >+   con 21 nn ≈

 

 Se acepta 0H  si el estadístico   α≤

+

−
= z

n
s

n
s

yxz

2

2
2

1

2
1

 

     Se rechaza 0H  si el estadístico   α>

+

−
= z

n
s

n
s

yxz

2

2
2

1

2
1
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   Muestras pequeñas 30)nn( 21 ≤+ , varianzas desconocidas pero iguales 2
2

2
1 σ=σ

 

 Se acepta 0H  si   )2nn(,

p
21

t
n
1

n
1s

yxt

21

−+α≤
+

−
=    

2nn
s)1n(s)1n(

s
21

2
22

2
112

p −+

−+−
=

 

 Se rechaza 0H  si el estadístico  )2nn(,

p
21

t
n
1

n
1s

yxt

21

−+α>
+

−
=

 

   Muestras pequeñas 30)nn( 21 ≤+ , varianzas desconocidas y distintas 2
2

2
1 σ≠σ

 

 Se acepta 0H  si   f,

n
s

n
s

tyxt

2

2
2

1

2
1

α≤
+

−
=     

( ) ( )
2

1n
ns

1n
ns

n
s

n
s

f

2

2
2

2
2

1

2
1

2
1

2

2

2
2

1

2
1

−

+
+

+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

=

 

 Se rechaza 0H  si el estadístico  f,

n
s

n
s

tyxt

2

2
2

1

2
1

α>
+

−
=

 

 

 f)  Contraste de igualdad de varianzas de dos poblaciones normales
 

• Contraste bilateral
 

 Hipótesis nula 22
0 21

:H σ=σ  Hipótesis alternativa 22
a 21

:H σ≠σ

 

 Se acepta 0H  si el estadístico  [ ])1n(,)1n(;2)1n(,)1n(;212
2

2
1

2121
F;F

s
sF −−α−−α−∈=

 

 Se rechaza 0H  si el estadístico  [ ])1n(,)1n(;2)1n(,)1n(;212
2

2
1

2121
F;F

s
sF −−α−−α−∉=

 

• Contraste unilateral
 

 Hipótesis nula 22
0 21

:H σ≤σ  Hipótesis alternativa 22
a 21

:H σ>σ
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 Se acepta 0H  si  )1n(,)1n(;2
2

2
1

21
F

s
s

F −−α≤=  Se rechaza 0H  si  )1n(,)1n(;2
2

2
1

21
F

s
s

F −−α>=

 NOTA.-   
12

21
n,n;1

n,n; F
1F

α−
α =

 

 g) Contraste de igualdad de medias en el caso de datos apareados.
 

• Contraste bilateral

Hipótesis nula 210 0d:H μ=μ⇔= Hipótesis alternativa 21a 0d:H μ≠μ⇔≠

Se acepta 0H  si el estadístico   ( )1n,2
d

t

n
s
d

t −α≤=

Se rechaza 0H  si el estadístico   ( )1n,2
d

t

n
s
d

t −α>=

donde   ( )∑∑∑
===

−
−

=−==
n

1i

2
i

2
d

n

1i
ii

n

1i
i dd

)1n(
1s)yx(d

n
1d

• Contraste unilateral

Hipótesis nula 210 0d:H μ≤μ⇔≤ Hipótesis alternativa 21a 0d:H μ>μ⇔>

Se acepta 0H  si el estadístico   ( )1n,
d

t

n
s
dt −α≤=

Se rechaza 0H  si el estadístico   ( )1n,
d

t

n
s
dt −α>=

h)  Contraste para el parámetro p de una distribución binomial

• Contraste bilateral
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 Hipótesis nula 00 pp:H =  Hipótesis alternativa 0a pp:H ≠

 

 Se acepta 0H  si  ( ) 2
00

0 z

n
p1p

pp
z α≤

−

−
=  Se rechaza 0H  si  ( ) 2

00

0 z

n
p1p

pp
z α>

−

−
=

 

 

• Contraste unilateral
 

 Hipótesis nula 00 pp:H ≤  Hipótesis alternativa 0a pp:H >

 

 Se acepta 0H  si  ( ) α≤
−

−
= z

n
p1p

pp
z

00

0  Se rechaza 0H  si  ( ) α>
−

−
= z

n
p1p

pp
z

00

0

 

 i)  Contraste para la igualdad de los parámetros de dos distribuciones
      binomiales )p,n(B 11  y )p,n(B 22  en muestras grandes
 

• Contraste bilateral
 

 Hipótesis nula 210 pp:H =  Hipótesis alternativa 21a pp:H ≠

 

 Se acepta 0H  si el estadístico  2

2

22

1

11

21 z

n
)p1(p

n
)p1(p

pp
z α≤

−
+

−

−
=

 

 Se rechaza 0H  si el estadístico  2

2

22

1

11

21 z

n
)p1(p

n
)p1(p

pp
z α>

−
+

−

−
=

 

• Contraste unilateral

Hipótesis nula 210 pp:H ≤ Hipótesis alternativa 21a pp:H >

Se acepta 0H  si el estadístico   α≤
−

+
−

−
= z

n
)p1(p

n
)p1(p

pp
z

2

22

1

11

21
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Se rechaza 0H  si el estadístico  α>
−

+
−

−
= z

n
)p1(p

n
)p1(p

pp
z

2

22

1

11

21

HIPÓTESIS SOBRE LA MEDIA DE UNA POBLACIÓN: REGIÓN DE RECHAZO

),(NX σμ≈     2σ  conocida     α−α −= 1zz

00 :H μ=μ     011 :H μ>μ  
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

>μ−= α n
zxR 0  unilateral (simple)

00 :H μ=μ     011 :H μ<μ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

<μ−= α−
n

zxR 10  unilateral (simple)

00 :H μ=μ     01 :H μ>μ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

>μ−= α
n

zxR 0   unilateral (compuesta)

00 :H μ=μ     01 :H μ<μ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

<μ−= α−
n

zxR 10   unilateral (compuesta)

00 :H μ=μ     01 :H μ≠μ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

>μ−= α
n

zxR 2/0   bilateral (compuesta)

00 :H μ≤μ     01 :H μ>μ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

>μ−= α
n

zxR 0   unilateral (compuesta)

00 :H μ≥μ     01 :H μ<μ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

<μ−= α−
n

zxR 10   unilateral (compuesta)

),(NX σμ≈    2σ  desconocida   
1nn

s
s)1n(n xx2

x
2
x −

σ
=−=σ a    n;1n; tt α−α −=

00 :H μ=μ     011 :H μ>μ        
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>μ−= −α n
s

txR x
)1n(;0  unilateral (simple)

00 :H μ=μ     011 :H μ<μ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<μ−= −α− n
s

txR x
)1n(;10  unilateral (simple)
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00 :H μ=μ     01 :H μ>μ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>μ−= −α n
s

txR x
)1n(;0   unilateral (compuesta)

00 :H μ=μ     01 :H μ≠μ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>μ−= −α n
s

txR x
)1n(;2/0  bilateral (compuesta)

00 :H μ≤μ     01 :H μ>μ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>μ−= −α n
s

txR x
)1n(;0   unilateral (compuesta)

00 :H μ≤μ     01 :H μ<μ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<μ−= −α− n
s

txR x
)1n(;10   unilateral (compuesta)

HIPÓTESIS SOBRE LA VARIANZA DE UNA POBLACIÓN: REGIÓN DE RECHAZO

   Media poblacional conocida    Región de rechazo hipótesis nula

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2
11 :H σ>σ     

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≥⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ σμ−= α

=
∑ 2

n;
2
0

2
n

1i
i /)x(R

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2
11 :H σ<σ

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ σμ−= α−

=
∑ 2

n;1
2
0

2
n

1i
i /)x(R

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2

1 :H σ>σ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≥⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σμ−= α

=
∑ 2

n;
2
0

2
n

1i
i /)x(R

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2

1 :H σ<σ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

χ≤⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
σμ−= α−

=
∑ 2

n;1
2
0

2
n

1i
i /)x(R

2
0

2
0 :H σ=σ   2

0
2

1 :H σ≠σ
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    Media poblacional desconocida   Región de rechazo hipótesis nula
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CONTRASTE  DE HIPÓTESIS

a)  Contraste de la media de una población normal con varianza
conocida

• Contraste bilateral

Hipótesis nula 00:H μ=μ Hipótesis alternativa 0a :H μ≠μ

Se acepta 0H  si el estadístico 2
0 z

n
x

z α≤
σ

μ−
=

Se rechaza 0H  si el estadístico 2
0 z

n
x

z α>
σ

μ−
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ σ

>μ−= α n
.zxR 20rechazo

• Contraste unilateral

Hipótesis nula 00 :H μ≤μ Hipótesis alternativa 0a :H μ>μ

Se acepta 0H  si el estadístico  α≤
σ

μ−
= z

n
x

z 0
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Se rechaza 0H  si el estadístico  α>
σ
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n
x

z 0

⎪⎭

⎪
⎬
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⎪
⎨
⎧ σ

>μ−= α n
.zxR 0rechazo

b)  Contraste de la media de una población normal con varianza
    desconocida

• Contraste bilateral
 

   Muestras grandes 30n >
 

 Hipótesis nula 00:H μ=μ  Hipótesis alternativa 0a :H μ≠μ

 

 Se acepta 0H  si el estadístico  2
0 z

ns
x

z α≤
μ−

=

 Se rechaza 0H  si el estadístico  2
0 z

ns
x

z α>
μ−

=

 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>μ−= α n
s.zxR 20rechazo

 

  Muestras pequeñas 30n ≤
 

 Hipótesis nula 00 :H μ=μ  Hipótesis alternativa 0a :H μ≠μ

 

 Se acepta 0H  si el estadístico  ( )1n;2
0 t

ns
x

t −α≤
μ−

=

 

 Se rechaza 0H  si el estadístico ( )1n;2
0 t

ns
x

t −α>
μ−

=

 

 ( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>μ−= −α n
s.txR 1n;20rechazo

 

 

• Contraste unilateral
 

   Muestras grandes 30n >
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   Muestras pequeñas  30n ≤
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 Se rechaza 0H  si el estadístico  ( )1n;
0 t

ns
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 ( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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 c)  Contraste para la varianza de una población normal
 

• Contraste bilateral
 

 Hipótesis nula 22
0 0

:H σ=σ  Hipótesis alternativa 22
a 0

:H σ≠σ

 

 Se acepta 0H  si el estadístico  ( ) [ ]2
)1n(,2

2
)1n(,212

0

2
2 ;s1n

−α−α− χχ∈
σ
−

=χ

 

 Se rechaza 0H  si el estadístico  ( ) [ ]2
)1n(,2

2
)1n(,212

0

2
2 ;s1n

−α−α− χχ∉
σ
−

=χ

 

• Contraste unilateral
 

 Hipótesis nula 22
0 0

:H σ≤σ  Hipótesis alternativa 22
a 0

:H σ>σ
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 Se acepta 0H  si el estadístico  ( ) 2
)1n(,2

0

2
2 s1n

−αχ<
σ
−

=χ

 

 Se rechaza 0H  si el estadístico  ( ) 2
)1n(,2

0

2
2 s1n

−αχ≥
σ
−

=χ

 

 d)  Contraste de igualdad de medias de dos poblaciones normales de
     varianzas conocidas
 

• Contraste bilateral

Hipótesis nula 210 :H μ=μ Hipótesis alternativa 21a :H μ≠μ

Se acepta 0H  si  2

2

2
2

1

2
1

z

nn
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σ
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−
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2
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σ
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=

• Contraste unilateral

Hipótesis nula 210 :H μ≤μ Hipótesis alternativa 21a :H μ>μ

Se acepta 0H  si  α≤
σ

+
σ

−
= z

nn

yxz

2

2
2

1

2
1

Se rechaza 0H  si  α>
σ

+
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−
= z

nn

yxz

2

2
2

1

2
1

e)  Contraste de igualdad de medias de dos poblaciones normales de
     varianzas desconocidas

• Contraste bilateral
 

 Hipótesis nula 210 :H μ=μ  Hipótesis alternativa 21a :H μ≠μ

 

           Muestras grandes 30)nn( 21 >+   con 21 nn ≈
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           Muestras pequeñas 30)nn( 21 ≤+ , varianzas desconocidas pero iguales 2
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2
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   Muestras pequeñas 30)nn( 21 ≤+ , varianzas desconocidas y distintas 2
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• Contraste unilateral
 

 Hipótesis nula 210 :H μ≤μ  Hipótesis alternativa 21a :H μ>μ

 

           Muestras grandes 30)nn( 21 >+   con 21 nn ≈
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   Muestras pequeñas 30)nn( 21 ≤+ , varianzas desconocidas y distintas 2
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n
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 f)  Contraste de igualdad de varianzas de dos poblaciones normales
 

• Contraste bilateral
 

 Hipótesis nula 22
0 21

:H σ=σ  Hipótesis alternativa 22
a 21

:H σ≠σ

 

 Se acepta 0H  si el estadístico  [ ])1n(,)1n(;2)1n(,)1n(;212
2

2
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s
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 Se rechaza 0H  si el estadístico  [ ])1n(,)1n(;2)1n(,)1n(;212
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s
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• Contraste unilateral
 

 Hipótesis nula 22
0 21

:H σ≤σ  Hipótesis alternativa 22
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 NOTA.-   
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 g) Contraste de igualdad de medias en el caso de datos apareados.
 

• Contraste bilateral

Hipótesis nula 210 0d:H μ=μ⇔= Hipótesis alternativa 21a 0d:H μ≠μ⇔≠

Se acepta 0H  si el estadístico   ( )1n,2
d

t

n
s
d

t −α≤=

Se rechaza 0H  si el estadístico   ( )1n,2
d

t

n
s
d

t −α>=

donde   ( )∑∑∑
===

−
−

=−==
n

1i

2
i

2
d

n

1i
ii

n

1i
i dd

)1n(
1s)yx(d

n
1d

• Contraste unilateral

Hipótesis nula 210 0d:H μ≤μ⇔≤ Hipótesis alternativa 21a 0d:H μ>μ⇔>

Se acepta 0H  si el estadístico   ( )1n,
d

t

n
s
dt −α≤=
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Se rechaza 0H  si el estadístico   ( )1n,
d

t

n
s
dt −α>=

h)  Contraste para el parámetro p de una distribución binomial

• Contraste bilateral
 

 Hipótesis nula 00 pp:H =  Hipótesis alternativa 0a pp:H ≠

 

 Se acepta 0H  si  ( ) 2
00

0 z

n
p1p

pp
z α≤

−

−
=  Se rechaza 0H  si  ( ) 2

00

0 z

n
p1p

pp
z α>

−

−
=

 

 

• Contraste unilateral
 

 Hipótesis nula 00 pp:H ≤  Hipótesis alternativa 0a pp:H >

 

 Se acepta 0H  si  ( ) α≤
−

−
= z

n
p1p

pp
z

00

0  Se rechaza 0H  si  ( ) α>
−

−
= z

n
p1p

pp
z

00

0

 

 i)  Contraste para la igualdad de los parámetros de dos distribuciones
      binomiales )p,n(B 11  y )p,n(B 22  en muestras grandes
 

• Contraste bilateral
 

 Hipótesis nula 210 pp:H =  Hipótesis alternativa 21a pp:H ≠

 

 Se acepta 0H  si el estadístico  2

2

22

1

11

21 z

n
)p1(p

n
)p1(p

pp
z α≤

−
+

−

−
=

 

 Se rechaza 0H  si el estadístico  2

2

22

1

11

21 z

n
)p1(p

n
)p1(p

pp
z α>

−
+

−

−
=

 

• Contraste unilateral
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Hipótesis nula 210 pp:H ≤ Hipótesis alternativa 21a pp:H >

Se acepta 0H  si el estadístico   α≤
−

+
−

−
= z

n
)p1(p

n
)p1(p

pp
z

2

22

1

11

21

 Se rechaza 0H  si el estadístico  α>
−

+
−

−
= z

n
)p1(p

n
)p1(p

pp
z

2

22

1

11

21
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1.  En el cálculo de probabilidades de una variable discreta y continua ¿existen diferencias). Razone
la respuesta.

Respuesta: Para una variable discreta  { } n,,2,1iixX L==   existe una función de probabilidad

)xX(P i= , verificándose que ∑
=

==
n

1i
i 1)xX(P . La función de distribución

∑
≤

===≤=
xix

i 1)xX(P)xX(P)x(F .

Para una variable continua X existe una función de densidad f(x)  tal que la función de distribución

∫ ∞−
=≤=

x
dx)x(f)xX(P)x(F

2.  Defina el concepto de variable aleatoria.

Respuesta: Sea P la función de probabilidad definida para los sucesos de un determinado
experimento aleatorio, siendo Ω  su espacio muestral.

Sea  una función que a cada suceso
elemental le hace corresponder un número
real

        
R)w(Xw

R:X

∈⎯⎯ →⎯

⎯⎯ →⎯Ω

y representamos por  )aX( ≤  el suceso { }a)w(X/w ≤∈ Ω .
Diremos que X es una variable aleatoria si existe la probabilidad  )xX(P ≤  para todo número real x.
La función  )xX(P)x(F ≤=  se denomina función de distribución.

3.  ¿Qué relación existe entre la distribución Binomial y la de Bernouilli?

Respuesta:

La variable aleatoria X sigue una distribución de Bernouilli  )p,1(B si su función de probabilidad es:

                            == )xX(P 1p0
xdevaloresderesto0

0xsip1q
1xsip

<<
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=−=

=

La variable aleatoria X sigue una distribución binomial  )p,n(B  si es suma de n variables de Bernouilli
)p,1(B  independientes, su función de probabilidad será:

                           == )xX(P
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

xdevaloresderesto0

n,,2,1,0xsiqp
x
n xnx L

4. Explique cuáles son las distribuciones asociadas a la normal y para que se utilizan.

Respuesta:
:2

nχ Dadas n variables aleatorias independientes  )1,0(NXi ≈ , entonces la distribución de la
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variable ∑
=

n

1i

2
iX se denomina chi‐cuadrado con n grados de libertad.

:tn

Si X es una variable aleatoria normal  )1,0(N ,  e  Y es una   2
nχ ,  ambas independientes,

entonces la distribución de la variable 

n
Y

X se denomina t de Student con n grados de

libertad.

:F m,n

Si X e Y son variables aleatorias independientes, siendo  2
nX χ≈   )1,0(N   e   2

mY χ≈ , entonces

la distribución de la variable 
mY
nX  se denomina F de Snedecor con n y m grados de libertad.

Tienen utilidad en los procesos de estimación pues son los modelos de distribución que siguen
ciertos estimadores.

5.  Explique el objetivo de la inferencia estadística.

Respuesta: La Inferencia Estadística persigue la obtención de conclusiones sobre un gran número de
datos, basándose en la observación de una muestra obtenida de ellos; también intenta medir su
significación, es decir la confianza que nos merecen.
Tiene como objetivo obtener información sobre el valor de algún parámetro poblacional, como por
ejemplo la media o la varianza, o sobra la forma de la variable aleatoria, como por la ejemplo la
función de densidad o de cuantía. Esta determinación se hace a partir de la información contenida
en una muestra aleatoria.

6.  Explique que es una muestra aleatoria simple.

Respuesta: Sea X una variable aleatoria de una población con función de distribución F(x).
Si las variables aleatorias  n21 X,,X,X L  son independientes y tienen la misma función de
distribución F(x) que la variable X, entonces se dice que las variables  n21 X,,X,X L  constituyen una
muestra aleatoria simple de tamaño n.

7.  ¿Cuál es el objetivo de la estimación puntual?. Razone la respuesta.

Respuesta: Obtener el valor de un parámetro poblacional desconocido mediante la elección de un
estadístico muestral (estimador). Obtenida la muestra, el valor del estimador se utilizará como valor
del parámetro poblacional.

8.  ¿Cuál es el objetivo de un contraste de hipótesis?. Razone la respuesta.

Respuesta: Es confirmar o rechazar una determinada hipótesis efectuada sobre el valor de un
parámetro poblacional o sobre la distribución de una variable aleatoria. Para un determinado
estadístico, determinaremos el conjunto de valores que admitimos para aceptar la hipótesis (región
de aceptación) y el conjunto complementario (región de rechazo). Para efectuar el contraste, se
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elige una muestra y se calcula el valor que proporciona el estadístico en cuestión, lo que permite
aceptar la hipótesis o bien rechazarla y, en su caso, aceptar una hipótesis alternativa.

9.  Concepto de población, muestra y estadístico muestral. Ponga un ejemplo.

Respuesta:
POBLACIÓN.‐ Es el conjunto de individuos que son objeto del estudio estadístico, de forma que
existe una variable aleatoria X asignando un número real a cada uno de los individuos de la
población.
MUESTRA.‐ De tamaño n, es un conjunto de n observaciones de la variable aleatoria

)X,,X,X( n21 L .
ESTADÍSTICO MUESTRAL.‐ Es una función de las variables  n21 X,,X,X L  que componen la muestra.

EJEMPLO.‐ Una muestra puede ser el conjunto de clientes de unos grandes almacenes durante al
año 2011, siendo X el gasto efectuado por cada cliente. La muestra queda formada por la elección
de k clientes  )X,,X,X( k21 L  que anotamos sus gastos. Un estadístico muestral, sería por ejemplo,

la media muestral  ∑
=

=
k

1i
ix

n
1

x

10. Explique conceptualmente qué es el sesgo de un estimador y cuál es su interpretación.

Respuesta:  Se denomina sesgo de un estimador  θ̂  a la diferencia  θθ −)̂(E , donde  θ  es el parámetro
a estimar. Puede ser positivo, negativo o nulo. Una propiedad deseable del estimador es que el
sesgo sea nulo y en ese caso diremos que el estimador es insesgado. En caso contrario el estimador
sobrestima o infraestima al parámetro según que el sesgo sea positivo o negativo respectivamente.

11. ¿Qué significa error de tipo I?

Respuesta:  Cuando del resultado de un contraste de hipótesis debemos rechazar la hipótesis nula,
puede ocurrir que está fuese cierta, en cuyo caso habremos cometido un error que se denomina de
tipo I.

12. Explique cuál es el efecto sobre la amplitud de un intervalo de confianza, con un nivel de
confianza dado, de un aumento en el tamaño de la muestra aleatoria.

Respuesta:  Al aumentar el tamaño de la muestra, disminuye la amplitud del intervalo.

13.  Indicar la relación existente entre un contraste de hipótesis paramétrico y el error de tipo I.

Respuesta: Si  θ  es un parámetro desconocido y se desea contrastar la hipótesis nula  oH de que

oΩθ∈  frente a la hipótesis alternativa  1H  de que   oΩθ∉ , se denomina error de tipo I al que se
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comete cuando con el resultado del contraste, se rechaza la hipótesis nula cuando en realidad es
cierta.

Si  =)(θα Probabilidad del error de tipo I  )ciertaesH/Hrechazar(P oo= ,  se llama tamaño del error
de tipo I, o nivel de significación,  a   )(max

o
θαα

Ωθ∈
=

Cuando la hipótesis nula  oH  es simple  )( oθθ = , la probabilidad de error de tipo I coincide con el
nivel de significación.

14.  ¿Existe alguna relación entre el error de tipo I y el error de tipo II?. Explique la respuesta.

Respuesta: Para un tamaño fijo de la muestra n, al aumentar el nivel de significación α , que es la
probabilidad de rechazar  oH  siendo falsa (error de tipo I), disminuye la probabilidad β  de aceptar

oH  siendo falsa (error de tipo II) y viceversa.
Si el tamaño de la muestra aumenta, es posible que α  y  β  disminuyan,  pero para una nivel de
significación α  fijo la probabilidad β  de error de tipo II disminuye.

15.  Explique conceptualmente porqué es importante que un estimador sea eficiente.

Respuesta: Un estimador es eficiente si es insesgado y su varianza alcanza la cota de Cramer‐Rao, es
decir, tiene menor varianza que cualquier otro estimador insesgado. Ello es importante porque, bajo
la hipótesis de eficiencia, el estimador toma para diferentes muestras valores próximos unos a
otros.

16.  ¿Qué entendemos por error cuadrático medio?

Respuesta: Se define el error cuadrático medio de un estimador  θ̂ :  [ ]2)(̂E)̂(ECM θ−θ=θ  donde  θ
es el parámetro a estimar. Si se desarrolla esta expresión se obtiene que:

( )2)̂(E)̂(Var)̂(ECM θ−θ+θ=θ ,

denominándose sesgo de  θ̂  a la diferencia  [ ]θθ −)̂(E

17. ¿Cuál es el objetivo del contraste  2χ  de Pearson de bondad de ajuste y qué estadístico utiliza?.

Respuesta:  Tiene por objetivo verificar si una muestra procede de una población con una

determinada probabilidad. Se utiliza el estadístico 
i

k

1i

2
ii

2

pn

)pnn(∑
=

−
=χ  que se distribuye

aproximadamente como una  2χ  con (k‐1) grados de libertad, siendo n el tamaño de la población en
la que hemos efectuado una partición en 'k' clases,  in  el número de observaciones de la clase i‐
ésima,  y  ip  la probabilidad de que una observación caiga en la clase i‐ésima.

18.  Explique la diferencia entre estimador y estimación. Ponga un ejemplo.
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Respuesta: En una población consideramos una muestra de tamaño n y sean   n21 X,,X,X L  las  n
variables muestrales. Sea  θ  un parámetro muestral. Se llama estimador de  θ  a una cierta función
de la muestra:

)X,,X,X(gˆ n21 L=θ  elegida con ciertas propiedades de idoneidad.

Efectuada una realización muestral   )x,,x,x( n21 L , se llama estimación, al valor del estimador para

esa realización:  )x,,x,x(gˆ n21 L=θ

Ejemplo.‐  Supongamos una cierta población, una variable aleatoria X y que desconocemos la media
poblacional μ , que deseamos estimar. Elegimos un tamaño muestral, por ejemplo, n = 5 y
utilizamos como estimador la media muestral:

5

x

ˆ

5

1i
i∑

==μ

Sea por ejemplo (3, 5, 8, 3, 7) una realización muestral.  Entonces   2,5
5

73853
=

++++  es una

estimación de μ

19.  Explique conceptualmente que mide la potencia de un contraste

Respuesta: La potencia de un contraste es la probabilidad de rechazar la hipótesis nula  oH . Si esta es
cierta, la potencia del contraste coincide con el error de tipo I, y si  oH  es falsa, la potencia del
contraste sería  )1( β− , donde β  es el error de tipo II, es decir, la probabilidad de aceptar  oH  siendo
falsa.

20.  Teorema de Chebychef, explique su significado.

Respuesta: Si X es una variable aleatoria, tal que  μ=)X(E  y  2)X(Var σ= , entonces  0k >∀  se
cumple:

                   [ ]
2

2

k
kXP

σ
μ ≤≥−

Significa que la probabilidad de que un valor de la variable se aleje de la media de la población una

distancia superior a k, está acotada por el cociente 
2

2

k

σ , es decir, es menor cuanto menor sea la

varianza o cuanto mayor sea el cuadrado de k.

21.  ¿Cuando se utiliza la desigualdad de Chebychef para obtener intervalos de confianza?. Razone la
respuesta.
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Respuesta: Cuando se desea un intervalo de confianza para la media y se desconoce la distribución
de la población pero se conoce la varianza.

En efecto, para una muestra de tamaño n de una población con media μ desconocida y varianza  2σ

conocida. Utilizando como estimador de μ  la media muestral  x , sabemos que:

μ=)x(E           
n

)x(Var
2σ

=

Sustituyendo en la desigualdad de Chebychef   [ ]
2k

)x(Var
1k)x(ExP −≥≤− , queda:

[ ]
2

2

kn
1kxP

σ
−≥≤μ−   que equivale    [ ]

2

2

kn
1kxkxP

σ
−≥+≤μ≤−

La expresión 
2

2

kn
1

σ
−  es el nivel de confianza  )1( α− :   α−=

σ
− 1

kn
1

2

2
 , de donde, 

α

σ
=

n
k .

En definitiva, el intervalo de confianza buscado sería:   
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

α

σ
+

α

σ
−

n
x,

n
x

22.  Explique razonadamente la diferencia entre un contraste de independencia y uno de
homogeneidad.

Respuesta: En un contraste de independencia se establece la hipótesis nula  oH :  X e Y son
independientes, donde X e Y son dos características de la población.

Para realizar el contraste se utiliza el estadístico  ∑∑
= =

−
=χ

k

1i

m

1j ij

ijij2

e

)eO( 2

, donde  ijO  son las

frecuencias observadas de la muestra y  ije  son las frecuencias esperadas bajo el supuesto de

independencia.
En un contraste de homogeneidad se parte de r muestras independientes clasificadas en s
características. La hipótesis nula:  rjj3j2j1o pppp:H ==== LL   donde  )s,,2,1j( L= , es decir,

la probabilidad de cada categoría es la misma en todas las muestras.

Para realizar el contraste se utiliza el mismo estadístico que el de independencia.

23.  ¿Cuándo se puede decir que un estimador es insesgado?. Razone la respuesta poniendo algún
ejemplo?

Respuesta: Un estimador  θ̂  de un parámetro  θ  es insesgado cuando  θ=θ)̂(E

Por ejemplo, la media muestral  x  es insesgada para determinar la media poblacional:
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μ=
μ

==

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
∑∑
==

k
k

k

)x(E

k

x

E)x(E

k

1i
i

k

1i
i

24. Estimador eficiente. Expresión analítica.

Respuesta: Un estimador  θ̂  del parámetro  θ  es eficiente si es insesgado y de varianza mínima, es

decir, coincide con la cota de Frechet‐Cramer‐Rao: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
);x(fln

En

1
)̂(Var

θϑ
θϑ

θ

25. Relación existente entre estimador consistente y estimador consistente en media cuadrática.

Respuesta: Un estimador  nθ̂  de un parámetro  θ , obtenido para una muestra de tamaño n, es

consistente (consistencia simple o en probabilidad) si la sucesión  { }nθ̂  converge en probabilidad a  θ ,
es decir:

01ˆPlim
nn

>=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ <− ∀

∞→
εεθθ

Un estimador es consistente en media cuadrática cuando    0)ˆ(Elim 2
nn

=−
∞→

θθ

Si se verifica que un estimador es consistente en media cuadrática, también lo es en probabilidad. El
reciproco no es necesariamente cierto.

26.  Explique brevemente en que consiste el método de los momentos y cuales son las propiedades
de los estimadores obtenidos por éste método.

Respuesta: Consiste en igualar tantos momentos muestrales como parámetros a estimar, a los
correspondientes momentos poblacionales.
Si los parámetros a estimar son momentos poblacionales respecto del origen, los estimadores son
insesgados. Pero, en general no lo son y por tanto no serían eficientes.
Bajo condiciones bastante generales,  son consistentes.
Para estimar momentos poblacionales, son asintóticamente normales.

27.  Indicar si los estimadores obtenidos por el método de los momentos son eficientes o no.

Respuesta: En general no son eficientes ya que no siempre el estimador obtenido por el método de
los momentos es insesgado.

28.  ¿Qué características pueden considerarse esenciales en el planteamiento de un contraste
paramétrico?
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Respuesta: Formulación de la hipótesis nula  oH  y de la hipótesis alternativa  1H  en términos
estadísticos. Ambas deben de ser mutuamente excluyentes.
Determinación del test estadístico o estadístico de prueba apropiado.
Selección del nivel de significación α .
Determinación de la región crítica.
Selección aleatoria de la muestra.
Establecimiento de la regla de decisión y su interpretación.

29.  ¿Cuándo se deberá utilizar un contraste de independencia y cuando uno de homogeneidad ?

Respuesta: Se utiliza un contraste de independencia cuando se trata de contrastar si existe
dependencia entre dos características de la misma población.
Se utiliza un contraste de homogeneidad cuando se desea contrastar si dos o más muestras
proceden de la misma población.

30.  Explique conceptualmente para qué se puede utilizar la función de distribución empírica de la
muestra.

Respuesta: La función de distribución empírica de la muestra  )x(Fn  converge en probabilidad a la
función de distribución de la población, al aumentar el tamaño de la muestra. Luego su gráfica
puede utilizarse para determinar la forma general de la distribución poblacional.

31.  ¿Qué entendemos por muestra aleatoria simple?

Respuesta: Dada una variable aleatoria simple X con función de distribución  )x(F ,  se denomina
muestra aleatoria simple de tamaño n al conjunto de n variables  )x,,x,x( n21 L  independientes,
cada una de ellas distribuida  idénticamente igual que la variable X.

32.  Clasifique los resultados posibles de la decisión tomada en un contraste de hipótesis utilizando
la información proporcionada por una muestra, respecto de la naturaleza de la hipótesis nula.
Razone la respuesta.

Respuesta: La hipótesis nula  oH  puede ser verdadera o falsa. Pueden presentarse los siguientes
resultados:

oH  verdadera oH  falsa
Aceptamos  oH Decisión correcta Error de tipo II
Rechazamos  oH Error de tipo I Decisión correcta
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33.  ¿En qué contrastes podemos utilizar el estadístico  2χ   de Pearson?,  ¿Para qué se utiliza?

Respuesta: En contrastes sobre la varianza  2σ  de una población normal  ),(N σμ  con la media

poblacional μ  desconocida. El estadístico  2
1n2

2s)1n(
−χ≈

σ

−  se distribuye como una  2χ  con (n‐1)

grados de libertad.
Se utiliza para determinar la región crítica (y de aceptación) para un nivel de confianza α  dado.

Por ejemplo, si el contraste
es: 2

o
2

1

2
o

2
o

:H
:H

σ≠σ
σ=σ

entonces la región crítica viene definida por las desigualdades:   2
)1n(;2/2

2s)1n(
−αχ<

σ

−   o

2
)1n(;2/12

2s)1n(
−α−χ>

σ

−

34.  ¿Qué es una hipótesis estadística?, ¿Qué es una hipótesis nula?. Razone la respuesta.

Respuesta: Una hipótesis estadística es una afirmación verdadera o falsa acerca del valor de alguna
característica desconocida de la población.
Para efectuar un contraste de hipótesis, aceptamos una hipótesis como verdadera, a la cual
denominamos hipótesis nula, frente a otra complementaria que llamamos hipótesis alternativa.

35.  ¿Cual es el objetivo de los contrastes de aleatoriedad?. Razone la respuesta.

Respuesta: Tienen por objetivo determinar si la muestra elegida en el proceso de muestreo es
aleatoria.

36. Definición de estadístico, estimación y estimador. Ponga un ejemplo de cada uno de estos
conceptos en los que se aprecien las diferencias entre ellos.

Respuesta:
Estadístico es cualquier función de la variable muestral  )x,,x,x( n21 L :   )x,,x,x(gˆ n21 L=θ

Estimador es un estadístico que usamos para hallar el valor de un parámetro poblacional
desconocido.

Estimación es un valor concreto del estimador, para una muestra concreta elegida.

Por ejemplo:  Estadísticos serían el máximo de  )x,,x,x( n21 L ; la media muestral  ∑
=

=
n

1i
ix

n
1

x ; la

cuasivarianza muestral   ∑
=

−
−

=
n

1i
i

2
x

2)xx(
1n

1
s ; o cualquier momento muestral respecto al origen
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∑
=

=α
n

1i

n
in x

n
1 , etc.

Un estimador de la media poblacional sería, por ejemplo, la media muestral  ∑
=

=
n

1i
ix

n
1

x

Si como estimador de la media poblacional se elige la media muestral, para muestras de tamaño 5,
elegida la muestra (2,5, 3,  2, 3,1 , 2,7), la estimación correspondiente sería:

66,2
5

7,21,3235,2
=

++++

37. Concepto de error cuadrático medio. ¿Para qué se utiliza?

Respuesta: Sea  θ̂  el estimador de un parámetro poblacional  θ , el error cuadrático medio se define
como el valor de  [ ]2)(̂E)̂(ECM θ−θ=θ  .

Desarrollando la expresión se obtiene:  ( )2)̂(E)̂(Var)̂(ECM θ−θ+θ=θ , denominándose sesgo de  θ̂

a la diferencia  ( )θ−θ)̂(E . En efecto:

[ ]2)(̂E)̂(ECM θθθ −=  = (restamos y sumamos  )̂(E θ ) =  [ ] =−+− 2))̂(E)̂(E(̂E θθθθ

                                 [ ] [ ] [ ] =−−+−+−= ))̂(E())(̂E(̂E2))̂(E(E))(̂E(̂E 22 θθθθθθθθ

                                  [ ] [ ]))(̂Eˆ(E))̂(E(2))̂(E()̂(Var 2 θθθθθθθ −−+−+=  = teniendo en cuenta que

                                  [ ] 0))(̂E(̂E =− θθ  =  22 )sesgo()̂(Var))̂(E()̂(Var +=−+ θθθθ

En el problema de la estimación puntual que el error cuadrático medio sea lo menor posible, lo cual
se consigue cuanto menores sean la varianza de  θ̂  y el valor absoluto del sesgo. Cuando el
estimador es insesgado [ 0)̂(sesgo =θ ] el ECM coincide con la varianza  [ ])̂(Var)̂(ECM θθ =

38. Relacione las propiedades de los estimadores de máxima verosimilitud.

Respuesta:

Son consistentes.
En general, son insesgados. En caso contrario, son insesgados asintóticamente.
Si  θ̂  es eficiente, entonces es máximo verosímil y único. Aunque no todo estimador
        máximo verosímil es eficiente, aunque si lo es asintóticamente.

Si  θ̂  es máximo verosímil entonces es asintóticamente normal  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ )̂(Var,ˆN θθ , en donde

        )̂(Var θ coincide con la cota de Frechet‐Cramer‐Rao.

Si  θ̂  es eficiente, entonces el estimador máximo verosímil de  θ , si es único, es función de  θ̂ .
Principio de invarianza de Zehna.‐ Si  θ̂  es máximo verosímil, es invariante por una
       transformación biunívoca.

39. Condiciones que debe cumplir el pivote en el método pivotal.
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Respuesta: Si  θ  es el parámetro desconocido, entonces el pivote es una función  ),X,,X,X(T n21 θL

que debe cumplir las condiciones:

El valor que toma  ),X,,X,X(T n21 θL  para cada muestra depende exclusivamente de  θ
La distribución muestral del estadístico  ),X,,X,X(T n21 θL  no depende de  θ

40. Concepto de nivel de significación y potencia de un contraste. Relación entre ambos.

Respuesta: El nivel de significación α  de un contraste es la probabilidad de cometer error de tipo I,
es decir, es la probabilidad de rechazar la hipótesis nula, siendo ésta cierta. También se denomina
tamaño de la región crítica (o de rechazo) ya que la probabilidad de que el estimador pertenezca a la
región crítica es precisamente α .
La potencia del contraste es la probabilidad de rechazar la hipótesis nula. Si denominamos por β  la
probabilidad de error de tipo II, es decir, la probabilidad de aceptar la hipótesis nula siendo falsa,
entonces:

Potencia del contraste
= ⎩

⎨
⎧

− falsaesHsi1
ciertaesHsi

o

o

β
α

Para un tamaño muestral n fijo, si α  aumenta, entonces β  disminuye y, por lo tanto,  β−1  aumenta
y viceversa.

41. ¿Cual es la interpretación del concepto 'grados de libertad' a la hora de utilizar estimadores?

Respuesta: En una muestra de tamaño n, las n variables  )X,,X,X( n21 L son independientes. Se
suele decir que el conjunto de las n variables  )X,,X,X( n21 L contiene n grados de libertad. Ahora

bien, es posible que un estimador cualquiera   )X,,X,X(ˆˆ
n21 Lθθ =  mantenga los n grados de

libertad o no.

Por ejemplo, en una población en la que desconocemos la media poblacional, utilizamos como
estimador

2
n

1i
i )xx(ˆ −= ∑

=

θ  (para hacer estimaciones sobre la varianza) ocurre que hemos perdido un grado de

libertad, puesto que sabemos que  xnx
n

1i
i =∑

=

, de donde, conociendo solamente (n‐1) valores de la

muestra podemos despejar el que queda. Así, pues,  θ̂  posee (n‐1) grados de libertad.

42. Teorema de factorización de Fisher‐Neyman

Respuesta:

Si  )X,,X,X( n21 L  es una muestra aleatoria simple, siendo  ),x,,x,x(P n21 θL   ó   ),x,,x,x(f n21 θL

las funciones de probabilidad o densidad, respectivamente, entonces el estadístico



Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                        251

)X,,X,X(TT n21 L=  es suficiente para el parámetro  θ  si y sólo si existen dos funciones
[ ]θ),X,,X,X(Tg n21 L  y   )x,,x,x(h n21 L , tales que:

        [ ] )x,,x,x(h),X,,X,X(Tg),x,,x,x(P n21n21n21 LLL θθ =

ó      [ ] )x,,x,x(h),X,,X,X(Tg),x,,x,x(f n21n21n21 LLL θθ =

43.  Lema de Neyman‐Pearson

Respuesta:

Proporciona un criterio para hallar la región crítica de tamaño α  en un contraste de hipótesis que
haga mínimo el error de tipo II,   )falsaesH/HAceptar(P oo=β . Diremos que es la mejor región
crítica.

Establece que, obtenida una muestra aleatoria simple   )X,,X,X( n21 L  de una población con función

de densidad  );x(f θ ,  siendo   ∏
=

=
n

1i
in21 );x(f);x,,x,x(L θθL  la función de verosimilitud de una

muestra, si
queremos efectuar el
contraste: ⎩

⎨
⎧

=
=

11
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:H
:H

θθ
θθ

sea  0k >  y  C un subconjunto del espacio muestral  nR  tal que:
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Entonces C  es la mejor región crítica
de tamaño α  para efectuar el
contraste.

44. Intervalo de confianza de una proporción para muestras pequeñas.

Respuesta: Consideramos el estimador de máxima verosimilitud que, para una muestra de tamaño n

de una población Bernouilli  )p,1(B , es la proporción muestral 
n
X
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pruebasnenéxitosn
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Los extremos  ip  y  sp  de un intervalo de nivel de confianza  )1( α−  el 100%, verificarían las
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dada la dificultad de resolución de estas ecuaciones, Clopper y Pearson elaboraron unos ábacos que
proporcionan las soluciones para distintos valores de x, con n y α  fijos.

45. Contrastes uniformemente más potentes.

Respuesta: Supongamos un contraste de una hipótesis simple  oH frente a una hipótesis compuesta

1H , se dice que C es la región crítica uniformemente más potente de tamaño α  si es la mejor región
crítica de ese tamaño para contrastar  oH , para cada una de las hipótesis simples de las que consta

1H .
Si la región crítica de un contraste cumple esta  propiedad, decimos que el contraste es el
uniformemente más potente de tamaño α .

46. Regla de decisión para el contraste de Pearson de bondad de ajuste cuando los parámetros
poblacionales son conocidos.

Respuesta: Consideremos una partición en k clases del campo de variación de la variable aleatoria X
y una muestra aleatoria simple de tamaño n. Sea  in ,  )k,,2,1i( L= ,  el número de observaciones
muestrales contenidas en la clase i‐ésima.
Supongamos que la hipótesis nula  oH  establece las probabilidades  k21 p,,p,p L  de que una
observación caiga en cada una de las clases. Entonces, rechazaremos  oH , al nivel de significación α ,
si:

2
)1k(;

i

k

1i

2
ii

2
exp pn

)pnn(

−
= >

−

=
∑

αχχ

donde  2
1 αχ −  es tal que

                                        [ ] αχχ α => −− o
2
1

2
1k H/P

siendo  2
1k−χ  una chi‐cuadrado con (n‐1) grados de libertad.

47. ¿Cuándo decimos que un estimador es UMVUE?

Respuesta: Un estimador  oθ̂  es UMVUE (insesgado y uniformemente de mínima varianza) para

estimar el parámetro  θ , si dado cualquier otro estimador  θ̂  de  θ , se verifica que  )̂(Var)(̂Var o θθ ≤ ,
para todos los posibles valores de  θ .

48. ¿De qué depende que la amplitud de un intervalo de confianza para la media, siendo la varianza
desconocida, sea mayor o menor?

Respuesta:
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Para un tamaño de la muestra fijo, a mayor nivel de confianza  )1( α− , mayor amplitud del intervalo.
Para un nivel de confianza fijo  )1( α− , a mayor tamaño de la muestra, menor amplitud del intervalo.

49. Discutir la siguiente aseveración <<Los estimadores insesgados siempre dan mejores
estimaciones que los estimadores sesgados>>.

Respuesta: No es cierto en general. Entre dos estimadores consideraremos mejor el que
proporciona un menor error cuadrático medio  2))(̂sesgo()̂(Var)̂(ECM θθθ += . Dados dos

estimadores,  1̂θ  sesgado y  2θ̂  insesgado, podría ocurrir que  )(̂Var))(̂sesgo()(̂Var 2
2

11 θθθ <+

50. ¿Cual es la utilidad del lema de Neyman‐Pearson?

Respuesta: Proporciona un criterio para hallar la región crítica de tamaño α  en un contraste de
hipótesis, que haga mínimo el error de tipo II,  )falsaesH/HAceptar(P oo=β .

51. Intervalo de confianza de una proporción para muestras grandes.

Respuesta: Consideramos una población con una variable que se distribuya  )p,1(B  (distribución de
Bernouilli de parámetro p). Sea  p̂  la proporción muestral de éxitos para una muestra de tamaño n
suficientemente grande, y  p̂1q̂ −= .

Sea Z normal  )1,0(N  y 
2

zα  tal que   2
zZP

2

α
α =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
≥

Un intervalo de confianza, a un nivel  )1( α− , para la proporción poblacional p es:

                     
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−=− n

q̂p̂
zp̂,

n
q̂p̂

zp̂I
22

)1( ααα

 52. Tamaño de la muestra para estimar la proporción de una población.

Respuesta: Se trata de hallar el tamaño muestral n para construir un intervalo de confianza de
longitud L, al nivel de confianza  )1( α− .

Como el intervalo de confianza es 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−=− n

q̂p̂
zp̂,

n
q̂p̂

zp̂I
22

)1( ααα

cuya longitud es 
n
q̂p̂

z2L
2
α= , despejando se obtiene  

2

2

2

L

q̂p̂z4

n
α

=

En particular, como el error 
2
L

pp̂ =−=ε  , se tiene que  
2

2

2

q̂p̂z

n
ε

α

=
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53. Los sucesos A y B  verifican  P(A)=0,4, P(B)=0,3 y  1,0)BA(P =∩ . La probabilidad de  )BA/A(P ∪ :

a)  4/7 b)   5/6
c)  2/3 d)   Ninguna respuesta es correcta

Respuesta:  (c)

[ ] [ ] [ ]
3
2

6,0
4,0

1,03,04,0
4,0

)BA(P
)A(P

)BA(P
)BA(A(P

)BA(P
)BA()AA(P

)BA(P
)BA(AP

)BA/A(P ==
−+

=
∪

=
∪
∩∪

=
∪

∩∪∩
=

∪
∪∩

=∪

54.  Sea A un suceso contenido en el suceso B,  BA⊂ . ¿Qué opción es correcta?.

a)   )A(P)B(P < b)  )A(P)B(P)AB(P −=−
c)  0)BA(P =∩ d)  Ninguna de las respuestas

Respuesta:  (b)

Si  BA⊂ )AB(AB −∪=a ,  como A  y   AB−  son incompatibles:  )AB(P)A(P)B(P −+=
con lo cual,  )A(P)B(P)AB(P −=−

55. Sean A  y  B dos sucesos cualesquiera con   0)B(P > , se verifica:

a)   )B/A(P)B/A(P = b)  )A(P)BA(P <∩
c)   1)A/B(P)B/A(P =+ d)  1)B/A(P)B/A(P =+

Respuesta:  (d)

Los sucesos  BA∩  y   BA∩  constituyen una partición disjunta de B.

Luego  )BA(P)BA(P)B(P ∩+∩=

de donde, se deduce que:

1
)B(P
)B(P

)B(P
)BA(P)BA(P

)B(P
)BA(P

)B(P
)BA(P

)B/A(P)B/A(P ==
∩+∩

=
∩

+
∩

=+

56. Una fabrica de perfumes tiene dos marcas en el mercado (A y B), y proyecta el lanzamiento de
una nueva marca.  La probabilidad de compra de A es 0,3, la de B es 0,5, y la de A y B es 0,1.
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Antes de lanzar la nueva marca, la fabrica necesita conocer la probabilidad de que no se compre ni A
ni B, así como la probabilidad de que solo se compre una de las dos marcas. Señalar la opción
correcta:

a)  0,2  y  0,6 b)   0,3  y  0,6
c)  0,8  y  0,6 d)   Ninguna respuesta es correcta

Respuesta:  (b)

El suceso no comprar ni A ni B:  c)BA(BA ∪=∩ , y como son sucesos disjuntos,

Ω=∪∪∪ c)BA()BA(

[ ] 3,0)1,05,03,0(1BA(P)B(P)A(P1)BA(P1)BA(P c =−+−=∩−+−=∪−=∪

con lo cual,  3,0)BA(P)BA(P c =∪=∩

Comprar la marca A y no comprar la B  es (A‐B). Análogamente, comprar la marca B y no comprar la
A es (B‐A). En consecuencia, la probabilidad de comprar una de las marcas será:

P(una de las marcas) = [ ] [ ] [ ]=∩−+∩−=−+−=−∪− BA(P)B(PBA(P)A(P)AB(P)BA(P)AB()BA(P

                                      6,02,05,03,0)BA(P.2)B(P)A(P =−+=∩−+=

57.  Se eligen al azar dos puntos en el intervalo (0,2). Señalar la probabilidad de que el producto de
ambos sea menor que 3.

a)  0,75 b)   1
c)  0,92 d)   Ninguna respuesta es correcta

Respuesta:  (d)

El suceso  3xy <  está formado por los puntos del cuadrado de lado 2 que se
encuentran por debajo de la hipérbola  3xy = , es decir, pertenecientes a los
recintos A o B.

La probabilidad de que se verifique  3xy <  es igual a la de que un punto w
pertenezca a uno de los recintos A o B.

[ ] 966,0)
2
3

ln2(ln.
4
3

4
3

4

xd
x
3

2
3
.2

cuadradoÁrea
BÁreaAÁrea

)Bw()Aw(P)3xy(P

2

23 =−+=
+

=
+

=∈∪∈=<
∫
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58.‐ Sean A y B dos sucesos correspondientes a un experimento aleatorio, tales que  Ω=∪BA  con
8,0)A(P =  y  5,0)B(P = . Se pide calcular las probabilidades:

<1>   )BA(P ∩ <2>  )BA(P ∪

<3>  )BA(P ∪ <4>  )BA(P ∪

Respuesta:

Sabemos que  )BA(P)B(P)A(P)BA(P ∩−+=∪ , con la hipótesis  Ω=∪BA , siendo  1)(P =Ω , se
tiene:  ⇒∩−+= )BA(P5,08,01   3,0)BA(P =∩

B  es el complementario de B, en consecuencia,  BB −= Ω

)BA(P)B(P)A(P)BA(P ∩−+=∪

5,05,01)B(P)B(P)(P)B(P =−=−= aΩ

de otra parte,

5,0)BA(P)B(PBAB)BA(BB =∩=∩=−∪=−= aΩ

con lo que,  8,05,05,08,0)BA(P =−+=∪

también podríamos haber considerado:  ABBA ⊂⇒=∪ Ω

con lo cual,  8,0)A(P)BA(P ==∪

5,0)B(P)BA(P ==∪

7,03,O1)BA(P1)BA(P)BA(P

MorgandeLeyes

=−=∩−=∩=∪
876



Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                        257

Facultad de Ciencias Económicas y Empresariales Estadística Teórica II

1. Según los dirigentes del partido A, la intención de voto del partido rival B, en
Andalucía, es la misma que la que tiene en Madrid. Se realiza una encuesta a 100
personas en Andalucía de los que 25 mostraron su apoyo al partido B, y a otras 100
personas en Madrid de las que 30 se inclinaron por el partido B.
    a) Construir un intervalo de confianza del 90% para la proporción de personas que
votarían al partido B en Andalucía
    b) ¿A cuántas personas habría que encuestar para obtener un margen de error o
error de estimación ± 2%, al nivel de confianza anterior?.
    c) Construir un intervalo de confianza al 90% para la diferencia de proporciones en la
estimación del voto del partido B en las dos comunidades. ¿Podemos afirmar que los
dirigentes del partido A tienen razón?.

Solución:

a) La característica en estudio en ambas comunidades es dicotómica, tenemos que
construir un intervalo de confianza para el parámetro 1p (proporción) de la variable
aleatoria binomial asociada al estudio de la característica en la comunidad de Andalucía.
Como el tamaño de la muestra es suficientemente grande, n1 = 100, se puede utilizar la
aproximación normal.

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

===α=α=α−
==−===

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
±=

α
αα− 645,1zz05,0210,090,01

100n75,0p̂1q̂25,010025p̂
n

)p̂1(p̂zp̂)p(I
05,02

1111
)2(1

[ ]

[ ] [ ] α−==≤≤≡=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
±=

190,0321,0p179,0P321,0;179,0)p(I

321,0;179,0
100

75,0.25,0)645,1(25,0)p(I

1190,0

190,0

En Andalucía la intención de voto del partido B se encuentra entre el 17,9% y 32,1%,
con un nivel de confianza del 90%.
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b) La amplitud o longitud vendrá dado por la fórmula:

2

xx
2

2xx
)2(x n

q̂.p̂
z

n
q̂.p̂

zp̂muestral
error

muestral
proporción

I
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=∈

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+≡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
±⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= αα a

2
xx

2
2 )q̂.p̂()z(

n,dondede
∈

= α

El caso más desfavorable será cuando 5,0q̂p̂ xx == .

Siendo 1691
0004,0

)5,0.5,0()645,1(n0004,0)02,0(
2

22 ≈==±=∈ a

c)  Nos encontramos ante un intervalo de confianza para la diferencia de parámetros
poblacionales )pp( 21 −  de dos distribuciones binomiales, con el tamaño de las muestras

suficientemente grandes, n1 = n2 = 100, para utilizar la aproximación normal.

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ −
+

−
±−=− αα−

2

22

1

11
)2(21211 n

)p̂1(p̂
n

)p̂1(p̂
z)p̂p̂()pp(I

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

===α=α=α−
==−===

==−===

α 645,1zz05,0210,090,01
100n70,0p̂1q̂3,010030p̂
100n75,0p̂1q̂25,010025p̂

05,02

2222

1111

[ ]053,0;153,0
100

70,0.3,0
100

75,0.25,0)645,1()3,025,0()pp(I 2190,0 −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+±−=−

El intervalo de confianza cubre el cero, lo que indica que no existe diferencia
significativa entre la intención de voto del partido B en ambas comunidades, con lo cual
los dirigentes del partido A tienen razón con una fiabilidad del 90%.
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2.  Sea una variable aleatoria X procedente de una población con densidad de
probabilidad ).4,(N μ  Se quiere contrastar la hipótesis nula 10:H 00 =μ=μ  frente a
la hipótesis alternativa 12:H 11 =μ=μ , con un nivel de significación 05,0=α , con un
muestreo simple de tamaño 25.
Determinar:

a) La probabilidad de cometer el error tipo II
b) La potencia del contraste

Solución:

Sea la variable aleatoria X )4,(N μ≈

Las hipótesis sobre la media poblacional (contraste unilateral):

12:H
10:H

11

00

=μ
=μ

Regla de decisión 
⎩
⎨
⎧

>
≤

.)C.R(críticaregiónHaceptasenokx
.)A.R(aceptaciónregiónHaceptasekx

0

0

a

a

La distribución de la media muestral x , de tamaño 25,  con la varianza poblacional
162 =σ  conocida:

)8,0;12(N)
25
4

,12(N)
n

,(Nx:H

)8,0;10(N)
25
4

,10(N)
n

,(Nx:H

11

00

==
σ

μ∈

==
σ

μ∈

a)   Para hallar el valor crítico 'k' recurrimos al Error Tipo I:

05,0)ciertaH/Hchazar(ReP)IET(P 00 ===α
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05,0)
8,0
10k

z(P

)10:Hkx(P)IET(P 00

=
−

>=

==μ>==α

316,11K645,1
8,0
10k

=⇒=
−

Error Tipo II:  )falsaH/HAceptar(P)IIET(P 00==β

=−≤=
−

≤==μ≤==β )855,0z(P)
8,0

12316,11
z(P)12:H316,11x(P)IIET(P 11

                                                                      1963,0)855,0z(P =≥=

b)  Potencia del Contraste:  β−== 1)falsaHHchazar(RePPotencia 00

8037,01963,01)falsaHHchazar(ReP1 00 =−==β−

3. Las latas de mejillones de una determinada marca indican que el peso escurrido de
dicho producto es de 250 gr. No obstante, un consumidor está convencido de que el
peso escurrido medio de dicho producto es menor que el que indican las latas. Si el peso
escurrido sigue una ley normal con desviación típica 9 gr.

a) Determinar, si existe, la mejor región crítica para contrastar la mejor región
crítica, con un nivel de significación del 5% y muestras aleatorias simples de
tamaño 100.

b) Tomar una decisión acerca del rechazo o no de la hipótesis nula a partir de una
muestra aleatoria simple de tamaño 100 en la cual se ha observado un peso
escurrido promedio de 245 gr.

c) Determinar la función de potencia del contraste.
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Solución:

a)  Sea la variable aleatoria X = "peso escurrido de las latas de mejillones"

Se trata de un contraste unilateral:

        250:H0 =μ     250:H1 <μ

La regla de decisión del muestreo: 
⎩
⎨
⎧

≤
>

.)C.R(Hrechazasekx
.)A.R(Haceptasekx

0

0

La variable aleatoria X en el muestreo, bajo la hipótesis nula,  sigue una distribución

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

100
9

,250N

El valor crítico k, bajo la hipótesis nula,  se determina con el nivel de significación α :

[ ] 05,0
9,0
250k

zP
9,0
250k

9,0
250x

P)9,0;250(N/kxP

)ciertaH/kx(P)ciertaH/Hchazar(ReP)IET(P 000

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −
≤=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −
≤

−
=≤=

=≤===α

observando las tablas de la N(0,1), y considerando que α−α −= 1zz , se tiene:

52,248k96,1
9,0
250k

=−=
−

a

La región crítica más  potente, para muestras de tamaño 100,  es 52,248x ≤

b)   Dado que 52,248245x <= , el peso
escurrido promedio se encuentra en la
región de rechazo de la hipótesis nula.
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c)  La función potencia del contraste se establece como:

     =⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ μ−
≤

μ−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
μ≤=≤=μ

9,0
52,248

9,0
x

P)
100
9

;(N/kxP)52,248x(P)(P

                                        
2509,0

52,248
zP

≤μ
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ μ−
≤=

4.  Para una muestra aleatoria simple de 350 días, el número de urgencias tratadas
diariamente en un hospital A queda reflejado en la siguiente tabla:

Nº urgencias 0 – 5 5 – 10 10 – 15 15 – 20 20 – 25 25 - 30 Total días
Nº días 20 65 100 95 60 10 350

Contrastar, con un nivel de significación del 5%, si la distribución del número de
urgencias tratadas diariamente en el hospital A se ajusta a una distribución normal.

Solución.-

Para ajustar los datos obtenidos a una distribución normal ),(N σμ  de parámetros
desconocidos, se necesitan estimar los dos parámetros recurriendo a los estimadores
máximo-verosímiles: )ˆ,xˆ( 2

x
2 σ=σ=μ , donde la variable aleatoria X = ‘ número de

urgencias diarias’.

Se establece la hipótesis nula 'normallaaajustaseempíricaóndistribuciLa':H0

Se acepta la hipótesis nula, a un nivel de significación α  si

43421
4434421 teóricooestadístic

2
1pk;

k

1i i

2
i

contrasteoestadístic

k

1i i

2
ii2

1pk n
e
n

e
)en(

−−α
==

−− χ<−=
−

=χ ∑∑  donde  
estimaraparámetrosnúmero

ervalosintnúmero

p
k
≡
≡
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1)  Se obtiene la media y la desviación típica:

Intervalos ix in ii nx i
2
i nx

0 - 5 2,5 20 50 125
5 - 10 7,5 65 487,5 3656,25
10 - 15 12,5 100 1250 15625
15 - 20 17,5 95 1662,5 29093,75
20 - 25 22,5 60 1350 30375
25 - 30 27,5 10 275 7562,5

350nn
6

1i
i == ∑

=
5075nx

6

1i
ii =∑

=
5,86437nx

6

1i
i

2
i =∑

=

5,14
350

nx
x

6

1i
ii
==

∑
=      71,36)x(

350

nx

350

n)xx(
2

6

1i
i

2
i

6

1i
i

2
i

2
x =−=

−
=σ

∑∑
==      06,6x =σ

2)  Se procede al ajuste de una distribución normal )06,6;5,14(N  hallando las
probabilidades de cada uno de los intervalos:

Intervalos in ip npe ii =
2

ii )en( − i
2

ii e/)en( −

0 - 5 20 0,0498 17,43 6,6 0,38
5 - 10 65 0,1714 59,99 25,1 0,42
10 - 15 100 0,3023 105,81 33,76 0,32
15 - 20 95 0,2867 100,35 28,62 0,29
20 - 25 60 0,1396 48,86 124,1 2,54
25 - 30 10 0,0366 12,81 7,9 0,62

350n = 57,4e/)en(
6

1i
i

2
ii =−∑

=

04978,000842,00582,0)39,2z(P)57,1z(P)39,2z57,1(P

)57,1z39,2(P
06,6

5,145
06,6

5,14x
06,6

5,140P)5x0(P

=−=>−>=<<=

=−<<−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
<

−
<

−
=<<

1714,00582,02296,0)57,1z(P)74,0z(P)57,1z74,0(P

)74,0z57,1(P
06,6

5,1410
06,6

5,14x
06,6

5,145P)10x5(P

=−=>−>=<<=

=−<<−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
<

−
<

−
=<<



Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                      264

3023,02296,04681,01)08,0z(P)74,0z(P1)74,0z08,0(P

)08,0z74,0(P
06,6

5,1415
06,6

5,14x
06,6

5,1410P)15x10(P

=−−=>−>−=<<=

=<<−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
<

−
<

−
=<<

     
2867,01814,04681,0)91,0z(P)08,0z(P

)91,0z08,0(P
06,6

5,1420
06,6

5,14x
06,6

5,1415P)20x15(P

=−=>−>=

=<<=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
<

−
<

−
=<<

1396,00418,01814,0)73,1z(P)91,0z(P
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3)  Se calculan las frecuencias esperadas, multiplicando las probabilidades por el
número total n.pe ii =

4)  Se calcula el estadístico de contraste 2χ , donde el número de grados de libertad es
31261)estimaraparámetrosºn()ervalosintºn(1pk =−−=−−=−− , con lo cual,

57,4
e

)en(6

1i i

2
ii2

3 =
−

=χ ∑
=

Por otra parte, el estadístico teórico 815,72
3;05,0 =χ

Como 815,757,4 2
3;05,0

2
3 =χ<=χ , se acepta la hipótesis nula a un nivel de significación

del 5%. En consecuencia, la variable aleatoria número de urgencias en el hospital A sigue
una distribución )06,6;5,14(N .
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5.  Las compañías de seguros de automóviles suelen penalizar en sus primas a los
conductores más jóvenes, con el criterio que éstos son más propensos a tener un mayor
número de accidentes. En base a la tabla adjunta, con un nivel de significación del 5%,
contrastar si el número de accidentes es independiente de la edad del conductor.

Número de accidentes al añoEdad del
conductor 0 1 2 3 4
25 o menos 10 10 20 40 70
26 - 35 20 10 15 20 30
más de 36 60 50 30 10 5

Solución.-

La hipótesis nula :H0 'El número de accidentes sufridos por los conductores no depende
                                  de la edad del conductor'
Se acepta :H0

2
)1m(.)1k(;

k

1i

m

1j ji

2
ji2

)1m(.)1k(

k

1i

m

1j ji

2
jiji2

)1m(.)1k( n
e

n

e

)en(
−−α

= =
−−

= =
−− χ<−=χ=

−
=χ ∑∑∑∑

Región de rechazo de la hipótesis nula: { }2
)1m(.)1k(;

2
)1m(.)1k(R −−α−− χ≥χ=

Se forma la tabla de contingencia 3 x 5  donde cada frecuencia observada
m,,1j;k,,1iij)n( LL == tiene una frecuencia teórica o esperada en caso de independencia

n
nn

npe jyix
ijij ==

Número de accidentes por año
Edad del
conductor 0 1 2 3 4 ixn

25 o
menos

10
75,33e11 =

10
25,26e12 =

20
37,24e13 =

40
25,26e14 =

70
37,39e15 =

150
)150(

26 - 35 20
37,21e21 =

10
62,16e22 =

15
44,15e23 =

20
62,16e24 =

30
94,24e25 =

95
)95(

más de 36 60
87,34e31 =

50
12,27e32 =

30
19,25e33 =

10
12,27e34 =

5
69,40e35 =

155
)155(

jyn 90 70 65 70 105 400



Santiago de la Fuente Fernández                                                                                                                      266

donde,

75,33
90.150

e
40011 ==        37,21

90.95
e

40021
==        87,34

90.155
e

40031
==

25,26
70.150

e
40012 ==        62,16

70.95
e

40022
==        12,27

70.155
e

40032
==

37,24
65.150

e
40013 ==        44,15

65.95
e

40023
==        19,25

65.155
e

40033
==

25,26
70.150

e
40014 ==        62,16

70.95
e

40024
==        12,27

70.155
e

40034
==

                 37,39
105.150

e
40015 ==       94,24

105.95
e

40025
==      69,40

105.155
e

40035
==

Estadístico observado:   =−=
−

=χ=χ ∑∑∑∑
= == =

−− n
e

n

e

)en( 3

1i

5

1j ji

2
ji

3

1i

5

1j ji

2
jiji2

8
2

)15(.)13(

    

51,143400
69,40

5
12,27

10
19,25

30
12,27

50
87,34

60

94,24
30

62,16
20

44,15
15

62,16
10

37,21
20

37,39
70

25,26
40

37,24
20

25,26
10

75,33
10

22222

2222222222
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⎝

⎛
+++++
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⎠
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⎜⎜
⎝

⎛
+++++⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛
++++=

   Estadístico teórico: 507,152
8;05,0

2
)15(.)13(;05,0 =χ=χ −−

Como 2
8;05,0

2
8 507,1551,143 χ=>=χ  se rechaza la hipótesis nula de independencia

entre la edad del conductor y el número de accidentes; es decir, la edad influye
significativamente en el número de accidentes al año.
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